Kapitola 1

Derivace

Tento text je letmym shrnutim toho, co zhruba budete v derivacich potfebovat v ramci dalsich
fyzikalnich partii seminare. Pokud mate zdjem o to naucit se limity, derivace a integraly blize, je
na to docela dobrd ucebnice Diferencidlni a integrdlni pocet od nakladatelstvi Prometheus [1].

1.0.1 Limity z rychliku

Protoze budeme chvili pouzivat limity, tak si je alespon intuitivné zavedeme. Nebudeme je zavadét
poradné, protoZe to pro prvotni pochopeni diferencidlni (derivace) a integralniho poétu nebudete
nutné potirebovat.

Uz na zékladni skole jste se urcité ucili, ze nulou se nema délit. Co kdybychom to ale chtéli?
Treba pokud vime, ze funkce f(z) = z/z je definovana vsude kromé nuly a vSude mé hodnotu
1, tak pro¢ bychom to nemohli zkratit a nemohla by tu hodnotu mit i v 07 Pravé, ze jen tak to
zkratit mimo limitu nemtizemd] ale v limité ano.

Limitu bereme tak, Ze je to néco, co nam umoznuje pracovat i s nedefinovanymi vyrazy
v néjakém bodé. Obecné plati, ze v limité vzdy upravujeme néjaky vyraz, nez do néj dokazeme
dosadit a pak dosadime. Muzeme pak také dokonce pocitat hodnotu funkce v nevlastnim bodé
(400, —00) a hodnoty limit mohou byt také nevlastni ¢i se muze stat, Ze je nedefinovana. Ty
nas ale v tuhle chvili nebudou zajimat. Taky se pak miizeme zajimat o vyrazy typu , nekonec¢no
lomeno nekoneénem®, nekonecno minus nekonecno apod.

Podivejme se nejprve na to, jak limity zna¢ime a rovnou ptiklad, kde stac¢i dosadit

lim(z—1)=2-1=1.

T—2

Sice v tomhle pripadé by misto lim,_,o(z — 1) stacilo napsat, ze mame funkci f(z) =z — 1

a pocitdme hodnotu f(2) = 1, protoze tedy nulou nedélime, ale alespon vidite znaceni. Podivejme
se na nékolik dalsich jednoduchych tloh.
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1Jak jste se jisté ucili na stiedni skole, tak je potieba si vzdy pro korektni feseni tlohy ur¢it i defini¢ni obor
funkce. Funkce f; = x je definovand na x € R a funkce fy = x/x je definovand na x € R — {0}. KdyZ nejsou stejné
defini¢ni obory, neni to stejna funkce. Mizeme se samoziejmé ptat i na to, jestli plati f; = f2 na néjakém jiném
intervalu, coz skutecné plati pro vSechny, kromé = = 0.
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Pokud byste se chtéli o limitach dozvédét néco dalstho, muzete se podivat do ucebnice [1] ¢i
si najit néco na internetuf]

Samoziejmeé, ze samotné limity mohou byt také velice komplikované. Muzete premyslet, proc¢
napriklad plati

)
lim (3z —v922 — 10z +1) = 3"
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1.1 Zavedeni derivace

1.1.1 Motivace: Co je derivace? K ¢emu je to dobré?

Derivace ndm udava miru, velikost zmény néceho v zavislosti na zméné néceho jiného. Typicky
priklad derivace je rychlost, kterd je vlastné zménou polohy v zavislosti na ¢ase. Analogicky by
vas meélo hned napadnout, zZe zrychleni bude derivace rychlosti - jde o zménu rychlosti v case.
Elektricky proud je zménou ndboje v case.

Je ndm to k tomu, ze celd fyzika stoji na vyjadfeni fyzikalnich zakont pravé pomoci derivaci
(a integrdli) a na Teseni problému skrze diferencidlni rovnice, kde potrebujete znat derivace
a integraly. Jde vlastné o zdklad. Sice vam to na stfedni skole mozna takto neprijde, ale to je
diky urcitym zjednodusenim. Je pravdou, zZe na stfedni skole a ve fyzikalni olympiadé se casto
bez derivaci obejdete, ale pro pfednasky na soustredéni FYKOSu byvaji potfeba. Hlavné se vam
to bude hodit na vysoké skole. Proto taky tahle prednaska.

1.1.2 Zavedeni derivace pres limitu

Jak jsme zminili v motivaci, derivace nam ma néco fict o to,, jak moc se funkce méni. S tim, ze
nas bude zajimat, jak se méni v kazdém bodé na né¢jakém intervalu. Nejdiiv si musime uvédomit,
jak bychom na to mohli jit. Kdybychom chtéli néjakou primérnou zménu za néjaky interval,
tak vezmeme rozdil funkénich hodnot na zac¢atku tohoto intervalu a podélime ji délkou tohoto
intervalu. Ozna¢me si interval (a,b) a funkéni hodnoty na okrajich intervalu znac¢ime f(a) a f(b).
Mohli bychom tedy psat, ze

Ax b—a
Toto je ale tedy néjaky priameér, ktery nemusi moc odpovidat, pokud se nase funkce méni v
ramci intervalu néjak rychle, resp. kdyz se v rdmci tohoto intervalu neméni stale stejnym tempem.
Pro prfimku f(z) = c¢;x + ¢y by tento pomér byl presny stéle, ale napiiklad pro sinus, jak vidite
na obrazku (1.1} se tento prumér pro delsi interval bude vyrazné lisit od celkového chovani funkce.
Kdybychom si interval (a,b) zvolili jako presny nésobek periody naseho sinu (¢i jiné periodické

Af S~ f(@)

2Napiiklad na http://www.matematika.cz/limita-funkce.
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funkce), pak bychom mohli dojit k zavéru, ze se nase funkce vibec neméni, i kdyz tomu tak
ziejmé neni.

Obrézek 1.1: Graf sin 2z

Jak bychom to mohli spravit? Tedy abychom dostavali néjakou rozumnou informaci o funkeci
tak, aby se nam néco takového nestalo? Zkusime zmensovat interval.

Obrazek 1.2: Postupné zmensovani intervalu (a,b), ze kterého uréujeme zménu funkce - vlevo
nahote je interval nejvétsi, vpravo dole nejmensi

Jak vidime na skupiné obrazku zmensovani intervalu vede ke zlepsovani odhadu toho,
jak se funkce chova v blizkosti bodu aﬁ Déle pozorujeme, ze vlastné pocitame tusek secny, ktera
prochazi nasi funkci. Budeme se zajimat o co nejlepsi odhad. Idealni by se tedy zdalo byt, kdyby
tento interval byl hodné maly, prakticky nulovy, tedy b ma splynout s a. Pro to budeme potrebovat
limitu. Derivaci tedy mtizeme zavést jako

3Tedy toto plati pouze pro rozumné funkce - tedy ty, které lze derivovat, resp. na intervalech, kde je lze
derivovat. Ptiklad toho, co je nerozumné chovéni je Dirichletova funkce (méd hodnotu 1 pro raciondlnf &fsla a 0 pro
iraciondln{) ¢i napi. okoli 0 u funkce sin (1/x).
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Alternativné muzeme pouzivat nasledujici definici, ktera je ekvivalentni predchozi, jenom
pfeznaéime a =z a b = x¢ + Az, kde Az je délka intervalu (a,b), kterd ma jit k nule

Af@) _ o fla+Ar) — f@)

de = Az—0 Az

1.1.3 Znacdeni derivaci

Derivaci funkce f(x) podle z budeme znagcit primarné %. ,Décka“ se maji spravné psat stojatym
fontem, ale ¢asto se to zanedbév Matematici znaci derivaci casto pouze ¢arkou, tedy % = f'(z).
Ve fyzice pak pouzivame velice casto derivaci podle casu, kterou znac¢ime teckou, napt. derivace
soucadnice podle casu fli—’f = 1.
Zmaceni derivaci se muze dost ménit i v zavislosti na publikaci, na zvyklostech, na vhodnosti
znaceno vzhledem k dalsimu znaceni v publikaci... Takze je vhodné si zvykat na rtzné typy

znaceni.

1.1.4 Zakladni vlastnosti derivace

Derivace funkce vycislena v daném bodé nam prave dava smérnici tecny funkce v tomto bodeé. Cim
vétsi tedy (v absolutni hodnoté) derivace je, tim vice se funkce méni. Kladné derivace znamen4,
ze funkce je rostouci. Zaporna derivace nam 1ika, ze funkce klesd. Nulova derivace nam rika, ze
je o stacionarni bod (muze jit o maximum, minimum, nebo inflexni bod).

Nékolik prikladi na vypocet derivace z definice Jde jenom o ukazku, jak se muze postu-
povat pri vypoctu nékterych zakladnich derivaci. Pro potfeby pocitani fyzikalnich tloh nebude
potfeba pocitat derivace takto z definice, ale bude stacit pak pouzivat pravidla uvedenda dale,
ktera budou ale zalozena na jiz takto provedenych vypoctech.

Prvni tloha je derivace konstantni funkce, tedy f(x) = C € R. Jak bychom snad vsichni
¢ekali, tak konstantni funkce se nema nikde co ménit a jeji derivace by tedy méla byt nulova. To
si také muzeme ukézat

[C] = lim C=C_ i D =0,

i — =
Az—0 Az Az—0 Az

Dalsi tlohou je nejjednodussi linearni funkce f(z) = z. Ta by se méla ménit konstantné, a to
jednotkoveé

— = lim — =1
Az—0 Ax Az—0 Az '

4Dulilezitd pozndmka je, Ze se tato décéka nedaji samy o sobé kratit, coz bychom radi doufali, Ze ani ¢tendie
nenapadne.
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U sin z a e” jsme tedy pouzili znalosti nékterych limit, kterymi jsou funkce definované. Nicméné
déle tyhle limitni triky uz pouzivat nebudeme. U z™ je zase pouzita binomicka véta (a + b)" =

n
=>7 o k)a’“b”_’“, kterou se sice hodi znat, ale dal ji zde uz nebudeme vyuzivat. Jo a kdyby vas

n ! . .z
) = i kde !je faktoridl n! = n(n—1)(n—2)...3-2-1

zajimalo, co je kombinaéni ¢islo, tak ( I

(stim, ze Il =1a 0l =1).

1.2 Derivace zakladnich funkci

Jak bylo ukazano na prikladech vypoctu derivace primo z definice, tak to provadeét lze, ale jedna
se o relativné komplikovany postup. Bylo by vice nez otravné si to pocitat takto pokazdé. Proto
si odvodime/fekneme o néjakych pravidlech, které se daji pro vypocty derivaci pouzit. Nejprve
derivace néjakych zakladnich funkei - nékteré jsme si odvodili a také neni slozité si nékde najit
tabulk. Casto si viak vystacime s nasledujicimi funkcemi a ty stoji opravdu za to si zapamatovat,
i kdyz s derivacemi zacinate:

Derivace funkei slozenych z téchto si pak muzeme odvodit. Naptiklad si odvodime tgx =
=sinz/ cosx.

1.3 Derivace mirné slozitéjsich funkci

Nicméné - ani derivace zakladnich funkei ndm zpravidla nestaci pro vyteseni i relativné zakladnich
prikladi, protoze se ¢astéji objevuji néjaké soucty a souciny a zakladnich funkci ¢i jsou tyto funkce
néjak slozené. Proto se nauc¢ime néasledujici pravidla. Pro prehlednost v pravidlech budeme derivo-
vat pouze funkce jedné proménné, a to x. Pokud se zde objevi jina pismenka ve vyjadieni funkce,
pak jde vzdy o konstanty. Nicméné stale méjte na paméti, Ze je to jenom oznaceni promeénné,
kterou muzete oznacit jinak.

®Jednu naleznete napiiklad na webové adrese http://www.karlin.mff.cuni.cz/~{}rokyta/vyuka/general/
tahaky/derivace.htm
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1.3.1 Derivace nasobena konstantou
To je viibec nejjednodussi - konstantu miizeme z derivace vytknout, tedy

!
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1.3.2 Derivace souc¢tu a rozdilu

Derivace souctu je soucet derivaci - tedy je to opét jednoduché. Stejné tak derivace rozdilu je
rozdilem derivaci.

[f(x) +g(2)] = f(z)+ g (2),

[f(@) —g(@)] = f(x)—g(z).
Takové dva podobné vztahy obecné v matematice muzeme zapisovat pomoci + (a/nebo F)
s tim, ze pokud néas zajima jeden vztah, tak be,re horni znaménka ¢i pokud druhy, tak spodni
znaménka - napf. v nasem piipadé [f(z) £ g(z)] = f () £ ¢'(x).
Diikaz toho, ze derivace souctu, je soucet derivaci, je primocara. Plyne z linearity limity

. fle+Az)— flz) gz +Az) —g(z), . fla+Az)—flx), . gle+Az)—g(2)
Alggo( Az + Az )= Alggo Az iAlalgo Az

tedy za predpokladu, ze limity vpravo existuji, pak existuje i ta vlevo a obé jsou si rovny.
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1.3.3 Derivace soucinu

vvvvvv

tomu prictete derivaci druhé funkce vynasobenou prvni funkei.

f@)g(@) = f(@)g(x) + f(z)g (@).

Je dobré si to pamatovat v tomto poradi kviili dalsimu pravidlu.
Tomuto pravidlu také fikame Leibnizovo pravidlo.

Dilkaz pro zvédavé Tento dikaz nemusi byt pro vas nutné hned pochopit, ale pokud vas
zajima, jak se to dokazuje, tak ho zde mate.
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Tedy trik je pricist vhodny vyraz a zase ho odecist a pak ¢leny vhodné uzavorkovat a mame
to. Toto byl algebraicky dtikaz, ale da se to také dokéazat z obrazku.
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1.3.4 Derivace podilu

Derivaci podilu si uz jenom ukazeme, dikazy se stavaji ¢im dal tim otravnéjsi, ale lidi mate-

vvvvvv

lf(x)]' _ f'l@)g(z) — f(2)g'(x)

g(z) 9(z)
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1.3.5 Derivace sloZzené funkce

Chceme-li derivovat slozenou funkci f(g(z)) (napt. e=*” & cossin 22), pak vyuzijeme nasledujici
poucku (na jejiz dukaz byste uz museli znat néco vic o limitéch)

35 @) = S 0@ - role).

Ci kompaktnéji si to mtizeme pamatovat jako % = i—gg—g, pricemz samoziejmé vime, zZe to neni
rozsifovani zlomku jednickou, i kdyz to tak na prvni pohled vypad4 (ale d& se to tak pamatovat).
Mimochodem - pochopeni derivace slozené funkce je docela dilezity krok a zpravidla to trochu
trva, nez to clovék pochopi tplné. Nicméné to také neni az tak tézké.

Z hlediska prakti¢nosti a moznosti omezeni chyby je vzdy dobré postupovat ,,od vnéjsi funkce
po vnitini*.
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1.4 Druhé a vyssi derivace

Pokud néco derivujeme vicekrat, tak to prosté zderivujeme nejdiive poprvé, pak podruhé a pripadné
derivaci opakujeme tak dlouho, kolikrat jsme chtéli derivovat. Druhé derivace znac¢ime takto
d2 "
@) = (@) = farl)
Pokud mame druhou derivaci podle ¢asu, znac¢ime ji obvykle teckou, tedy a = % =s.
Obdobné se pak znaci i tieti a vyssi derivace. Tedy pridavame dalsi proménné, mocniny. Ale
e sa .. s . » . 8 .
od ¢tvrté derivace zna¢ime misto ¢arkami obvykle ¢islem v zavorce, tedy 5 f(z) = f®(z). Nékdo
zase obcas vyuziva fimské Cislice v hornim indexu C{‘—; f(x) = fVHI(z), ale to neni tak obvyklé.
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d2 n d n—1 n—2
12" :d—(nx y=n(n—1z""*, kden>2,
T x
a3, d? d
—r" = ——=2r = —2 =
a3’ T a2 T @ 0,
d4 3 2 d
@SHIQZ' = @2 cos 2z = —@481112[17 = —£8cos 2z = 16sin 2z,
d" 2x dnil 2x n 2x
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1.4.1 Rozsireni Leibnizova pravidla na n-tou derivaci soucinu

Pokud bychom chtéli rozsitit pravidlo na derivaci soucinu dvou funkci na n-tou derivaci dvou
funkci, pak dospéjeme k vysledku

(F9)" = > <Z> FRgnh.

k=0
Vzorec je mozné dokazat pomoci matematické indukce. Pokud bychom chtéli n-tou derivaci
souc¢inu N funkci, pak bychom dostali opravdu slozity vzorecek, takze ten uz zde ani neuvadime.

1.5 Parcialni derivace

Pokud mame funkci vice proménnych, tak zac¢inaji byt rozdilné pojmy totalni derivace, ktera se
znaci % (tedy jak jsme doposavad funkci znacili) a parcialni derivace a%' Zatim to bereme prosté
tak, ze pokud derivujeme parcidlné, tak vSechny ostatni proménné povazujeme za konstanty. Takze
je to de facto jednodussi. Jediné, co se ndm tu mozna komplikuje, je to, ze mizeme derivovat

podle riznych proménnych. Pro pékné funkce pak plati

o? 0?
T1,Xa) = T1,%3),
8x28x1f( ! 2) 8I18$2f< ! 2>

tedy to, ze pokud derivujeme nejprve podle prvni proménné a nasledné podle druhé, pak
dostaneme stejny vysledek, jako bychom derivovali nejdrive podle druhé a az potom podle prvni.
Respektive to pak muzeme rozsitit na vice parcialnich derivaci, kde pak pro pékné funkce nezavisi
na poradi, a derivovat muzete, podle jakého poradi jenom chcete - vysledek bude vzdycky stejny
(pokud v zapalu neudélate néjakou chybu, nebo ta funkce neni pékna...).
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1.6 Prubéh funkce

Zkoumame-li prubéh funkce, pak je zpravidla derivace super nastrojem, ktery nam v tom hodné
pomuze. Plati totiz, ze pokud mé funkce extrém (alespon lokalni), pak nutné musi byt prvni
derivace v daném bodé nulova, nebo nesmi existovat, nebo musi jit o okraj daného
intervalu, o ktery se zajimame. Nejprve tedy funkci zderivujeme a tesime rovnici, kde ji polozime
rovnou nule

f(x)=0.

Takto dostaneme (¢i nedostaneme) néjaka feSeni xy,xs,...,2,. (Pokud nim zddné body
nevysly, pak se divaime pouze na body, kde neni derivace definovand.) Tyto body jsou podezielé z
lokélniho extrému (lokalni maximum ¢ minimum), nicméné nemusi jit jesté nutné o extrém, ale
miuze jit o inflexni bod. Inflexni bod je takovy bod, ktery ma sice derivaci nulovou, ale pred nim
i po ném derivace roste, nebo pred nim i po ném klesa. Prikladem funkce s inflexnim bodem v0
je g(x) = 2%, kde mame derivaci ¢ (z) = 0.

Jak pozname, jde-li o lokalni extrém, nebo o inflexni bod? Jednak muzeme dosadit o néco vétsi
a o0 néco mensi ¢islo nez je podeziely bod a zjistit tak, jestli funkce klesé/roste nalevo a napravo
od tohoto bodu. Pokud nejprve klesd a pak roste, pak jde logicky o lokalni minimum. Pokud
stale roste inflexni bod. Atd. Alternativni cestou je provést druhou derivaci £ (z) a pak se divat
na jejf hodnoty v podezieljch bodech f"(z,),...f" (x,). Pokud je tato hodnota kladna, pak vite
jisté, ze jde o lokalni minimum. Pokud je hodnota druhé derivace v daném bodé zaporna, pak
jde o lokdlni maximum. Co kdyz je hodnota nulova? Pak to jiz nedokédzeme okamzité urcit -
miize jit o inflexni bod, ale nemusi. Prikladem funkce s inflexnim bodem v0 je jiz vySe zminéné
g(x) = 2% s druhou derivaci ¢ (z) = 6z, které je ¢"(0) = 0. Naopak protichiidnym pifkladem je
h(z) = az* (a # 0), kde vime, Ze pro kladné a mdme lokalni (i globdln{) minimum a pro zaporné a
mé lokdlni (i globalni) maximum. Kdy# derivujeme, tak h'(x) = 4az®, coZ pokud polozime rovné
0, pak dostdvame pouze jedno fefeni 2; = 0. Zderivujeme podruhé a mame A" (z) = 12a2?, coz
je konkrétné pro nulovy bod h"(x;) = h"(0) = 0. A tedy nemtizeme rozhodnout. Pravidlo by se
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néjak dalo sice rozsitit na vyssi derivace, ale pokud vam vyjde druhé derivace 0, pak je rozumnéjsi
prosté dosadit.

Déle se nezapomeneme podivat na hodnoty funkce, kde neméame derivaci definovanou a na
okraje intervalu.

Hledali jsme nejprve lokalni extrémy, ale jak zjistime, Ze jde o extrém globalni na zadané
mnoziné, kterou mame zkoumat? To uz je relativné primocaré - podivame se na vsSechny lokalni
extrémy a okraje intervalu, a pokud do dané mnoziny patii to nejvyssi (nejnizsi) ¢islo, pak je to
globalni maximum (minimum a pokud ne, tak to globalni maximum (minimum) nema. Co se tim
mysli?

Vezméme si jako piiklad funkci f(z) = 2® — 62 na mnoziné x?((1,20). Zderivujeme ji f'(z) =
= 2z — 6. Derivaci polozime rovnou nule 2z — 6 = 07z; = 3. Bod podezrely z extrému je tedy
pouze jeden. Zkusime druhou derivaci f*(z) = 2. Druha derivace je viude kladni, a tedy nas
podeztely bod je lokdlni minimum a ma hodnotu f(3) = 9 — 18 = —12. Podivejme se na okraje
intervalu. Levy okraj dokonce patii do mnoziny a je to f(1) =2 — 6 = —4. S tim pravym je ale
problém, protoze vlastné do nasi mnoziny nepatii. . . Nicméné si spocitame, k ¢emu se nase funkce
blizi, kdyz se blizime okraji naseho intervalu f(20) = 400 — 120 = 280. Tedy nase funkce f(z) na
zvoleném intervalu ma globalni minimum vz = 3 a nemé globalni a ani lokdlni maximum.

Plati to, ze pokud zkoumame péknou (tedy diferencovatelnou) funkci na kompaktni mnoziné
(omezené a uzaviend mnozina), pak tato funkce na té mnoziné nabyva maxima a minima - takze
tam globalni extrém najdete. Na neomezenych ¢i otevienych mnozinach a u nespojitych funkei
obecné nemusite najit globalni maximum ani minimum (a ani zaddné lokalni).

1.7 Taylortv rozvoj

vvvvvv

zajima jenom, jak se néjakd hodné slozita funkce chova v okoli néjaké hodnoty? Co kdybychom
si chtéli néjakou funkei definovat pomoci polynomt? Na to vSechno mame Taylortv rozvoj.

1.7.1 Definice Taylorova rozvoje

Tayloriiv rozvoj je vlastné polynomidlni fada, ktera nam priblizuje néjakou funkci pomoci poly-
nomtl.

1" (x0)
3!

(x—xg)3+...:§W(x—xo)k.

f (o)

1!

S (o)

2!

f(x) = f(zo) + (z—x0)* +

(33—$0)+

Tedy pokud zname funkci - resp. jeji hodnotu a derivace v jednom bodé, tak pokud je zname
vSechny, tak mtizeme takto vypocitat hodnotu v libovolném bodé funkce.
Pokud si zvolime bod, ze kterého budeme vychézet za 0, coz obvykle u definice funkci provadime,

nazyva se tato rada Maclaurinova:
f70) ,  f7(0) 4 +z":of(”)(o) K

/(0) _
1!x+ 2!x+3!x+...— k!x.

fla)= £(0) +
k=0
Tyto fady vyuzivame hojné ve fyzice, kdyz se snazime néjakou pozorovanou zavislost zjed-
nodusit a na zakladé par ¢lent Taylorovy rozvoje urcit chovani v néjaké oblasti. Cim vezmeme
vice Clent, tim vice se budeme blizit funkci, kterou takto priblizujeme
Pokud byste potrebovali Taylorovu radu pro vice proménnych, tentokrat v okoli bodu A =
= lay, G, . .., a,], pak vypada takto

f(xl,fﬂg, e ,xn) =
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ko kn 87€1+k’2+..-+kn

= o > ($1—a1)k1(xg—a2) oo — ap)
=222 AT axla@...axnf(a““?""’a">'

k1=0 ko=0 kn=0

Taylorovy fady vice proménnych , ale dale pottebovat nebudeme. Také miizeme funkce rozkladat
do jinych tad - tfeba sinovych a kosinovych, tzv. Fourierovych rady, ale o tom zase tieba jindy.

1.7.2 Neékteré Taylorovy rady, které se mohou hodit

Abychom si nemuseli Taylorovu fadu odvozovat u kazdého prikladu znovu od zacatku, je vhodné
mit néjakou tabulku, kde najdete ty zakladni, které také byvaji ve fyzice nejcastéji potieba. Pokud
byste si chtéli procvicit derivovani, tak si je muzete zkusit sami odvodit.

%

oo
T
T __
€ *ZT’
=0 v

1 [ee]
=> 2" prolz| <1,
-2 =

[e’s) $2n+1
sinz = -
nzzo< ) (2n + 1)!

0o xQn

cosz =Y _ (=1)" an)l”

n=0

T = r
(14+2) = ( >:1:" pro |z| <1,
O n

In(l4+z)=> (—1)”+1x— prox € (—1,1] ,
n=0 n

0o l,2n+1

sinhx = Zm,

n=0

o) 2n

T
coshz = Z )

n=0

1.8 Derivace ve fyzice

Co je ¢eho derivace? Ci jaké vztahy jsou mezi néjakymi fyzikalnimi velicinami, které obsahuji
derivace? Néjaké z téchto vztaht vam prozradi nésledujicim seznamu. Ale nepocitejte s tim, ze
by byla vycerpavajici - kdyz se budete fyzice vénovat dale, tak se ur¢ité dozvite o spousté dalsich
vztaht. (Tufné jsou uvedeny vektory.)

1.8.1 Neékteré vztahy ve fyzice s derivacemi

5 — ds

v =s = 3 Rychlost v je derivace polohy s podle casu t.

a=v=2_g=ds Zrychleni a je derivaci rychlosti v podle casu t.

dt de?
j=a= % = i%’ = % Ryv j (anglicky jerk) je derivaci zrychleni a podle ¢asu t.

w = 42 Uhlov4 rychlost w je derivaci obloukové miry rotace ¢ podle ¢asu ¢.

E=w= ‘é—‘; == ‘(1127;" Uhlové zrychleni € je derivaci tthlové rychlosti w podle ¢asu t.
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. dE o , : . 1 . .
% = ——32 V konzervativnich systémech je zména potencidlni energie E, v Case je

stejné velkd, ale opa¢ného znaménka co zména kinetické energie Ej. (Alias diferencidlné
zapsany zakon zachovani mechanické energie.)

P = dd—vf Vykon P je derivace prace W podle casu t.

F = ma Pro situace s konstantni hmotnosti télesa je sila F' imérnd hmotnosti
a zrychleni télesa a.

F=p= %’ Sila F' je derivaci hybnosti p podle ¢asu t.

F = —VV Sila F je minus gradient potencidlu V. Derivace jsou schované ve znaku

V nazyvaného nabla, a to néasledujicim zptisobem —VV = (—g—‘;, —%—Z, —%—‘z/).

[=Q= % Elektricky proud I je zména elektrického naboje () za cas t.

U=-9= —%‘f Elektrické napéti U; indukované ve smycce vodic¢e je minus derivace
magnetického toku .

1.8.2 Fyzikalni jednotky derivaci

Pro fyziku jsou také velice dulezité fyzikalni jednotky, které jsou v matematice zpravidla ignoro-
vané. To, jakou jednotku mé derivace funkce podle néjaké proménné je ale velice jednoduché -
vysledna derivace ma jednotku ptvodni funkce vydélenou jednotkou podle ¢eho jsme derivovali.
Formalné bychom si to mohli zapsat takto

dfy _Uf]
dz [z]
kde nam hranatd zavorka symbolizuje to, Ze bereme jednotku dané veli¢iny (a ne obyc¢ejnou
zavorku jako obvykle).

1.8.3 Limita relativistické energie

Péknym prikladem vyuziti Taylorova rozvoje je ovéreni, ze Specidlni teorie relativity funguje pro
malé rychlosti stejné, jako to funguje v klasické mechanice. Zavedme si obvyklé oznaceni 3 = ’

1
kde v je rychlost télesa, c je rychlost svétla, a oznacme v = ’/1—162 = ( )2. Vezmeme si
1— (v

znamy Einsteiniv vzorecek pro energii télesa/¢astice

E =mc*,

kde m je relativistickd hmotnost ¢astice, pro kterou plati, Ze je m = ymg, kde mq je klidova

hmotnost.
E=mdc = fymOCQ = 71 moc?
1— 52 '

Nyni provedeme Taylortv rozvoj v pro f — 0 s tim, Ze se budeme zajimat o prvni tii ¢leny

1 d 1 1, d? 1
(=7 =105 (1=, i (=) L, 0

Znaceni O(f3) znamend, 7e mame jests néjaky zbytek, ktery je fddové umérny 32 ¢i vy$sim
mocninam. To je pravé to, co budeme chtit zanedbat.
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=0,

d( /1> __B
dB\V1-6),, (1-p)3 o

4z < 1 ) S N (C R R O o
dg? 1—p32 B8=0 dp (1_52)% B=0 (1_ﬁ2)% p=0

Pro malé rychlosti ve srovnani s rychlosti svétla tedy dostavame vztah pro energii

1
_ 2 19 3
E =myc (1—1—25 +O(6 )) .
Pokud se tedy omezime na piiblizeni 3%, pak ma celkové energic télesa tvar

1
E ~myc® + §m0v2 .

Tedy skutecné dostavame clen odpovidajici kinetické energii %mov2 a pak navic ¢len od-
povidajici klidové energii télesa mqoc?, kterd se nam v klasické fyzice nijak neprojevuje. V obou
pripadech ve vzorci vystupuje klidova hmotnost télesa, coz je sice rozdil oproti klasické fyzice,
nicméné pro [ < 1 je rozdil mezi relativistickou a klidovou hmotnosti nepatrny.

1.9 Literatura, reference

[1] D. Hruby, J. Kubat: Matematika pro gymndzia — Diferencidlni a integrdlni pocet. Nakladatel-
stvi Prometheus
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