KAPITOLA 1

FUNKCE

Funkce je v matematice velmi dtlezity a Casto pouzivany pojem. Zasahuje do mnoha odvétvi prirodnich
i spolecenskych véd, kde je matematika uzivana. Setkdme se s ni v ekonomii, statistice, fyzice, nebo také
tfeba chemii. Pro kazdého fyzika je proto nezbytné tento pojem chapat, jelikoz pravé ve fyzice hraji funkce
tstfedni tlohu. Namatkou uvedme, ze ve fyzice jaderné najdeme tzv. radioaktivni zdkon, ktery je vyjadien
pomoci exponencidlni funkce, v mechanice hmotného bodu je zase znazornéni kmitavého pohybu oscilatoru
v ¢ase dano funkci sinus, poptipadé kosinus. Pojdme se tedy bliZe podivat, co to funkce vlastné je.

1.1 Co je to funkce?

Intuitivné si funkci muzeme predstavit jako pristroj, do kterého vlozime néjaké ¢islo a on nam néjaké ¢islo
vrati, pricemz cisla vlozené a vracené se mohou lisit, ale nemusi. Pokud opakujeme vlozeni jednoho a toho
samého c¢isla, funkce nam jedno a totéz cislo vraci. V matematické hantyrce pak tikdme, ze funkce je
zobrazeni z mnoziny &isel do mnozZiny &isel.! Z prvni ¢iselné mnoziny vybirdme &isla, kterd do funkce
vkladame, ¢isla z druhé mnoziny jsou naopak témi, kterd funkce vraci. Mnozina, z niz ¢isla vybirame, se
nazyva definicni obor funkce, mnozina cisel, které nam funkce miize vratit, se nazyva obor hodnot funkce.
Napriiklad, pokud jsou obé mnoziny podmnozinami redlnych cisel, fikame, ze jde o redlnou funkci jedné
realné proménné. V mezich stiedoskolské fyziky si vice méné vystacime s timto typem funkce, mezi dilezité
funkce ve fyzice ale fadime také komplexni funkce komplexni proménné, funkce vice proménnych, nebo
funkce vektorové.

Pokud bychom chtéli formalné zapsat realnou funkci jedné realné proménné, tak bychom psali f : R — R.
Tento zapis nam tika, ze mame co do ¢inéni s funkci, kterou jsme oznacili f, kterd zobrazuje z mnoziny
redlnych ¢isel do mnoziny redlnych ¢isel. Obraz prvku z definiéniho oboru se nazyva funkcéni hodnota.
Oby¢ejné se tedy jedna o redlné cislo.

Vs v

1V dalsi ¢4sti textu uvidime, ze funkce mohou vybirat z &selnych n-tic a zobrazovat do &iselnych m-tic, nase definice tedy
neni pro tuto chvili aplné obecna.



1.2 Jak funkci zadat?

Pro vyjadreni konkrétni funkce bylo vytvoreno nékolik metod, kazda z nich se uplatni v jiné situaci. V praxi
se setkdme se tiemi? zpiisoby, jak lze konkrétni funkci popsat.

1. Pomoci funkéniho predpisu: S pomoci této metody zapisu funkce dokazeme najit funkéni hodnotu
funkce pro cely jeji definiéni obor. Smyslem této metody je zakdédovat pomoci matemaické operace
vztah mezi hodnotami definicniho oboru a jejich prislusejicimi funkénimi hodnotami. Pro nézornost
si vezméme jako pifklad funkci kvadratickou, jejiz funkéni predpis nabyva tvaru f(z) = 2. Tento
zapis nam k4, Ze funkéni hodnota f(x) funkce f v bodé x je rovna 22. A pro maximalni konkrétnost
si nyni zvolme jedno ¢islo, které dozajista lezi v jejim definiénim oboru, a pro né vyslovme stejné
tvrzeni. Funkéni hodnota f(3) kvadratické funkce f v bodé x = 3 je 22 = 32 = 9. P¥ipadu, kdy
pro zjisténi funkcéni hodnoty funkce staci jen dosadit jistou hodnotu z definicniho oboru a provést
piislusné aritmetické?® operace, fikame funkce zadand explicitné. Jiz pokrocilejsim piikladem zadani
funkce pomoci funkéniho predpisu je funkce zadand implicitné. K zjisténi funkéni hodnoty funkce
zadané implicitné musime navic Tesit na urcitém intervalu néjakou rovnici. Dost casto za nas tyto
rovnice Tesi poc¢ita¢ numericky, jsou totiz prilis slozité. Jednoduchym prikladem takové funkce zadané
implicitné je f2(x) = 22+4. V nékterych piipadech, jako je napiiklad tento, neni funkéni hodnota f(z)
stanovena jednoznacné, takze nejde o funkci v ptivodnim slova smyslu, museli bychom nékteré funkéni
hodnoty zakazat. Pokud zname funkéni predpis, neni pro nas slozité zadat funkci prostrednictvim
tabulky.

2. Pomoci tabulky: Asinejjednodussi zpusob, jak zachytit informaci o funkei, je uéinit vycet usporadanych
dvojic ¢isel, ktera vzdy reprezentuji vstupni a vystupni hodnotu funkce. Ackoliv tento postup dovoluje
velmi primocarym zptisobem funkci zadat, nebo funkéni hodnoty v nékterych jejich bodech defini¢niho
oboru nahlédnout, trpi tento zpusob nékterymi vyznamnymi nedostatky. V prvni fadé, vétsinou nam
nedovoluje popsat funkci celou. Abychom mohli poznat celou funkci, musime uvést vycet funkénich
hodnot pro cely definiéni obor. Defini¢ni obor je ale typicky nekoneé¢nd mnozina, pro niz nemame
moznost tabulku vytvorit. Dalsi nedostatek této metody spoc¢ivad v tom, zZe nelze zadnym zpusobem
analyzovat vlastnosti a pribéh zadané funkce. Vlastnostem funkci se budeme vénovat pozdéji, na tom-
to misté jenom uvedme, Ze nejrozumnéjsi zptisob, jak zadat funkei, jejiz vlastnosti zkoumame, je jiz
jmenované zadani funkéniho predpisu.

Jak takova tabulka miize vypadat neni pravdépodobné nikomu na obtiz si predstavit, pro tplnost ale
uvedme jako vzor vyjadien{ funkce f(x) = 2% pomoci tabulky, zachycujici funkéni hodnoty pro nékolik
malo vstupnich hodnot.

z |1 2 3 4 5 6 7 8 9

f) |1 4 9 16 25 36 49 64 81

3. Pomoci grafu: Grafické vyjadreni funkce je uzitecné zejména k lepsi predstavé o globdlnim nebo i
lokalnim chovani funkce. Lze z ¢asti sestrojit ze znalosti vyjadieni funkce prostiednictvim tabulky. Pri
praktickych konstrukcich grafu potrebujeme ale zaroven jistou predstavu o chovani funkce mezi body,

2Mimo jmenované zptisoby bychom jesté neméli opomenout na, v teorii vy&islitelnosti hojné pouzivany pojem, funkce zadand
rekurentné. Jde o zadani funkce pomoci néjakého rekurentniho predpisu, predpisu pro funkéni hodnotu v jistém bodé pomoci
funkénich hodnot v bodech jinych.

3V principu se nemusi jednat vyluéné jen o aritmetické operace, mize jit o operace tzv. limitni, ale pro nase ucely si s
aritmetickymi operacemi vystac¢ime.



které jsou zachyceny tabulkou, abychom védéli, jak body spojit.* Graf funkce se totiz sestava z bodi
v roviné (pokud je Fe¢ o redlné funkci jedné redlné proménné), jejichz souradnice presné odpovidaji
usporadané dvojici ¢isel vstupni-vystupni hodnota funkce.

Opét pro demonstraci uvedme, jak miize takovy graf vypadat, konkrétné pro nasi oblibenou kvadra-
tickou funkci f(x) = 2.
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1.3 Vldastnosti funkci

Pod timto pojmem vétsinou minime néjaky charakteristicky vztah mezi jednotlivymi funkénimi hodnotami
dané funkce v raznych bodech. Analyza téchto vlastnosti nam da lepsi vhled do lokalniho nebo globalniho
chovani funkce. Z tohoto divodu se vlastnostmi funkci zaobirame pravé pri vysetrovani prabéhu funkce.
Pro orientaci v pojmech tedy uvedeme nékolik zakaldnich vlastnosti, které funkce muze mit.

e Rostouci funkce. To je takova funkce f, pro niz plati 1 < zo = f(x1) < f(x2).

o Klesajici funkce. Funkce f, pro niz plati 1 < 2o = f(x1) > f(x2).

e Periodickd funkce. Pokud fekneme, ze funkce f je periodickd s periodou p € R, potom tim myslime,
ze f(x) = f(z + kp), kde k € Z.

o Prostd funkce. Funkce f je prostd, pokud z1 # zo = f(x1) # f(x2).
o Sudd funkce. O funkci f fekneme, zZe je sudd, pokud plati f(z) = f(—x).

o Lichd fukce. O funkci f fekneme, Ze je lichd, pokud plati f(z) = —f(—=z).

4Bud'me ale opatrni, ne vzdy lze graf funkce sestrojit jako jednolitou k¥ivku, v matematice existuji i tzv. nespojité funkce,
jako napriklad funkce signum.



o Konvexni funkce. Funkce f je na intervalu (a,b) (ktery je podmnozinou defini¢niho oboru této funkce)
konvexni, pokud na tomto intervalu nemé zadna lokdlni maxima a spojnice bodu a a b lezi celd nad
grafem. Presnéji, funkéni hodnoty linedrni funkce prochézejici body o soutadnicich (a, f(a)) a (b, f(b))
jsou pro vSechny z € (a,b) vétsi nez f(z).

o Konkdvni fukce. Funkce f je na intervalu (a,b) (ktery je podmnozinou defini¢niho oboru této funkce)
konvexni, pokud na tomto intervalu nemé zadna lokalni minima a spojnice bodl a a b lezi celd pod
grafem. Presnéji, funkéni hodnoty linedrni funkce prochézejici body o souradnicich (a, f(a)) a (b, f(b))
jsou pro vsechny x € (a,b) mensi nez f(x).

e Omezend funkce. Funkce f je omezend, pokud je shora omezend, nebo zdola omezend. Pokud existuje
takové ¢islo M € R, ze f(z) < M pro libovolné x nalezici do defini¢niho oboru f, pak je funkce shora
omezena. Pokud existuje M € R, ze f(x) > M pro libovolné z nélezici do definiéniho oboru f, pak je
funkce zdola omezena.

1.4 Inverzni funkce a sloZzena funkce

V matematice se casto potkdme s inverzi v mnoha podobach. V aritmetice pozndme inverzni hodnotu ¢isla, v
geometrii je to zase prostorova, pripadné kruhova, inverze. Ptate se, co maji vSechny inverze matematického
sveta spole¢ného? Obecné feceno, inverze k néjakému matematickému objektu je matematicky objekt, je-
hoz kompozice s pivodnim matematickym objektem da dohromady objekt identity. Identita v aritmetice
nasobeni je jednicka, identita u geometrickych transformaci je transformace, ktera nechavé vsechny body
na misté. A tak bychom mohli pokracovat.

Kdyz chceme hovorit o tom, co je to inverze k néjaké funkci, musime se dohodnout na tom, co je identita.
Neda moc prace si rozmyslet, ze je to takova funkce, kterd ke kazdému ¢islu priradi to samé ¢islo, tedy funkce
f(z) = z. K tomu, abychom ale plné pochopili, co je inverzni funkce, dluzni jsme dodat, co je v pripadé
funkeci jejich kompozice, neboli skladani. Terminologie pravi, Zze pokud slozime funkci f s funkei g, dostaneme
slozenou funkci h, pro kterou plati h(z) = f(g(x)) pro vSechna x, kterd lezi v pruniku defini¢niho oboru
funkce g s mnozinou takovych hodnot x, Ze g(x) lezi v definiénim oboru funkce f. Tuto kompozici symbolicky
znac¢ime h = f o g. U sklddani funkci si musime dat pozor na jejich poradi, protoze pri obraceném slozeni
dostavdme v mnoha piipadech dosti jinou funkci. Pokud je f(z) = 10 a g(z) = 22, potom (fog)(x) = 10(x2),
kdezto (g o f)(z) = (10%)? = 10%*.

Nyni jsme piipraveni na vysloveni nésledujici definice. Inverzni funkce k funkci f znacime f~! a defi-
nujeme ji podminkou f~'o f = z. Jak se miizeme piresvédéit, existuji funkce, které jsou samy sobé inverzi,
neboli pro né plati f = f~1. Vyzkousejte si, Ze jsou to kupifkladu funkce f(z) = x, nebo f(x) = % A jak
je to s inverzi inverzni funkce? Vseobecné pati, ze inverzni funkce k inverzni funkci f~', kterou bychom
mohli znacit (f~!)~1, je vzdy rovna funkci ptivodni, tedy f. Diky tomu mutZeme uzaviit, Ze pokud plati
f~'o f =z, musi nutné také platit fo f~! =z, a naopak.

1.5 Jaké dilezité funkce pozname?

V prvni fadé ¢tenafe upozornéme, ze kdykoliv budeme v této ¢asti textu hovorit o funkci, budeme ji speci-
fikovat pravé pomoci jejiho funkéniho predpisu.

Jesté nez zaCneme s vyctem funkci, povSimnéme si, Ze prece jen jsme jiz jednu funkci z predchozich
odsekii poznali. Jde o kvadratickou funkci, 1épe feceno, jednu specidlni variantu kvadraické funkce. Obecny
predpis pro kvadratickou funkci nabyvéa tvaru f(z) = az? + bx + ¢, kde a,b,c € R a a # 0. Diskutovany
pripad ziskdme z tohoto obecného volbou a =1, =0,c = 0.



o Kvadraticka funkce je zase specidlni podtiida funkci, které nazyvame polynomidlni funkce stupné n.
Kazd4 takovd funkce ma predpis f(z) = an2" + ap—12"" 1+ -+ ayz' + ap, kde a; s j € {0,1,...,n}
jsou néjaké redlné konstanty a zaroven plati a, # 0. Opét jen poznamenejme, ze kvadratické funkce
ziskdme volbou n = 2.

S polynomialnimi funkcemi se ve stfedoskolské fyzice setkdvame snad nejcastéji. Jejich vyhodou je
snadna vycislitelnost v libovolném bodé redlné osy, s tim spojend jednoducha pravidla pro aritmetické
manipulace a v neposledni fadé dobre predvidatelny prubéh. Na vysoké skole se k témto vyhodam
prida jesté nekonecna diferencovatelnost, neboli hladkost. Diky témto vyhodam se matematikové snazi
nachézet ekvivalnty vSemoznych funkci pravé mezi funkcemi polynomialnimi. Byl vynalezen postup,
jak ke konkrétnimu tvaru polynomu, kterym nahradime pavodni funkci, dojit. Takovému polynomu se
rika Tayloruv polynom.

Abychom se s polynomidlnimi funkcemi lépe sezndmili, uved' me jeden piiklad, ktery bliZe prozkoumame.
Uvazujme funkci f(z) = 223 + 222 — 4z.

i —f(x):2x3+2x2—4x/

Jak asi tusime, protoze nam nic nebrani dosadit za x libovolné ¢islo, jelikoz vzdy ziskdme dobre
definovanou funkéni hodnotu, jsou definicnim oborem této funkce vSechna redlna ¢isla. Tato funkce
ma t¥i kofeny {—2, 0, 1}, na podmnoziné defini¢niho oboru (—oo, —2)U(0, 1) je zdpornd, na podmnoziné
definiéniho oboru (—2,0) U (1,00) je kladnd. Tato funkce neni omezend ani shora ani zdola, funkéni
hodnoty mohou nabyvat libovolné velké hodnoty. Pokrocilejsi techniky zkoumani pribéhu funkce by
nam ukézaly, Ze ma tato funkce v bodé o = —%(1 + /7) lokdln{ maximum (coZ si lze piedstavit jako
misto, kde je ,, vrcholek kopecku®) a lokalni minimum v bodé x = %(—1—{—\ﬁ). Rostouci je tim pddem na
intervalu (ktery je opét podmnozinou definiénfho oboru funkce) (—oo, —%(1+ V7)) U (3(—14/7), 0)
a klesajici na intervalu (—%(1+v/7), $(—14+/7)). Pomoci vyssich derivaci bychom pak mohli zkoumat
dalsi vlastnosti funkce, jako intervaly konvexnosti, konkdvnosti, apod. To uz je ale spiSe cvicenim na
derivace, které tento text nepokryva.

vvvvv

f(z) = % Grafické vyjadreni této funkce je hyperbola.
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Jak z grafu vidno, v tomto pripadé defini¢ni obor nejsou vSechna realna ¢isla, pokud bychom dosadili
za x hodnotu nula, dostali bychom nedefinovany vyraz %. Oborem hodnot jsou vSechna realné ¢isla.



Funkce je klesajici na intervalech (—o00,0) a (0,00). Z grafu muzeme také nahlédnout, ze funkce je
prosta a licha.

e Piimo nepostradatelnou funkci ve fyzice je exponencidlni funkce. Ve stiedoskolské fyzice se sice vysky-
tuje jen sporadicky, ve vysokoskolské fyzice se bez nadsazky da rici, ze vystupuje v riznych podobach
jako vétsina feSeni diferencidlnich rovnic. Jeji obecny tvar je f(z) = ab”, kde a € R\0,b € RT. Pokud
ovldddme poéitani s vyrazy v exponentu®, jisté nas nezaskodi, ze defini¢nim oborem takovych funkei
jsou opét vsechna realna cisla.

Pro pfiblizeni vlastnosti exponencialni funkce si vezméme snad nejslavnéjsi z exponencidlnich funkei,
funkci zadanou predpisem f(z) = €”, kde e je konstanta zvana Eulerovo ¢islo a jeji pribliznd hodnota
je e = 2,718. Divod, proc je zrovna tato funkce tak dulezita se doctete ve studijnim textu o derivacich.
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Jak je z grafu patrné, oborem hodnot jsou tentokrate vSechna kladnd redlnd Cisla, podle pozadavku,
v £ = 0 je funkéni hodnota f(0) = 1. Funkce je na celém svém defini¢nim oboru rostouci, pro zaporné
hodnoty z je funkce rostouci velmi pozvolna, pro kladné hodnoty = naopak fukce roste velmi strmé.
Dokonce se da ukéazat, ze pro kladné hodnoty z roste libovolnd exponencidlni funkce rychleji nez
libovolna polynomialni funkce. Také vidime, Ze jde o funkci prostou a na celém definicnim oboru
konvexni.

e Inverzni funkei k funkci exponencialni je funkce logaritmickd. Obecny predpis pro logaritmickou funkci
je f(z) = alogy z, kde a € R\0 a b € RT. Graf této funkce vznikne zrcadlenim exponencialni funkce
okolo osy dané predpisem f(z) = x. Pro lepsi predstavu o prubéhu funkce opét sestrojme graf. Stejné
jako tomu bylo u exponencidly, polozme a = 1,b = e. Takovy logartmus se zakladem Eulerova ¢isla se
nazyva prirozeny.

— f(z) = In(x)
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®Jen pro pfipomenuti, pravidla, ktera se uplatiiuji p¥i poéitani s exponentou (a,b € R\O;z € R";y, 2 € R), jsou:
1. (az¥)(bz?) = (ab)z¥T?
2. 2 =1

-y — 1
3.V =



Funkce je tedy definovdna pouze na RT, zato obor hodnot pokryva vsechna redlna ¢isla. Funkce je na
celém definicnim oboru rostouci a tudiz prosta. Také stoji za povsSimnuti, Ze je na celém defini¢nim
oboru konké&vni.

e Ve vyssich ro¢nicich stfedni skoly pomérné casté funkce, pravé pro jejich tzky vztah ke kmitani a
vlnéni jsou funkce sinus a kosinus. Tyto funkce vychazi z geometrie pravothlého trojuhelnika a popisuji
pomér nékterych jeho stran v zavislosti na jistém thlu vyjadreném v radidnech. Funkce sinus je funkce
poméru protilehlé strany a odvésny pravoithlého trojuhelnika v zavislosti na thlu, pro zménu kosinus
je funkce poméru prilehlé strany a odvésny pravotuhlého trojihelnika v zavislosti na thlu. Sinus je
funkei thlu preponé protéjsiho, kosinus je funkci thlu preponé ptilehlého. Pro thly mensi nez 90°
jde o thel vnitini, jinak jde o thel vnéjsi. Pro presnéjsi predstavu definice obou funkeci si pomizeme
jednotkovou kruznici.

sinz>0 1 sin x>0
cos <0 cos x>0

sin x<0 sin <0
cos <0 —1 cos x>0

Nyni jiz dokdzeme 1épe pochopit, pro¢ grafy obou funkci vypadaji takto

Obé funkce jsou definované na celém R, jejich oborem hodnot je interval [—1,1]. Obé funkce jsou
periodické. Funkee sinus mé maximum v bodech {3 42k}, minimum v bodech {3 +2kr} a kofeny v
bodech {kr}, kde k € Z. Funkce kosinus ma maximum v bodech {2k7}, minimum v bodech {7 +2kn}
a kofeny v bodech {§ + kr}, kde k € Z. Sinus je licha funkce, kosinus zase suda.

1.6 Neékteré operace s funkcemi

Stejné jako lze provadét aritmetické operace s ¢isly, analogicky 1ze provadét aritmetické operace s funkcemi.
Funkce lze také scitat, odcitat, nasobit a délit. Pokud mame funkce f a g, pak jejich soucet je funkce A
pro jejiz funkéni hodnoty plati h(z) = f(x) + g(x) pro libovolné z z pruniku defini¢nich oboru funkei f a



g. Analogicky definujeme rozdil funkci pomoci podminky h(z) = f(z) — g(z), ktery opét plati jen pro x z
pruniku defini¢nich obort funkci f a g. Asi nds nepiekvapi, zZe velice podobné je tomu u soucinu a podilu.
Soucin funkei je definovdn podminkou h(z) = f(x)g(x), podil podminkou h(x) = %. Jedina zakernost,
kterd na néas ¢iha pri déleni funkci, je ta, ze vyslednd funkce je definovand na pruniku definiéniho oboru

funkce f a definicniho oboru funkce g bez bodti, pro néz je funkce g nulova.

1.7 Funkce vice proménnych a vektorové funkce

Zéavérecna ¢ast tohoto studijniho textu bude pattit zevSeobecnéni nasi definice funkce a predstaveni nékolika
takovych priklada ve fyzice. Divodem je, Ze se zejména ve vysokoskolské fyzice snadno setkame s funkci,
jejiz definicnim oborem neni mnozina ¢isel, ale usporddand mnozina mnozina ¢iselnych dvojic, trojic, obecné
tedy n-tic. Jedna se o zobrazeni f : R — R. Takovym funkcim fikame funkce vice promeénngch. Ve fyzice
je s vyhodou pouzivame naptiklad v situacich, kdy chceme vystihnout prubéh néjaké skalarni veli¢iny v
prostoru. Pak samoziejmé volime n = 3, jelikoz mame pravé tii prostorové dimenze. Jindy jsme v situaci,
kdy potfebujeme navic zachytit ¢asovy vyvoj tohoto prostorového priubéhu, tak volime n = 4, kde posledni
proménnou je ¢as. Typicky se s takovou funkci setkdme pri vysetfovani vedeni tepla v materidlu. Funkéni
piedpis takové funkce miize vypadat tieba takto f(z,y,z,t) =t + xy — 322.

Druhy smér, kterym muzeme zevSeobecnovat definici funkce, je zevseobecnéni oboru hodnot. Zatim
jsme se setkali jen s pripadem, kdy to byla redlna ¢isla, obecnéji to zase mohou byt m-tice redlnych cisel.
A protoze m-tice Cisel muze reprezentovat vektor, funkcim tohoto typu rikdme vektorové. Vektorova funkce
vice proménnych je potom zobrazeni f : R™ — R™. Ve fyzice je Casto uzitecna volba m = 3, opét z
toho davodu, ze mame tii prostorové dimenze. Partie fyziky, kde se hojné vyuzivaji vektorové funkce je
elektromgnetismus. Vektorovymi funkcemi jsou tam casové vyvoje elektrické intenzity, piipadné magnetické
indukce, v prostoru. Pro lepsi predstavu opét uved'me piiklad, jak takova funkce f : R* — R3 miize vypadat:
flz,y,z,t) = (1,16t + y + 2).
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