1. Uvod do kinematiky bodu

I do not know what I may appear to the world; but to myself, I seem to have been
only like a boy playing on the seashore, and diverting myself now and then in
finding a smoother pebble or prettier shell than ordinary, while the great ocean of
truth lay all undiscovered before me.

I can calculate the motion of heavenly bodies, but not the madness of people.

Isaac NEWTON

V této kapitole se chceme podivat na pohyb jednoho bodu. Casto se uvadi pojem hmotného
bodu, ktery navic obsahuje informaci o hmotnosti. Pro tcely kinematiky tuto hmotnost vSak
nebudeme potiebovat, a proto ji podruhé zminime az v dalsi kapitole o dynamice.

Hlavni ¢asti této kapitole bude sledovat polohu zkoumaného bodu. K tomu je potfeba ro-
zumeét tomu, co poloha je. Zména polohy se pak da popsat nékolika kinematickymi veli¢inami,
na nichz si ukdzeme skutecnou silu diferencidlniho poc¢tu, ktery lze najit v dodatku (soucasné v
samostatném textu).

1.1 Poloha bodu

Hmotny bod se muze nachazet v néjakém misté. Pro fyzika je dilezité dokazat popsat, kde
toto misto je, aniz by se na néj dival a piimo ukazoval. Jeho kolega potom musi mit presnou
informaci, kde bod najde.

Podivejme se na tulohu o¢ima dvou fyzika v laboratori, ktefi se divaji na monitor svého
pocitace. Oba vidi stejné véci, avSsak jsou na opacné strané laboratore (to muze byt takova
vzdalenost, na niz uz kratkozraky fyzik svého kolegu vidi pouze jako Smouhu pfed jinou Smouhou).
Mohou na sebe ale mluvit, sluch jim i v pokroc¢ilém véku stéle funguje dobfte.

Predstavme si, ze kolega Alfréd chce vypnout webovy prohlize¢, protoze zjistil, Ze se vraci
vedouci laboratore, nemél by tak prijit na to, ze Alfréd ve své pracovni dobé hraje piskvorky.
Zavola na svého spolupracovnika Vilfréda: ,, Hele, Vili, jak to vypnu?“ Ten mu odpovi: ,, Vpravo
nahote je kifzek!* Informace je uziteénd a je kompletni, nebot pii pohledu do pravého horniho
rohu Alfréd zjisti, Ze se tam skutec¢né nalézé krizek, jimz okno zavte.

Situace se ale muze zhorsit. Vedouci laboratore, prof. Suchar, podeziiva své podiizené z toho,
ze v pracovni dobé hraji hry po internetu. Naboura se tedy do struktury prohlizece a Alfrédovi
se den na to objevi na monitoru kiizki, co se tam vejde, ve chvili, kdy se Suchar rozhodne
jit na kontrolu. Vilda je ale kolega znaly, a tak povida: ,,Je to ten kfidek t¥i centimetry zleva
a dva centimetry odshora“. Jelikoz je Alfréd stara skola, ma vzdy v kapse pravitko perfektné
zkalibrované s tim Vilfrédovym, a proto najde kiizek, okno zavie. Po prichodu vedouciho vse
vypadéd v poradku a Suchar je spokojeny, ze jeho kolegové neméli otevieny prohlize¢, vénuji se
praci a ona fizena exploze zkoumané jaderné hlavice nebude problém.
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Obrdzek 1.1: Kartézské souradnice maji vyznam orientované vzddlenosti. Na obrdzku vidime, Ze bod A je
jednoznacné ddn dvéma cisly, které odpovidaji souradnicim x,y.

1.1.1 Kartézské souradnice

Demonstrovali jsme si, jak dulezité je dokdzat najit polohu néjaké bodu (nebo kiizku). Nejlepsim
zpusobem je vzit si referen¢ni osy, jimiz byly v nasem pripadé hrany monitoru, a od nich nasledné
meérit vzdalenost. Stejny systém pouzil Renés Descartes (lat. Renatus Cartesius) pri popisu
polohy mouchy na stropé svého pribytku.

Ukazme si, jak takova véc funguje na obrazku 1.1. Vidime, Ze je potreba znat referencni
osy x, ¥y, na nichz podavame i informaci o tom, Ze vzdalenost mérime v metrech. Souradnice x4
nam symbolizuje vzdéalenost od osy ¥y a souradnice y4 od osy x. Vzdalenost je orientovana, tzn.
osy maji Sipky, kterymi symbolizuji rist hodnoty, diky tomu jsme schopni fici, ze pokud jsme
vpravo od osy ¥y, potom je x4 > 0, pokud by bod A byl nalevo od osy y, potom by x4 < 0,
analogicky méme orientaci kladnou vyse osy x a zdpornou nize.

Zkonstruovali jsme tedy referencni systém, tedy soubor mnoha matematickych prvkua k
presnému popsani polohy — soufadné osy, jejich orientace a méfitko. Pocatek soustavy (bod
[0,0]) je referenénim bodem, diky némuz celému systému fikdme referen¢ni (vztazny). Cislim
T A,Yya Tikdme kartézské souradnice bodu A.

Pokud bychom byli v prostoru, lze kartézské souradnice jednoduse rozsitit. Konkrétné souradnice
x by se stala orientovanou vzdalenosti od roviny (y, z), y od roviny (z, z) a z od roviny (z,y).

1.1.2 Polarni souradnice

Ve dvourozmérném prostoru mizeme popisovat polohu bodu i jinak nez kartézsky. Nesmime vsak
zapominat na nasi hlavni tilohu, konkrétné na tu, ze bod musi byt popsan jednozna¢né. Budeme-
li prechézet ze souradnic (z,y) na jinou dvojici (£, ¢), musi platit, ze danym z,y odpovidd pouze
jediné dvojice &, (. Stejné tak opaéné danym &, ¢ musi odpovidat pouze jedina dvojice x, y.

Jednim ze zpusobu je prejit na tzv. poldrni soufadnice (r,¢), jak ukazuej obrazek 1.2. Z
prosté definice funkci sin ¢, cos ¢ lze vydedukovat, ze plati transformaéni vztahy

T = TCosy, y =rsing

a naopak

r=1/z2+y? >0, cpzarctan(i),
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Obrazek 1.2: Poldrni souradnice (r,¢) odpovidaji jediné dvojici (x,y), pokud v = 0 a ¢ € [0,27).
Souradnici r se 7ikd poldrni a ¢ azimutdini.

zde zminme, ze funkce arctan ¢ je funkce inverzni k funkci tan ¢, na kalkulacce ji najdeme jako
funkci tan~!, oviem nepletme si s funkci cot ¢ = 1/ tan .

Jednoznac¢nost zadaného zapisu je dana tim, Ze jsou dany meze r > 0 a ¢ € [0,27). S témito
soutadnicemi jsme se jiz setkali pri studiu komplexnich ¢isel, kdy jsme ukazali, jak pomoci
polarnich souradnic jednoduse rotovat okolo pocatku. Skutecné polarni soufadnice vyuzijeme
pro popis pohybu po kruznici a vyuzijeme vlastnosti ukédzanych v kapitolce s komplexnimi ¢éisly
(V budoucnu by zde mél byt ref na kapitolu.)

Nez opustime polarni soufadnice, méli bychom probrat dvé véci. V transformaci (r,¢) —
(z,y) lze vybrat libovolné r, ¢ z naseho definié¢niho oboru, tedy ¢ = 7/2 a ¢ = 37/2 nedélaji
zéddny problém. Jednd se o body, které lezi na ose y. Jak bude ale vypadat obracena transformace?

V pripadé z = 0 dostdvame
(¢ = arctan (y) ,
0

coz jisté neni dobfe definovany vyraz, situaci proto musime fesit limitné, tj.

= torean ()

¢ = lim arctan | = |,
x—0 X

tato definice je exaktnéjsi, nebot funkce arctan(z) ma pro z — oo hodnotu 7/2 a pro z — —co

hodnotu —7 /2, které v nasem obrézku odpovidd 37 /2. Kdykoliv se ndm tedy ukéze tento vztah

¢ = arctan(y/z), nahlizime na néj limitné.

Posledni z dilezitych véci, kterou je tfeba zminit, je pocatek kartézské referencni soustavy
x = 0,y = 0, ten se zobrazi na r = 0, nicméné ¢ zde nelze urcit. Hodnoté r = 0 odpovida
totiz nekonecné mnoho ¢. Tuto véc jiz nijak nedokdzeme osSettit. Poprvé jsme se setkali s néc¢im,
cemu se v praxi rika patologie souradnic. Polarni souradnice proto nebudeme pouzivat, budeme-li
mluvit o pocatku.

Existuje také néjaké vhodné lehké rozsiteni polarnich soutfadnic do t¥irozmérného prostoru?
Existuje jich hned nékolik! My si zminime dvé z téchto moznosti.

1.1.3 VAlcové souradnice

Pro potreby prednésky nepodstatné.



1.1.4 Sférické souradnice

Pro potteby prednésky nepodstatné.

Shriime, Ze v poloze jsme nasli rizné souradnice, jimiz lze popisovat fyzikalni situace. Proc¢
nepracovat piimo s kartézskymi pochopime predevsim na pohybu po kruznici, kde prace v
polarnich souradnicich bude daleko jednodussi.

Soufadnice, které jsme zde probirali, jsou ve skutecnosti vzdy soutradnice tzv. polohového
vektoru v nasem 3D prostoru. Vektor spojujici poc¢atek soufadné soustavy [0, 0] s nasim bodem
v misté [z, y] nazyvdme polohovym vektorem 7 (radius vector) a plati » = (z y z). Vyjadfeni v
jinych nez kartézskych souradnicich uz neni tak snadné. Budeme se mu proto vénovat az pozdéji.

1.2 Zména polohy — rychlost

V urcité chvili je potfeba zacit premyslet o tom, ze nami zkoumany bod, kterym reprezentujeme
redlny objekt (napr. kiizek na monitoru) muze zacit pohybovat. Pokud by prof. Suchar byl vazné
zlomyslny a chtél se pojistit, ze jeho podrizeni neprijdou na to, ktery z kiizka je ten spravny,
mohl by naprogramovat chaoticky pohyb kiizkt. Je tedy potfeba umét popsat i pohyb, tedy
zménu polohy v zavislosti na Case.

Zastavme se na chvilku, abychom se zeptali na jednu velice dilezitou filosofickou otdzku, totiz Co je to cas?
Méme-li pracovat s casovym vyvojem polohy, je potfeba védét, jak na cas pohlizet. Skutecnd podstata casu nam,
fyzikum, prozatim zustava utajena. Existuje vSak nékolik ptrijemnych vysvétleni toho, jak Cas funguje.

Obecnd (nebo i specidlni) teorie relativity ndm fikd, ze nas vesmir je jakasi entita, kterd ma ¢tyfi dimenze
— tfi prostorové a jednu casovou. V této predstavé je vesmir staticky a zkratka jen exisutje, nevyviji se. Plynuti
casu je potom jakasi iluze pohybu v jednom ze ¢tyt sméri. Jak a pro¢ tento pohyb probiha, netusime, avsak
pozorujeme to skrze nase smysly evoluci ndmi pozorovanych t¥i dimenzi.

K zamysleni stoji také tepelnd smrt vesmiru; existuje teorie, v niz se teplota vesmiru pomalu blizi k absolutni
nule. Pokud v urcitou chvili teplota k absolutni nule dojde, bude to znamenat, ze vSechny neelementarni pohyby
ustanou'. Diky tomu, Ze mimo bézové/elementirni pohyby nebude existovat nic jiného, nebude existovat ani
moznost se rozhodovat, moznost mérit. Cely vesmir od této doby by byl staticky i ve svém 3D obraze. To

znamena, ze cas by sice existoval — napf. elementarni oscilace v pevnych latkach, nicméné nemél by zadny smysl.

Po nékolika fyzikalné-filosofickych tivahach se vratme zpét k tomu, Ze body mohou ménit
svou polohu. Méme referen¢ni zptisob, jak méfit ¢as?, tudiz jsme schopni Fici, Ze poloha se
zménila za ¢as At = ty — t1. Matematicky to znamen4, Ze puvodné statickd poloha se nyni stala
funkei ¢asu r = 7(t) a kazdému ¢asu prirazuje néjakou polohu.

Jak vidime na obrazku 1.3, zména polohy je vektor Ar, jimz lze prolozit primku p. Tato
piimka je primkou ve 3D prostoru, a proto ji lze pTfisoudit tii sméry, smér x, smér y a smér z.
V kazdém z téchto smért primka roste, klesa ¢i zistava stejna. Abychom vyjadrili, jak moc, na
to mame v 1D smérnici. V tomto pripadé budeme potfebovat smérnice tri. Jak bychom cekali,

! Zde si polozme otézku, co je to neelementirni pohyb. Diky kvantové mechanice jsme ve 20. stoleti zjistili, Ze
i pfi absolutni nule a zékladnich stavech vsech ¢astic, neustava pohyb, ktery jsme do té doby povazovali za pohyb
tepelny. Oscildtor nepfestane kmitat, jen zméni energii na nejmens{ moznou E = hw/2. Tyto elementarni pohyby
tedy i pfi absolutni nule ztstanou, avsak jejich vyznam je pro méfeni ¢asu nulovy, pokud neexistuje zadny jiny
pohyb.

2 Referenéni jednotkou je sekunda, jiz definujeme skrze elementirni atomové prechody. Méfeni ¢asu je tak
vyjadreni toho, kolik takovych prechodl nastane, nez se zméni poloha bodu.
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Obrdzek 1.3: Poloha se zméni z r1 na 7o, tedy zména polohy je Ar = ro — r1. To vse probihd za cas
At =ty — t1. ProloZime-li body ro, 71 primku, ziskdme opét sectu k trajektorii pohybu, pro niz muzeme
zjistit trajektorii. JelikoZ se tentokrdt nejednd o zkoumdni funkce R — R, ale o R — R3, ziskdme misto
jedné smernice tri, kazdd odpovidd ndristu do jednoho ze smeéru x,y,z. O tom, Ze skutecne spojovaci
vektor Ar md smér od A do B se muzete presvédcit pomoci s¢itdni s dalsimi dvéma vektory. Na obrdzku
jsme nepouili osy, nebot pro demonstraci zmény nejsou potreba.

uloha se zménila na vektorovou a smérnice secny s lze najit skrze
r(t+h)—rt) rt+h)—r()

Bt h) o= kat,t 4 h) = = -

Definovali jsme primérnou rychlost v(t: h) mezi ¢asy t a t+ h jako vektorovou smérnici secny
skrze r(t) a (¢t + h). Jaky m4 ale fyzikalni vyznam? Prumérnd rychlost udavé informaci o tom,
jakou konstantni rychlosti by bylo potteba jet, abychom na tseku (¢, ¢+ h) doséhli stejné zmény
polohy.

Rychlost se ale v pritbéhu ¢asu mtiZze ménit, tudiZz neni nejstastngjsi piistupovat k ni skr-
ze néjakou prumeérovanou veli¢inu. Radi bychom znali okamZzitou rychlost, tedy veli¢inu, kterd
nam v kazdém okamziku t fekne, jak by se pohyb vyvijel dal, kdyby se uz neménila (jen s
touto predstavou totiz doopravdy umime intuitivné pracovat — prumeérnd rychlost je pro nas
nejprirozenéjsi na chépani, bohuzel nedostate¢na pro fyzikalni popis).

Sir Isaac Newton priSel s myslenkou, kde na misto jednoho ¢asové tiseku mezi t a t + h bude
mérit velké mnozstvi casovych useki, jak popisuje obrazek.

t+h t+ 3h t+ 5h t+7h

] ]

T

t t+2h

T T T

t 4 4h t 4 6h t+ 8h
Na kazdém tseku lze zmérit pramérnou rychlost a poskladat informaci o celkovém pribéhu
pohybu. Samoziejmé h se voli co nejmensi. Podivejme se na nékteré moznost ¢asového vyvoje

rychlosti
OBRAZEK NEKDY CASEM

Vidime, Ze nejlepsi moznosti je, kdyz je h co nejmensi. Idedlné bychom radi, aby h = 0, ovSem
vidime problém, nebot primérnd rychlost na tseku ¢ az t + 0 nenf mozné vyéislit, primérna
rychlost potiebuje dva tidaje, my v tomto pripadé dodavame jednu jedinou. Resenim je zkoumat
situaci na okoli h = 0, tedy pro nenulova h a sledovat, co se s primérnou rychlosti déje, pokud
h stale zmensujeme. Tento proces zndme z matematiky jako proces limity. Okamzitou rychlost
tedy najednou neni problém definovat skrze tuto limitu

r(t+h) —r(t)

5(t) = lim o(t, h) = lim " T



tento typ limity vSak z matematiky také zname. Jedna se o specialni limitu, jiz fikdme derivace
a urcuje te¢nou primku k néjakému grafu. Ve 3D se jedna opét o tecnou piimku, kterd specificky
vybird i budouci vyvoj trajektorie, tj. jednd se o smérnici jedné specidlni tecny ke grafu 3D
funkce

v(t) = i—:(t) (vel)

znaceni v vybirame z anglického ekvivalentu pro rychlost velocity.

Typickou tlohou fyziky mtze byt sledovani pohybu néjakého vzorku a nasledné zjisténi jeho
rychlosti. Kupfikladu mi¢ hozeny v tihovém poli Zemé zacne padat smérem k zemi (i Zemi ©).
Sledovanim jeho polohy lze Fici, ze se linedrné méni jeho rychlost (v praxi se vsak jde opacnou
cestou, jak uvidime pozdéji).

Predstavme si nyni, Ze zname rychlost, ale nezndme polohu. Alfréd cestou z prace nasedl do
auta a nechal svoji elektroniku presné zapisovat informace o velikosti i sméru rychlosti. Chce
takto Vilfrédovi ztizit nalezeni cesty k nému domu. Alfréd vsak vi, Zze rychlost je pouze derivace
polohy, a tak se za¢ne ptat: ,Jakou polohu 7(¢) musim vzit, abych ziskal tuhle rychlost v(t)
napfic¢ celym casovym tsekem?“ Vilfréd jesté chvilku premysli a pak si vzpomene, Ze se prece
jednd o jednoduchou véc, proces opa¢ny derivaci! Vi totiz, ze pokud bude tento proces provadét
na derivované funkci, dostane funkce ptvodni, matematicky zapsino

dr
proces opa¢ny k derivaci na (dt<t)) = r(t) + konstanta,

pri¢emz ona konstanta Vilfrédovi ziistane, nebot vi, Ze pokud tu zderivuje, dostane vzdy nulu —
jinak Te¢eno: Rychlost nezdvisi na misté, kde se bod pohybuje. Jak se konstanty zbavit? Mohl by
zkusit néjak vhodné odecist r ve dvou ruznych ¢asech, potom se mu informace o r(t) neztrati,
pokud bude znat polohu ve druhém case r(tp) — tu on ovsem zna! Vi, ze Alfréd zacal na svém
parkovacim misté. Konstanta neni na case zavisla, a tak se odecte.

Proces opaény k derivaci je hledani primitivni funkce. Newton ukézal, Ze rozdil primitivnich
funkci v danych ¢asech souvisi s uréitym integrdalem, o némz se muzete dozvédét vice v matema-
tické kapitole (které se snad brzy schvéli, prozatim se o tom pobavime na prednésce). MuZeme
tedy psat inverzni vztah k definici rychlosti

t t
r () — r(t) = %(t’) at' = [ o) ar.

to to

Vstupni polohu obvykle znaéime 7o = r(tp) a byva zvykem psat ji na pravou stranu. Polohu
tedy zjistime ze vzorce

t
r(t) = ro + / (') dt'. (1.1)
2é()
Na Vilfréda si tak jeho hravy kolega jen tak neprijde!

1.3 Druha zména polohy — zrychleni

Predstavme si na chvili, ze se rychlost v ¢ase méni a my médme jeji prubéh v(¢), jak jsme jej
definovali coby casovou derivaci polohy v predchozi podkapitole. Analogicky bychom se mohli



ptat nejen Jak moc a do jakého sméru se meéni poloha?, ale také Jak moc a do jakého sméru
se meéni rychlost? Z hlediska matematiky neexistuje mezi polohou a rychlosti rozdil, oba dva
objekty jsou vektorové funkce s jednou proménnou t. Pokud jsme tedy mohli derivovat polohu,
abychom mohli zjistit rychlost, pro¢ bychom nemohli derivovat rychlost, abychom ziskali rychlost
k rychlosti?

Nebrani nam samozfejmé nic! Vi to i Vilfréd a rozhodl se dat Alfrédovi stejnou hadanku,
totiz kde bydli. Na rozdil od Alfréda vsak neméril casovy prubéh rychlosti, nybrz podal Alfrédovi
informaci o tom, jak se v pribéhu ¢asu rychlost ménila, podal mu tedy informaci o zrychlend

dv d’r
= E(t) = @(t), (acc)

kde a pochazi z anglického acceleration. Stejné lze formulovat i analogicky opac¢ny pristup

o(t) = vo + /a(t’) dt'. (1.2)

Vv

navic zjistit, jakou rychlosti se Vilfréd domu rOZJel. Plati totiz

t! t t
_r0+/ dt_r0+/ v0+/ ") dt” dt—ro—i—ngt—i—// ") dt”dt’,
to

to to

vstupni informace nyni neni pouze rq, ale navic také vg. Interval At = t — ty zde symbolizuje
celkovou dobu, po kterou se Vilfréd autem pohyboval. Vidime, ze fyzikalni struktura vyrazu ika:
Jsem na puvodnim misté g, pripo¢tu k nému konstantni pohyb rychlosti vg po dobu At, navic
pridam korekci sméru a velikosti skrze zrychleni. Je dobré si hned od zac¢atku na nejjednodussich
prikladech zvykat, Ze budeme interpretovat jednotlivé vyrazy ve vzorcich.

Tim nase préce se zrychlenim vsak nekon¢i. Matematicky jsme rekli, Ze rychlost udava tecny
smér na trajektorii a jeji velikost odpovida néjaké primérné rychlosti. Samotnd matematické
struktura derivace nam vytvari tecnou strukturu, a proto vektor rychlosti musi byt nutné teény
k trajektorii. Vektor zrychleni by tak meél byt tecny k jakési rychlostni trajektorii. To ovSem
neni néco, co by nas fyzikalné zajimalo, zajima nas, zda se zachova te¢na struktura na puvodni
trajektorii T = {r(7) : 7 € (to,t)}. Pojdme tedy rozebrat trochu vice definici zrychlen{

alt) = %v(t) _ % @@)ZEQ) .

Prozatim jsme pouze v definici zrychleni upravili rychlost tim, ze jsme ji vynasobili chytrou
jednickou v(t)/v(t) slozenou z velikosti rychlosti v(¢) = ||v(t)||. Nez prejdeme k derivaci soucinu,
ke které sméfujeme, podivejme se na vlastnosti vektoru v(t)/v(t). Prvni, co by nis mélo za-
ujmout, je velikost vektoru, o¢ividné je jednotkova, nebot

a to bez zavislosti na case. Vektor ma stale stejnou velikost. Méni se v ¢ase jeho smér? Vpravdé
meéni, ale stale je teény k trajektorii. Nasli jsme tedy teény vektor k trajektorii s jednotkovou

v(t) 1 v B
|- wapteen=1

@)



velikosti, ktery muzeme pouzit v kazdém ¢ase t. Oznacme jej proto specidlné e;(t) = v(t)/v(t)
— spondi index t zde neznadi ¢as, ale informace o tom, ze se jedna o tecny vektor.

Nyni tedy mizeme piejit k oné derivaci souc¢inu

alt) = < (witen(n)) = S5 (Henln) + o) el (r).

t
Doposud jsme neustale srovnavali funkéni hodnoty, tj. funkce vycislené v ¢ase t. Pokud
predchozi rovnici zapiSeme pouze jako funk¢ni rovnost (tj. rovnaji se v kazdém t), bude mit tvar
dv de;

AT

postupné si zvykejme, ze v zdpisech neni rozdil, vzdy je potfeba specifikovat interval, na némz
rovnosti plati. Jedinou vyjimkou je, pokud rovnost plati pro cely defini¢ni obor, jako napr. zde,
neni potreba tento interval explicitné zminovat.

Informace o zrychleni jsou tedy dvé. Vidime, ze velikost te¢ného zrychleni, je ¢asova derivace
velikosti rychlosti. Nic vic tedy ke zméné rychlosti nepotiebujeme. Oznac¢me tedy a; = vey, kde
prechazime k fyzikalnimu znaceni ¢asové derivace teCkou. Norméalové zrychleni a,, = vé.. Zbyva
nam urcit velikost normalového zrychleni a jeho smér. Toto spoc¢teme v samostatné podkapitole
o normélovém zrychleni.

1.4 Treti zména polohy — ryv

Nebude dulezité pro nasi prednasku.

1.5 Normalové zrychleni

Casto se zminuje, ze normalové zrychleni ma ten smér a tu velikost, malokdy se vsak normalové
zrychleni skute¢né probere ve své nejvétsi krase, proto se pokusime tento matematicky rozbor
udélat co nejpeclivéji.

Je-li zadana krivka I', 1ze k ni v kazdém bode zkontruovat tecnou kruznici. Tyto tecné
kruznice nazyvame oskulac¢ni a plati pro né nasledujici: Bod pohybujici se po kfivce I', ktery
se zrovna nachézi v bodé rg, se pohybuje s takovou rychlosti a normélovym zrychlenim, jako
kdyby se pohyboval po oskula¢ni kruznici, ktera se krivky dotyka v bodé 7.

Af uz se bod pohybuje zrychlené & nikoliv, miizeme se na néj divat, jako by se pohyboval po
kruZnici. Znamena to, ze existuje pevny polomér r a muzeme psat, ze okamzita rychlost tohoto
bodu je

v =i + 52 = [ (—rsin(p))2 + (ricos(p))? = ¢
Velikost celkového zrychleni lze uréit ze vzorce (podrobnéjsi vypocet nechavame na ¢tenaii)

0= VE+§ = ry/(@sin(p) + cos(9)¢2)? + (3 cos(p) — sin(p)?)? = r\/@* + ¢t = \Ja? + a2,

abychom urcili, kolik je a,, je potfeba urcit a;, které lze zjistit snadno. Konkrétné a; = v, tedy
as = rp, identifikujeme tento ¢len a ziskame

2 -2 2.4 2 2 2 2 2 2
rTeT+ript =a" =a; +a, =r°¢° +a,,



odtud plyne jediny mozny zavér pri definici dhlové frekvence w = ¢

an =19 = rw? = v, (1.3)
r

Zavedeme-li tedy oskulacni kruznici o poloméru r, je velikost normalového zrychleni bodu,
ktery se pohybuje po kfivce I' rychlosti v rovno v?/r. Jaky je ale smér? Vime, Ze normélové
zrychleni musi mit smér kolmy na rychlost, takovych je vSak ve 3D prostoru nekone¢né mnoho.

1.5.1 2D normalové zrychleni

Urceni velikosti normalového zrychleni ndm pomtze v mmnoha pfipadech, ovSsem smér nam
podavéa kompletni matematickou informaci o pohybu, proto jej nemtzeme vynechat z naSich
uvah. Je-li zaddna poloha r(t), 1ze jednoduse vypocitat rychlost i zrychleni coby prvni a druhou
derivaci tohoto vektoru.

7 definice rozkladu zrychleni do tecného a normalového vime, ze

a-v
ap,=a-a;=a— 50,
[v]]
stale navic uvazujeme, ze r je konstantni a zkoumame pohyb na oskulaéni kruznici. V kartézskych
souradnicich lze psat

vy = —r¢sin(yp),
vy = r¢cos(p),

vime, ze v = @r, zbyva nam uz tedy pouze zrychleni, kde vyuzijeme derivaci souc¢inu

a; = —rsin(p)p — rcos(gp)ng,

ay = rcos(p)@ — rsin(p)p?,

tento vypocet jsme jiz ostatné ukazali v predchozim postupu, kde jsme hledali velikost a. Nyni
lze spocitat skalarni soucin

a-v=rsin(p)p (r sin(p)@ + rcos(cp)gb2> + rcos(p)p (7“ cos(p)p — rsin(gp)ng) =

= @ + 17 sin(p) cos(ip)p* — ¥ cos(i) sin(p)p® = rpe,
av %9 ¢
ol r2@?

5

Dosazenim do vektorového vyjadreni lze ziskat

@, —a— (—7"4{.0' sin(gp)) _ (—r sin(gp)g&j - rcos(gp)géj) _ (—r sin(ap)g?) _ (7“ cos(go)gb;) '

rcos(p) rcos(p)p — rsin(p)@ r cos(p)p rsin(p)p

Velikost tohoto vektoru je a,, = 7?2, coz odpovida piredchozim vypoétim. Navic viak mame
i smér zadany v kartézskych slozkach vektoru pomoci polarnich souradnic. Abychom mohli
zapsat vysledek jako velikost x smeér, je potieba ziskat jednotkovy vektor ve sméru normélového

zrychleni
a, 1 [rcos(p)p? cos(p)
€pi=— =" . .2 | = — . ,
an  r¢? \rsin(e)¢ sin ()



coz je skutec¢né vektor o jednotkové velikosti, ktery bychom s trochou praxe skutecné ocekavali,
prekvapivé je snad jediné znaménko minus. Celkovym vysledkem je tedy normélové zrychleni

a, = —r¢* (cos(p)es +sin(p)e,), (def. ay,)
kde jsme oznacili e, resp. e, coby jednotkovy vektor ve sméru x resp. y.

Zduraznéme, 7e (x,y) rovina, o niz se zde bavime, je rovina oskula¢ni kruznice, kterd se
béhem pohybu neustdle méni.

1.5.2 3D normalové zrychleni

Nepotrebné pro tcely prednasky, je potieba zvladdnout metodu uréovani oskulacnich kruznic v
zavislosti na trajektorii — sdm v tuto chvili nevim, jak bych to udélal, aby to nebyl podfuk.

1.6 Specialni typy pohybi

Jiz bylo ukazano, ze pro obecny pohyb lze zadanim pribéhu zrychleni a zjistit pribéh rych-
losti i polohy. Lze najit specialni typy pohybt, u nichz se pohybové rovnice velice zjednodusi.
Pripomenme obecné vzorce

to
t t
r(t) = ro+ vo(t — to) + //a(t”)dt”dt’.
to to

1.6.1 Rovnomérny pohyb

Rovnomérnym pohybem mame na mysli takovy pohyb, ktery neni nijak ovliviiovan vnéjsimi
vlivy. Pokud neni, ocekavame na zakladé nasi moderni intuice, Ze na néj bude ptsobit nulové
zrychleni. Tento fakt je vice podlozen postulaty dynamiky hmotného bodu, konkrétné zikonem
setrvacnosti. Poklddame tedy a = 0, odkud dostavame

t
v(t):vo—i-/Odt:vo—i—O(t—to):'uo7
to
r(t) = ro +vo(t — to) + 0 = 70 4 vo(t — to).

Dostavame velikost podobné vzorce tém stredoskolskym pro rovnomérny phoyb. Méli bychom
si jesté uvédomit, ze ma-li se jednat o rovnomérny pohyb, musi byt nulové jak tecné, tak i
normalové zrychleni. To znamenad, Ze existuje takova vztaznd soustava, v niz je rg rovnobéznd
k vektoru vg. Takovou referencni soustavou je napr. takova soustava, ktera ma pocatek v rg.

Podivejme se, jaka je trajektorie naseho bodu. Mame zadany tfi parametrické rovnice
x(t) = zp — vito + VgL,

y(t) = yo — vyto + vyt,
z(t) = zp — vyto + v, t,
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kde jsme si rozepsali v;(t — tg) = —v;to + v;t, abychom odlisili ¢leny zavisejici na ¢ a ¢leny v Case
konstantni. Vime, Ze rychlost konstantni, nebot v(t) = vg, tudiZ x¢g — v,to a dals{ 1ze prohldsit
za konstantni ¢islo. Struktura vyrazu, jak vidime, je ptimka, bez ohledu volbu pocatku.

S onou specidlni volbou pocatku vsak mizeme nalézt soustavu, kde v, = v, = 0ms~!, diky
¢emuz muzeme systém popisovat pouze skalarné, volba zg, 4o, zo je libovolna. Volba g, zg pouze
vybird pfimku ve 3D, na které se budeme pohybovat, zistava nam tedy jedind pohybova rovnice

z(t) = 2o + v At = xo + v (t — o).
Jelikoz ma rychlost pouze slozku vy, je zaroven v, = ||v|| = v. Zajima-li nds urazend dréha

télesa, potom na primce pri rovnomérném pohybu lze tuto drahu najit coby s = ¢ — x¢p = Ax.
To nam prinasi dvojici rovnic, kterou zndme ze stiednich skol

v = const.,
s = vAt,
kde se ¢asto voli tg = 0s, tudiz At =t —tg = t.

1.6.2 Rovnomérné zrychlené pohyby

Rovnomérné zrychleny pohyb se vyznacuje tim, ze jeho zrychleni je konstantni. Obecné roz-
lisSujeme dva typy rovnomérné zrychlenych pohybii — linedrn{ a rovinné. Ukazeme si, Ze pohyb
po primce neni vzdy to, co z konstantniho zrychleni plyne.

Po vzoru obecné kapitoly 1ze najit rychlost a polohu bodu pro konstantni funkci a

t
v(t) = v + /adt’ = v+ a(t — ty),
to

t
1
r(t) =ro+ / (vo + a(t’ —tg) )dt' = 7o + vo(t — to) + §a(t2 —13) — ato(t — tg) =

to

t+1
:T‘Q—i—’l)o(t—to)—{—a(t—to)( 0

1
— to) =79+ ’Uo(t — to) + ia(t — t0)2

Na prvni pohled je vidét, ze smér rychlosti se mlize a nemusi ménit. Plati totiz rovnice
Av = aAt, kterd 1ika, ze zména rychlosti je dana zrychlenim. Tedy pokud by napft. zrychleni
bylo kolmé na vstupni rychlost vg, bude i Av muset byt kolmé na a, tzn. v(t) }f vo. Pohyb je
tak rovinny a neprobiha po pfimce.

Existuje moznost, kdy bude pohyb probihat po pfimce? Pokud vy || @, poté i Av || a, odkud
plyne v || vy v libovolném ¢ase t. Je-li tedy zrychleni a vstupni rychlost stejného sméru, pohybu
se bod po primce. V tomto piipadé lze opét zavést znamé vzorecky ze stfedni skoly polozenim
to=0

v =g + at, (1.4)
s:m—xo:vot—{—%at?. (1.5)
1.7 Slozitéjsi priklady pohybi

Nemam tuseni, co jsem puvodné myslel, ze tady bude... No, tfeba si vzpomenu. ©®
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