Kapitola 1
Krivkovy integral

1.1 Krivkovy integral prvniho druhu

Mozn4 jste se uz nékdy ve fyzice setkali s problémem, kdy bylo tfeba secist prispévky k jisté ve-
licing, které byly rozlozeny podél uréité ¢ary. Carou pfirozené minime jedno-dimenzionalni spojity
atvar!, rozprostirajici se v prostoru nebo na plose?. Typickym piikladem je urcéeni hmotnosti ne-
homogenniho lana, které lezi nepravidelné zkroucené na palubé Sindibadovy lodi. Jelikoz ma lano
nehomogenni hustotu, musime uzit metod integralnitho poc¢tu. To vSak neni jedind komplikace.
Jsme zvykli, ze standardn{ (Riemannuv) integrdl funguje dobte pro funkce jedné proménné, nebo
pripadné funkci vice nezavislych proménnych. V nasem pripadé ale chceme integrovat pres vice
proménnych, které nejsou nezavislé. Proménnymi jsou souradnice bodti lana a vzdjemnda zavislost
souradnic odrazi ten fakt, Ze lano neni natazené podél zadné osy. V takovém pripadé musime pro
vypocet pouzit tzv. krivkovy integrdl pruniho druhu.
Metodu vypoctu demonstrujeme v praxi. Necht je problém polozen takto:

Vypocitejte hmotnost lana M, které je obtocené okolo stoZdru lodi, vite-li, Ze délkovd hustota, p,
lana je ddna funkénim predpisem o(x,y) = k- 2% - y* a stoZdr md zdkladnu kruhového tvaru s polo-
merem 3m. Souradnice bodu lana jsme oznacili x a y, symbol k predstavuje konstantu, jejiz hodnota
v zdkladnich jednotkdch SI je rovna jedné. Predpoklddejte také, Ze se pocdatek souradnic nachdzi ve
stredu stoZdru.

Reseni takového problému ucinime ve dvou krocich.

Krok 1: K vypoctu kiivkového integralu musime, pochopitelné, dobre znéat cestu, podél niz
budeme scitat elementarni (tzv. infinitezimding) hmotnostn{ p¥ispévky. Znat cestu znamend mit
jasno, jak vypad4 jeji obecnd rovnice nebo parametrické vyjadieni®. Protoze lano obepind stozar,
je hledanou ¢arou kruznice. Jak vime, obecnd rovnice kruznice (se stfedem v poéatku) na ploSe je

ITakovy ttvar spliiujici nékolik rozumnych pozadavkil je specidlnim p¥ipadem objektu, kterému odborné ¥ikime
varieta, nebo anglicky manifold.

2Nebo obecnéji, ve vice-dimenzionalnim Euklidové prostoru.

31 kdyz podle Buddhy znamend, zndt cestu néco ponékud jiného.



z? % =12, (1.1)
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parametrické vyjadieni takové kruznice. Muzeme se snadno presvédcit, ze parametrické vyjadreni
kruznice je soustava

r=r-sint
y=r-cost (1.2)

Nasim (bezrozmérnym) parametrem je ¢ a je prirozené se ptét, jakych hodnot nabyva. Ukolem
je ziskat vSechny body kruznice pravé jednou. Vhodnou volbou intervalu je tedy [0, 2x]. Kazdy vétsi
interval by diky 2n-periodicité obou goniometrickych funkci kédoval néjaky jiz diive zakédovany
bod. V dalsim zkusime diskutovat i tyto pripady a jejich vyznam. Parametrickému vyjadreni cesty
spolec¢né s intervalem hodnot, kterych parametr nabyva, rikame krivka.

Krok 2: Uvédomme si, ze znalost parametrické zévislosti souradnic ndm dovoli vyjadrit pa-
rametrickou zavislost libovolné veliciny, kterd explicitné zavisi na souradnicich. Toto pozorovani
konkrétné upotiebime pro parametrizaci nasi hustotni funkce p. Kdyz za jednotlivé souradnice
dosadime prislusné funkce parametru, dostaneme funkci

o(t) =k -75-sin?t - cos? . (1.3)

Pokud by se ndm nyni podafilo vyjadiit infinitezimalni piispévek hmotnosti dm v zavislosti
na hodnoté parametru, sta¢ilo by provést jednoduchou substituci m — m(t), kterd by vypocet
kiivkového integrélu efektivné prevedla na jednorozmérny urcity (Riemannuv) integréal, ponévadz
1ze psat

M:/OMdm:/OQKdm(t). (1.4)

My vsak dokazeme napsat velmi jednoduchy vztah mezi hmotnostnim prirtistkem a délkovou
hustotou. Tim prevodnim vztahem jest dm = pod [, kde d! znaéi délkovy pfirustek lana. Jediné, co
zbyva zjistit, je zavislost prirustku délky lana na parametru. To vSak dostavdme rovnou z Pytha-
gorovy véty. Pro infinitezimalni piiristek dl plati 4

[da ()] + [dy(0)]* = [d1(B)]*. (1.5)

A po provedeni derivace (respektive diferenciace) funkce

() o (5 wr-() wr. o

4Druh4 mocnina u diferencidlil ve skute¢nosti ma dobry smysl jediné jako tzv. tenzorovd mocnina, uvedeny vztah
potom pojednava o tvaru tzv. metrického tenzoru.




co” si jesté upravime na tvar °
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S vyuzitim tohoto vztahu muzeme napsat sérii rovnosti

dml(t) = d:}ft)dt - Q(t)%(;)dt = g(t)\/<d§(tt)) + (dgg)> dt. (1.8)

Dosazenim do integralni formule pro hmotnost lana tak konecné ziskavame explicitni vzorec

M:/Ozndm(t):/Ohg(t)\/(dg(tt)>2+ (dg§t>>2dt. (1.9)

Nyni jiz mame nejtézsi cast prikladu za sebou, zbyva jen jako laskomina dopocitat vyse uvedeny
jednorozmeérny integral. Nejprve zderivujeme parametrickou zavislost soutradnic.

dg(t) =r.cost (1.10)
dgit) = —r-sint '
Kdyz do integralu dosadime, dostaneme jej v nasledujici podobé
2n
M = / k-8 sin®t - costt - \/(r -cost)? 4 (—r - sint)’d . (1.11)
0

P1i pouziti nékolika malo tprav a dosazeni ¢iselnych hodnot za konstantni veli¢iny ndm vychazi

2%
M= (/ 37~sin2t-cos4tdt> kg. (1.12)
0

Tento integrél 1ze skuteéné dopoéitat (pfenechdvame jako cvicenf), vysledkem je

37
M= ?nkg = 850kg. (1.13)

K vypoctu a terminologii pripojme jesté par poznamek. Vsimavy ¢tendf by mohl namitnout, ze
ve vypoctu jsme pracovali s nééim, co neslo bohatéjsi informaci o kruznici nez je jen jeji geometricka
podstata. Pri volbé parametrizace jsme méli de-facto sirokou liboviili, jelikoz existuje nepreberné
more parametrizaci kruznice, které nejsou o nic horsi nebo lepsi nez nase volba. Prikladné bychom
si mohli zvolit parametrizaci

5Rovnost diferencialfi je ekvivalentni rovnosti jejich funkénich prefaktortl, zvanych souradnice diferencidlu.



zf%stt (1.14)
y=r-cos2t

a zéroven zkritit interval pro parametr ¢ na polovic, tedy na [0, ). Otdzka nyni je, zméni to
visledek naseho poécitani? Projevi se zména parametrizace kiivky (tzv. reparametrizace® ) na na-
sem vysledku? V tomto jednoduchém pripadé zmény parametrizace vidime, ze ndm to vysledek
neovlivni (vyzkousejte si sami!), dokonce ale ani v obecném piipadé vysledek dotéen nebude. To-
muto tvrzeni fikdme reparametrizacni invariance krivkového integrdlu pruniho druhu. Tvrzeni je
pomeérné netrivialni k dokdzani, proto je tu zminujeme bez dikazu. Pokud lze dvé kiivky vzajemné
prevést pomoci reparametrizace, fikdme jim (reprametrizacné) ekvivalentni. Kazdd mnoZina vSech
vzajemné ekvivalentnich kiivek se pak nazyva trida ekvivalence.

Posledni poznamka bude mifit opét na vztah mezi kiivkou a geometrickym objektem. Chapeme
uz, ze geometricky objekt mizeme pomérné svobodné parametrizovat, otdzkou vSak nyni je, jestli
kazdy geometricky dtvar urcuje pravé jednu ttidu ekvivalentnich kiivek. Zda se, Zze ano, ale je
tu maly hacek. Pokud bychom napriklad zvolili vicendsobné navinuti, geometricky obraz by to
nezmeénilo, ackoliv bychom dostali jinou tifidu ekvivalentnich kiivek. V fec¢i naseho prikladu by to
odpovidalo zadani, kdy lano obtoc¢ime okolo stozaru vicekrat. Intuice s lanem ndm napovida, ze by
to mélo zménit vysledek pocitani, a to prave tolikrat, kolikrat lano obtoc¢ime. Dava ndm vybudovany
aparat kiivkového integralu touzebné ocekavany vysledek? Ano! Presvédcete se sami, ze pokud lano
obto¢ime tfeba dvakrat, meze integralu se nafouknou dvakrédt (interval bude [0,4n]) a vysledek se
taktéz zveétsi dvakrat”.

1.2 Krivkovy integral druhého druhu

Cilem tohoto studijniho textu je sblizit ¢tendre s kiivkovym integrdlem druhého druhu. Pro jeho
zavedeni si opét pomuzeme jistym vyznacnym prikladem. Jak uz je citit ve vzduchu, budeme opét
shromazdovat jistou infinitezimdlni kvantitu rozmisténou podél dané cesty. Tentokrate kvantitu ne-
budeme mit k dispozici rovnou (jako jsme méli hustotu v kazdém bodé lana), nybrz si ji budeme
muset odpracovat. Hezkym prikladem na pouziti kiivkového integralu druhého druhu je vypocet
prace silového pole. Priklad by mohl vypadat asi takto.

Necht v prostoru ezistuje silové pole F, jakozto vektorové pole (vektorovd funkce vice promén-

nych) dané predpisem F(x,y,z) = k- (y,3x — z,2). Urcete, jakou prdci vykond silové pole na
hmotném bodu, pokud je hmotny bod premistén po trajektorii s parametrickym wvyjddrenim x =
=a- -ty = B-t%2 = —y - t* v rozmezi hodnot parametru [—1,1]. Viechny rozmérové konstanty

(e, B, 7y, k) nabyvaji pri vyjadrent v soustavé ST hodnoty jedna.

Reseni si opét rozdélime do dvou kroki.

60Obecnd reparametrizace (¢t — , [t1,t2] — [min{f1, 2}, max{#1,#2}]) je dédna rovnici g(t) = h(f) a podminkou
g(t1) = h(f1) a g(t2) = h(f2), kde g, h jsou na intervalech parametr@ prosté funkce.
"Pro ovéfeni poétt jen uvedme, Ze primitivni funkce ke studovanému integrandu je fsin2 tcosttdt =

_ 1 1 1 o 1 o
7ﬁt—&—@sm%—@sm#—@sm&.



Krok 1: V prvé radé si musime uvédomit, pro¢ jsme v jiné situaci nez drive, a co naopak zustava
stejné jako u kiivkového integralu prvniho druhu. Stejné jako v predchozim pripadé je dilezité znat
parametricky popis trajektorie, ktery spolecné s intervalem hodnot definuje kfivku. Stejné jako
drive se budeme snazit prevést kiivkovy integral na jednorozmérny Riemanniv integral. Na rozdil
od predchoziho nam v kazdém bodé na trajektorii ,,sedi“ vektor, coz nam znemoznuje pokracovat
naucenym postupem. Pokud by nékoho napadlo, ze bychom séitali celé vektory, tak to bohuzel
nejsme schopni, jelikoz se ukazuje, Ze nedokdZeme bez dodatetné struktury® srovnédvat vektory
»sedici v ruznych bodech prostoru.

Pokud odhlédneme od fyzikalni motivace zavedeni pojmu prace pres kiivkovy integral druhého
druhu, a budeme se soustfedit jen na matematicky konzistentni zavedeni, bude nasim cilem najit
univerzalni zptsob piechodu od vektorového pole podél kiivky k poli skalarnimu °. Pokud se ndm
to povede, budeme mit dobrou sanci postupovat technikami jiz drive naucenymi z ¢asti vénované
krivkovému integralu prvniho druhu. Urc¢ité by nas napadlo mnoho ruznych zpusobi, ale pro ma-
tematiky je vzdy podstatné, aby takovy postup nedédval rizné vysledky kiivkového integralu pro
ruzné volby soutradnic. Proto se vymyslelo, ze by mohl byt vhodny zptisob prevedeni vektoru na
¢islo skalarni soucin. Ma to ale jednu vadu, ke skaldrnimu soucinu potfebujeme vektory dva. Pokud
bychom skaldrné vynasobili vektor sam se sebou, neméli bychom problém priklad dopocist, tiplné
bychom ale ztratili informaci o orientaci vektort vektorového pole. Aby byla orientace vektort podél
krivky zohlednéna, pokusime se vylovit druhy vektor z tajemna krivky samotné.

K tomuto ndm matematici dali navod, budeme hledat tzv. tecné vektorové pole k zadané krivce.
V kazdém bodé kiivky tak budeme mit k dispozici jeden tecny vektor. Vektoru rikdme tecny k dané
kiivce tehdy, kdyz jeho smér souhlasi s te¢nou pifmkou vedenou k tomuto bodu kiivky!'?. Kdyz si
vSak vzpomeneme na geometricky vyznam derivace, nebude nas tolik prekvapovat, ze tecny vektor
ke krivce se najde pravé vyuzitim derivace. Nasi geometrickou predstavu musime jen presunout do
vice rozmért. Tecny vektor se bude rozklddat do jednotlivych smérta presné v poméru prirustki
prislusnych soutadnic pfi infinitezimalni zméné parametru. Pomér velikosti kartézskych komponent
tecného vektoru je tedy presné pomérem derivaci souradnic podle parametru. Navic plati, ze ve-
likost te¢ného vektoru je koeficient iméry mezi prirtistkem délky kiivky a infinitezimdlni zménou
parametru. Jen pro zopakovani, timto koeficientem je ve dvourozmérném piipadé funkce dana rov-
nici (1.7), coZz do pripadu t¥{ rozmért zobecnime pfiddnim tfetiho étverce derivované soutfadnice.
Vidime tedy, Ze jednotlivé komponenty te¢ného vektoru v; = v(¢)'! musf pfi dostdni zminénych
podminek!'? nutné nabyvat tvaru

V¢ =

dz(t) dy(t) dz(t)
( de ’ gt Todt ) (1.15)

Nyni jsme pripraveni vyrobit si vlastni tecné vektorové pole. Pouzijeme k tomu krivku ze zadani.
Po kratkém derivovani zjistime, ze nase teéné vektorové pole w vypada takto:

8Takové struktufe v prostoru se ¥ika koneze. Ta nadm slouzi k pfenosu vektorti napii¢ prostorem, technicky Feceno,
k paralelnimu prenosu

9Skalarn{ pole je pro nase tcely redlna funkce vice realnjch proménnych.

10Teéna ke kiivee v bodé, jez odpovidd parametru tg, je linedrni kiivka, (souradnice jsou az na reparametrizaci
linearn{ funkci parametru), kterd ma do prvniho fddu Taylorova rozvoje parametrickych funkci soufadnic okolo bodu
to stejné hodnoty koeficienttu jako puvodni kiivka.

HTento zapis ndm ik, Ze jsme si oznadili symbolem vy vektor, ktery je obrazem te¢ného vektorového pole v bodé
t.

12Tyto podminky jsou ptirozené splnény, pokud na teény vektor nahlizime jako na tzv. teéné zobrazend.



w(t) = (a, B - 2t, — - 4t3). (1.16)

Jedna se o vektorové pole, cheete-li, tak vektorovou funkci jedné redlné proménné. Pro kazdou
hodnotu parametru ¢ ziskdme jednoznacné tecny vektor vektorového pole tak, ze do predpisu vek-
torového pole dosadime danou hodnotu parametru.

Krok 2: Nyni uz mame k dispozici te¢né vektorové pole, ve druhém kroku nas uz necekd zadna
velkolepd myslenka, jen zuzitkujeme nabyté informace.

Abychom mohli skaldrné vynasobit dva vektory, musi ndm ,,sedét“'® ve stejném bodé na kiivce.
Je ziejmé, 7e v bodé (x(to), y(to), z(to)) ,sedi* tecny vektor w(ty), jaky tu ale ,sidli* vektor silového
vektorového pole? Stejné jako v pripadé kiivkového integralu prvniho druhu platilo, Ze jakmile
jsme si parametrizovali kiivku, tak jsme byli sto parametrizovat libovolnou veli¢inu zavislou na
soutadnicich, tak i tady dokdzeme parametrizovat silové vektorové pole, které vede podél nasi
krivky. Po dosazeni funkci parametru na mista souradnic dostavame parametrické vyjadieni silového
vektorového pole

F(t) = F(z(t),yt),zt) = k- (B-t%,3- (a-t) + - t*, =y - ). (1.17)

Tedy v bodé ty mame vektor silového vektorového pole

F(to) =r-(B-13,3 (o to) +7 - tg, —7 - tp). (1.18)

Vidime, Ze v bodé ¢y (a v jakémkoliv jiném bodé kiivky také — opét upustime od indexu nula)
nam nic nebrani provést skalarni soucin. Tedy

F(t) - w(t) = r- (8- 22,3 (a-t) + 7, —y - 1) - (a, B2, — - 46%). (1.19)

Po vynasobeni dostavame kyzenou funkci jedné redlné proménné

Fit)-wt)=r-(a-B-t*+ (a-B-6t2+~-B-2t5) +~%-4t7). (1.20)

Ve findle vysledky skalarnich soucinti podél kiivky secteme, na coz budeme potrebovat integral.
Formulka pro vypocet prace tedy vypada

W = /_11 F(t)-w(t)dt = (/1 (t* + 612 + 2t° +4t7)dt) J. (1.21)

-1

Kdyz si dame tu praci a integrdl spo¢teme, vyjde ndm luxusnich

14
W= (1.22)

13 Abychom poiéd neopakovali to infantilni ,sedét ve stejném bodé&“, mizeme pouzit presnéjsi vyjadieni ,nélezet
do stejného tecného prostoru“.




Vidime, Ze pokud by mél parametr ¢ vyznam casu (coz, jak jiz chipeme, nemusi), tak tecné
vektorové pole presné odpovida vektorovému poli okamzitych rychlosti hmotného bodu. Zcela stejny
vzoreCek pro praci jsme uz potkali ve studijnim textu Prace a energie, srovnej! V tomto studijnim
textu jsme na vzorecek pro praci prisli z matematické strany, kdy jsme jej dostali jen jako specidlni
parametrizaci pri vypoctu krivkového integralu druhého druhu.

Zavér bude pattit diskuzi o tom, jestlipak plati reparametrizacni invariance i pro k¥ivkovy in-
tegral druhého druhu. Trochu tusime, ze by se nam ve fyzice pro definici konzervativniho silového
pole hodilo, aby invariance splnéna nebyla. Ano, jako fyzikové bychom si préli, aby prevrdcend para-
metrizace'* trajektorie ddvala opa¢né znaménko kiivkového integralu. To bychom pak mohli pouzit
trik u zavedeni konzervativniho pole tak, jak je uvedeno ve studijnim textu Prace a energie.

Reparametriza¢ni neinvarianci pro kiivkovy integral druhého druhu si dokédZeme na pfredeslém
piikladé!®.

Zavedeme novy parametr [, ktery bude s nasim starym parametrem ¢ svazan vztahem ¢t = —I.
Nase nova parametrizace bude tedy vypadat nasledovné.

r=a-(=)y=p-(-1)z=—-(-D)*" (1.23)

Takovato reparametrizace jisté nezméni interval hodnot, kterych bude parametr nabyvat, opét se
tedy jednd o interval [—1,1]. Tvrdime, Ze pro takovouto parametrizaci dostaneme opac¢ny vysledek
krivkového integrovani. Podivejme se na to tedy zblizka.

Tecény vektor v(l) v bodé | bude mit tyto hodnoty komponent

v(l) = (—a, - 20, — - 413). (1.24)

Parametrizace silového vektorového pole podél kiivky dopadne takto:

F(l)=r-(8- (=03 (a- (=) + 7 (=D)* =y~ (=1)"). (1.25)

Soucin vektori tedy vypada nésledovneé:

F(l)-v(l)=r-(B-(=D*3-(a- (=0)) +7- (=D* =y (=0)*) - (=, B - 21, =y - 41°).  (1.26)

Fl)-v()=k-(—a-B- P+ (—a-B-61*+B-v-20°) +~2-4I"). (1.27)

Dosazenim do integralu

14 Pievricend parametrizace je takova parametrizace, ktera se vzristajici hodnotou parametru probihé trajektorii v
opacném sméru nez diktuje parametrizace puvodni. Jak snadno nahlédneme, jde o specidlni piipad reparametrizace.

15Ukazuje se ale, Ze prevricen parametrizace je jedina reparametrizace, na kterou je vysledek kiivkového integralu
citlivy.



W= /11 F(l)-v()dl = (/l (1% —61% +21° + 4l7)dl> J. (1.28)

-1

A skutecné!

w1y (1.29)
3

Z toho tedy vidime, ze pokud probihame kiivku opa¢nym smérem, vyjde nam opacnéd hodnota
krivkového integralu druhého druhu. Ve fyzikalni hantyrce bychom fekli, ze znaménko prace silového
pole na hmotny bod po trajektorii zavisi na tom, v jakém sméru hmotny bod trajektorii prekonava.
Ve fyzice to zni logicky, kdyz gravitac¢ni sila uvadi hmotny bod do pohybu, smér jeho pohybu bude
souhlasny se smérem pusobeni silového pole. Gravitaéni pole bude konat kladnou préci, kterd se
projevi jako kladny ptirtstek kinetické energie hmotného bodu. Analogicky v pfipadé brzdéni. Ale

to uz je fyzikalni pohadka...

Shrnuti

1. T¥i{-dimenzionalni kiivkovy integral prvniho druhu je definovan:

/Cf(s)ds = /abf(t)\/(cﬁf)f + (disf)f + (dzg))gdt, (1.30)

kde trajektorie C je popsana parametricky pomoci trojice souradnych funkci parametru ¢:
(x(t),y(t), 2(t)). Pocateéni bod trajektorie C je (z(a), y(a), z(a)), koncovy bod (z(b), y(b), z(b)).

2. Tri-dimenziondlni krivkovy integral druhého druhu je definovan:

B b dz(t) dy(t) dz(t)
/CF(S)-ds—/a F(t)-( 2 W) & )dt, (1.31)

kde trajektorie C je popsdna parametricky pomoci trojice soufadnych funkci parametru t:
(z(t),y(t), 2(t)). Pocatedni bod trajektorie C je (x(a), y(a), z(a)), koncovy bod (z(b), y(b), z(b)).



