3. Mechanika vice hmotnych bodu

Mechanika jednoho hmotného bodu probrand v predchézejicich kapitolach se stala velice jedno-
duchou se zavedenim infinitesimalniho poctu do fyzikdlntho zkouméani ptirody. Dalsim krokem
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jednoduchym diferencidlnim poctem.

3.1 Soustava hmotnych bodt

Kinematika hmotnych bodu je velice transparentni. Kazdému hmotnému bodu lze priradit jeho
trajektorie dand Casovou zavislosti polohy 7;. Pro kazdy bod nésledné musi platit Newtonovy
dynamické zakony. Pokud tedy na i. bod pusobi sila F';, lze zapsat veskeré zakony ve tvaru

Fi(r(t),7(t),t) = bi(1),

pricemz sila ptisobici na . bod je zavisla na polohach a rychlostech vsech ostatnich boda. Pro N
bodi se tak jednd o N vektorovych rovnic, tj. 3NN rovnic skalarnich. Ty udavaji evoluci systému,
navic je potfeba zadat pocatecni polohy a rychlosti vsech castic.

Bez ohledu na to, jak neefektivni tento popis je pro mnoho ¢astic ve skuteénych mikrosko-
pickych teoriich, lze jej efektivné pouzivat pro soustavu dvou bodu, ktera dostate¢né reprezentuje
tuhé téleso, ma proto smysl bavit se o obecnych pravidlech pro soustavy i z jiného nez filoso-
fického hlediska.

3.2 Impulsové véty

Celkova hybnost soustavy je soucet hybnosti vSech bodu, které soustavu tvori,
N N
TN S
i=1 i=1

3.2.1 Prvni impulsova véta

Dalsim cilem je nalézt zakon, ktery bude analogicky Newtonové dynamickym zakontm, tentokrat
vsak pro celou soustavu. Hlavni myslenkou nésledujicitho postupu je, ze sila ptsobici na i. bod
1ze rozlozit na silu interni (pusobi mezi dvéma body soustavy) a externi (nepochdzi od zadného
jiného bodu soustavy, ale odnékud z venéi). Na i. bod pusobi vSechny ostatni body soustavy
interni silou, tu lze jesté navic rozlozit na silu mezi <. a j. bodem, ta se oznaci ng Externi sila
pisobici na i. bod je znacena FY. Celkova interni sila piisobici na i. bod mé tvar
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diky ¢emuz lze jiz piimocaie zapsat ¢asovou evoluci systému!
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Pro sily plati ng = —Fﬁ-i, veskeré prispévky vnitinich sil ode¢tou? a na pravé strané ziistane

pouze sila externi. Soucet viech externich sil 1ze oznaéit za celkovou externi silu F® a lze zapsat
proni impulsovou vétu

p=FF, (1. Impuslova véta)
dynamiku celkové hybnosti tak udavaji pouze sily pusobici na téleso z vnéjsku, nikoliv sily

vnitini.

3.2.2 Druha impulsova véta
Pro odvozeni druhé véty impulsové je potieba zavést moment sily M = r X p a moment
setrvacnosti L = r x p. Tyto veli¢iny jsou zavislé na volbé referencni soustavy, ktera je zvolena.

Napt. pro pohyb po kruznici je r = r(t) i p = p(t) ménici sviij smér a to tak, ze vektor L je
vzdy kolmy na rovinu kruZnice, jeho velikost je pak L = rp, nebot r(t) L p(t) v kazdém case t.

Pro jeden hmotny bod lze zapsat Newtonovy dynamické rovnice ve tvaru

F =p,
rX F=1rxp,
M =1L,

kde jsme nalezli ¢asovou zménu momentu hybnosti L = # X p + 7 X p, prvni ze ¢lentt vypadne,
nebot v || p, tedy v x p = 0 a skutetné plati L = r X p.

Pro momenty tedy plati analogickd rovnice Newtonové pohybové rovnici. Na rozdil od ni,
ktera rika, Ze Casova zména hybnosti je ddna pusobici silou, Fké, Ze ¢asovd zména momentu
hybnosti je dana momentem sily. Pokud tak sla formulovat prvni impulsovd véta pro soustavu
hmotnych bodi, jez je analogii druhého Newtonova dynamického zakona, nesla by formulovat
druha impulsova véta mluvici o momentech sily a hybnosti?

Situace je diky vektorovému soucinu o trochu komplikovanéjsi. Postup je nicméné stejny jako
pri odvozovani prvni véty
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Ziskany vztah jesté neni koneény. Ve dvojitém soucétu internich sil na pravé strané se objevuji
vzdy prispévky typu F',,,, a nasledné i prispévky typu F,,,,, které jsou vzijemné opacného smeéru,
tj. Foon = —Fom.

! Pfipometime, Ze derivace koneéného souctu je soucet derivaci jednotlivych séitanct, tj. (f +g)' = f +g¢'.
2 Rovnost F;; = —F;; vime z tfetfho Newtonového zékona akce-reakce.



U prvni impulsové véty to znamenalo odecteni veskerych sil bez ohledu na jejich vlastnosti.
Nyni vSsak budou v souétu prvky F',, spolu s vektorem r,,, ale F',,,,, budou stat za vektorem r,,.

Toto lze vyuzit a zapsat
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Ujistéme se, ze jsme neudélali zadnou zasadni chybu. Zkusme si vypsat cleny levé strany
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+roX Fo1+7ro X Fog+ 712 X Fos+ 712 X Fogs+ -+ 12 X Fan+

+rN X Fy1+7rN X Fno+ 7N X FNng+7rN X Fya+ - +7ry X Fyn

kde pridavame i ¢leny typu F';;, které ale pokldadame rovny nule. Nyni lze ¢leny jednoduse preusporadat, vezmeme

si F'12 a k nému naleznéme F'a1, napiSeme

r1 X Fio4+ 72 X Fo1 =71 X F12 — 12 X F12 = (r1 — 72) X F12,

tato operace lze provést se vSemi ¢leny, které zac¢ina r1, nisledné se vSem, které zacinaji ro atd. Ziskdme proto
opét soucet pres viechna i a pres j > i, nebot &leny s j < @ jsou jiz zahrnuty v pfedchozim souétu. Piikladem je,
Ze jiz mame ¢Elen (r2 — r3)Fa3, a tudiz jiz nebudeme hledat ¢len (r3 — r2)Fs2. To tedy znamend
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a uprava pro dalsi praci pri odvozovani druhé impulsové véty je opravnéna.

Vektorovy soucin dvou vektori a x b je
opét vektor, ktery je kolmy na oba dva plisobi
vektory a jeho velikost je ||a x b|| = absin(«),
pokud spolu vektory sviraji thel «. Posloup-
nost vektori a, b, a x b tvori pravotocivou sou-
stavu.

Kdy je tedy hodnota (r; —r;) x F;; rovna
nule? Je to tedy, jsou-li vektory rovnobézné.
Sila mezi ¢. a j. bodem tak musi byt rov-
nobézna se spojnici obou bodt, pisobi tedy od
stredu jednoho bodu do stifedu bodu druhého.
Takovym silam tikame sily centrdlnd a jen pro
tyto centralni sily se obecné vynuluje dvojita
suma.

Obrazek 3.1: Dva hmotné body s oznacenim i, j po-

psané vektory r1, 12, maji mezi sebou vektor r; —r;.

Druhd impulsovd véta pak lze zapsat v kompaktnim tvaru za zavedeni celkového momentu

sily M® =" MF:

Pro centralni sily plati L=MFP,

(2. Impulsové véta)

tj. moment hybnosti soustavy se méni dle zadaného vnéjsiho momentu sily a vnitini moment sil
nehraji roli, pokud jsou vsechny interni sily centralni.



3.3 Hmotny stred

Prvni impulsova véta velmi intuitivné definuje pojem hmotného stredu. Celkova hybnost p
porada jen velmi redukovanou informaci. Vyslednic vSech externich sil, které na soustavu pusobi
meéni celkovou hybnost soustavy, tento dynamicky zdkon vsak nerika nic o tom, jak se pohybuji
jednotlivé body.

Existuje tedy jeden hmotny bod o libovolné hmotnosti u, ktery by splnil Newtonovy dyna-
mické zékony pro zadanou silu F'*, kterd by ptisobila jen na néj? Zkonstruovat takovy bod neni
problém, nebot prvni impulsova véta Fika
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vyuzili jsme triku, Ze pro hmotny bod plati rh; = 0, pokud ze soustavy nahle nezmizi nebo
se neobjevi. Predpoklad existence bodu o hmotnosti u s ¢asovym vyvojem polohy r; (posledni
rovnost) nam ukazuje, jak musi vypadat ¢asova evoluce takového bodu

N

Tl(t) = ;; mi’ri(t).

Bod popsany funkci 71 je obecné pouze matematickou konstrukci, nemusi se jednat o zadny

z bodt soustavy. Uz samotnd volnost ve volbé hmotnosti p ukazuje, Ze 1ze najit nekone¢né mnoho
takovy bodi.

K souéasnému kurzu, nebot tuhle st nestihnu dokonéit:
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hmotnosti p je tam hmotnost celého télesa

N
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v takovém pripadé je potom hmotny stied bod, ktery je stabilni pti rotaci. Takovych bodu je vice
(celd osa otaceni). Hmotny stied je tedy jakysi pruse¢ik myslenek ,, bod reprezentujici soustavu®
a ,, pri rotaci stoji“. Jeho pozice je poté dana vztahem

coz je, jak vidime, vazeny priumeér poloh vsech bodi.

3.4 Moment setrvacnosti

Jeden hmotny bod pohybujici se rychlosti v méa kinetickou energii

T = -mv?
2mv,



Obrazek 3.2: Dva hmotné body umisténé na opacny strandch kruznice obihaji okolo bodu S, ktery je jejich

vvvvvvvv

kde m je hmotnost objektu, ktery zminény bod reprezentuje. Pokud se hmotny bod pohybuje
po kruznici s ithlovou frekvenci w, lze kinetickou energii zapsat ve tvaru

Tzimv = gmriwt =

kde I = mr? je tzv. moment setrvac¢nosti hmotného bodu. Pokud se hmotny bod obfhd kruznici,
jejiz stfed se pohybuje rychlosti v, je jeho celkova kinetickd energie rovna
1 1
T = —mv? = —m(vi + 7 x w)?
2 2
2

1 1 1 1
= §mvt2 +muy - (r X w) + omr w? = §mvt2 +muy - (r X w) + §Iw2,
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:%m[vt'vt+2vt-(r><w)+(7“Xw)‘(rxw)]:

vymizi pro ¢isté translaéni pohyby (w = 0) i pro ¢isté rotac¢ni (vy = 0). Nevymizi ovsem pro
kombinaci obou pohybt.

Pokud se vsak budeme bavit o dvou bodech, které rotuji okolo bodu S na obrazku 3.2,
ziskame celkovou kinetickou energii jako soucet energii obou bodi, tedy

1 1 1
T = §mv%—i—§mv% = §m('vt+w xr1)2—i—§m(vt—|—w X 19)% =
1 1
= 5(2m)vf + 5m (r% + r%) W mug - (1 xw) + (re x w)] =

1 1 1 1
= v+~ (I + L) w? + mwy - [(r1 +12) X W] = —pw? + ~Tw?,
2 gt Y 2 2
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hmotnost tohoto tézisté je u = 2m a pohybuje se rychlosti v¢. Ve vypoctu jsme vyuzili toho, ze
r1 = —rg, nebot tyto polohové vektory jsou vztahovany ke stfedu kruznice. Celkovy moment
setrvacnosti I je dan jako souCet moment setrvacnosti jednotlivych bodi.

Pro systém mnoha hmotnych bodt lze, jak bylo ukazano, zkonstruovat hmotny stied, jehoz
rychlost vy reprezentuje translac¢ni ¢ast pohybu soustavy. Obecna kinetickd energie soustavy, v
niz lze pohyb kazdého bodu rozdélit na pohyb s tthlovou w; a transla¢ni rychlost w;, ma tvar

Ve vsi obecnosti je moment setrvacnosti velice dilezitou veli¢inou, kterd udava vili soustavy
ménit svou celkovou tthlovou frekvenci. Pro diskrétni rozlozeni hmoty se jedné o veli¢inu

N
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kde ¢; je vzdalenost i. bodu od osy otaceni.
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