d. Statisticka fyzika

Mechanika mnoha bodit v klasickém ¢i Lagrangeové nebo Hamiltonové energetickém popisu
nam dava prehlednou informaci o tom, jak se systémy chovaji. Dynamické zakony mechaniky urcuji
zpusob vyvoje poloh téchto ¢dstic a jejich hybnost{ (nebo rychlostl). Zaddanim presnych pocatecnich
podminek je tak jasné dané, kam se bude systém vyvijet a jaké rychlosti budou jednotlivé ¢dstice
mit.

Existuje ditvod, pro¢ neni tento popis idedlni pfi studovdani mnoha cdstic. Predstavme si, Ze
mame tFi castice, které maji hmotnost my, mg, ms. Samoziejme plati impulsové véty, které nam
Fikaji informaci o tom, Ze celkova hybnost i moment hybnosti se zachovaji, nebot ¢astice nemame
v zadném externim silovém poli. Jaké ale budou trajektorie jednotlivych ¢dstic? Sila piisobici na
prvni castici bude
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jednd se o diferencidlni rovnici oc¢ividné nezavislou na my, ovsem jeji FeSent se bude hledat jen
velmi tézce.
Prozatim nedtilezité — az na dalSt predndsce.

5.1 Opakovani Lagrangeova popisu

Skutecnd sila Lagrangeova formalismu spociva v feSent tiloh pomoct zobecnénych parametril.
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Pitvodnt rovnice mechaniky jsou Newtonovy pohybové zdkony, konkrétné druhy zdakon formu-
luje diferencidlni rovnict

F(r(t),r(t),t) = mr(t),

kde neznamou funkcl je poloha r parametrizovand casem t. Ekvivalentni formulacl je série pro
N cdstic 3N Lagrangeovych rovnic druhého druhu (Euler-Lagrangeovych rovnic variacni tilohy
S =0)
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kde index i reprezentuje vzdy jednu z 3N zobecnénych soufadnic q' resp. zobecnénych rychlosti q'.
Funkce L je zde Lagrangian je rozdil kinetické a potencidlni energie

L=1L(q'q"t) =T(q"t) — V(q' q',t).

5.1.1 Tthové pole

Pohyb v tthovém poli lze zkoumat pro castici o hmotnosti m. Tato cdstice se nachazi v po-
tencidlu V = mgh, kde h je vzddlenost od referencni hladiny. Se standardni volbou souradného
systému platl V = mg(z — z¢), kde z = zy definuje rovinu nulového potencidlu. Lagrangidan céstice
je proto
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L= g™ (x* +y*+2°) —mg(z — zo).



Za zobecnéné souradnice si vezmeme obycejné kartézské x,y,z, které jsou pro popis pohybu v
tthovém poli nejlepsi. Pro zapsani ti{ Lagrangeovych rovnic si nejprve rozepiSme jednotlivé derivace
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nynt miizeme vyrazy dosadit do obecnych Euler-Lagrangeovych rovnic a ziskat

mx = 0,
my =0,
mz = —mg,

odkud vidime, Ze na cdstici nepiisobi Zadné zrychleni ve smérech x a y. Ve sméru z existuje

zrychlent z = —g, které pilisob{ proti sméru osy z (nase volba byla, Ze osa z mii{ vzhiru, tthové
zrychlent vsak ptlisobl smérem dolil). L.ze sestrojit vektor zrychlen{
0
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ktery je konstantni. Abychom ziskali hledanou polohu, stact dvakrat tento vektor integrovat, ¢tmz
ziskame
Xo + Vg(t — to)
Y 1 2
T(t) = | yo +vp(t —to) =1y +vo(t—to)+§g(t—to) .
zo + Vi(t — to) — 39(t — to)?

5.1.2 Linearni harmonicky oscilator

Vezméme si nyni jinou potencidlni energii. V pripadé tthového pole byl imérna z, nyni si
zvolime tuto energii umérnou x%, konkrétné V = imw?(x —xo)?, kde x = xo nazveme rovnovaznou
polohou, ta odpovidd nulové potencidlni energii. LLagrangian ma tvar

1 1
L= Qm (Xz +y2 + Zz) - imuﬂ(x — X0)2,

jednotlivé derivace jsou
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coz vede k rovnicim, které ve smérech y resp. z ddvajti nulové zrychleni, tedy konstantnt rychlost

Y z 3 d4
vy resp. v, coz odpovida poloze

Yy = Yyo + vyt — to), z = zo +Vi(t — to),
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Nez za¢neme Fesit tuto rovnici, musime si uvédomit, Ze se ndm nelib{ konstanta mw?xy. V
rovnict je navic a bylo by vhodné ji néjak odstranit. NejlepSt by bylo prejit k nové souradnict
X = x — X9, ovSem x se nam vyskytuje i v druhé derivact v prvnim c¢lenu. My bychom vSak
neradi dostali néjaky netrividlni ¢len — pokud bychom se zbavili zbavili konstanty za ziskdnt
nového osklivého clenu, nemélo by smysl tuto upravu délat. Nastésti se vSak Zadny nechtény clen
neobjevi, nebot’

X =%x—Xp = x =X+ % = x=X4+x9 =X,
nebot xo je konstanta. Rovnice se tedy prevede do hezétho tvaru
X+ w?X =0,

kde je neznamou funkce X(t). Po jejim nalezeni budeme moci zapsat vysledek naseho snazent jako
x(t) = xo + X(t). Predpoklddejme, Ze by funkce X méla tvar X(t) = Aet%) kde A je libovolnd
konstanta a A je konstanta, jejiz tvar musime najit. Prvné si spocteme derivace
X=AeM ™ X=pAeMT0 ] X =NALMNT),
nynt miizeme dosadit do rovnice
}\ZAe}\(t—to) + w?AeA(t_tO) — O)
(A2 + wHAeM ) = (A2 + w?)X = 0.

Vime, ze X je obecné nenulova funkce, proto must byt nula vyraz v zavorce, tj. A2 = —w?,
odtud dostdvame dvé feSeni rovnice A = £iw, oba dva tyto vysledky tak definuji funkci, ktera
bude rovnici resit:

Xi(t) = Aqe 0 X (t) = Age T X (1) = Xi(t) + Xa(t),
celkové feSent nast rovnice je proto
x(t) = xg + Ajel¢t) 4 A eriwlt=to)

kde x¢ je vstupni poloha v case ty, A, Az jsou integracni konstanty zavislé na x; a v; (vstupni —
iniciacnt — poloze a rychlosti), jak si ukazeme. Dosad'me do ziskaného resent t = ty, poté dostaneme

Xi:Xo—FAl—FAz = Alzxi—XO—Az,

tedy konstanty Ay, Ay jsou v jistém smyslu propojené skrze dvojici jinych konstant. Naddle uvazuj-
me, Ze oscildtor zac¢ind v bod¢ xg, tedy x; = xo. Na pocatku je oscildtor v rovnovaziné poloze. Poté
platt A; = —Ay a funkce polohy a rychlost maji tvar

X(t) = xo + Ay (e — e )y — 5 4+ 2{A; sin [w(t —to)],

vy (1) = x(t) = 2{A w cos[w(t — to)],
opét do rychlosti miizeme dosadit ¢as tog a ziskat pro v(tg) = vo
Vi

vo=2iA0 = A x(t) = x0 + "5 sinlw(t — to).
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Vidime tedy, Ze zacina-li oscildtor ve své rovnovazné poloze, nesmi byt vstupni rychlost nulova,
jinak by se oscildtor nemél diivod pohybovat. Navic pokud by byla vstupni rychlost nulova, potom
by w = 0 a vyraz by prestal ddavat smysl. Amplituda kmitant je vidét, Ze ma tvar A =v;/w.
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5.2 Uvod do Hamiltonova formalismu

Resen{ Lagrangeovych rovnic druhého druhu je vskutku uziteéné, casto ale chceme pracovat s
jednodussimi rovnicemi. Ve fyzice se snazime co nejvice zjednodusovat rovnice, abychom ziskali co
nejprimitivnéjSt matematicky zdpis ke sloZitému problému. V Lagrangeovych rovnicich se objevuji
druhé derivace, nasSim ctlem je tak ziskat sérii rovnic, kde budou pouze prvni derivace.

Matematika ndam toto dovoluje, ale rtka, ze zaplatime dan. Abychom z 3N Lagrangeovych rovnic
druhého radu ziskali rovnice prvnitho radu, must jich byt 6N, tedy dvojnasobek. V této podkapitole

se podivame na to, jak toho lze doctlit.

5.2.1 Kanonické hybnosti

Kanonicka hybnost je velicina, kterd miize a nemust odpovidat hybnostem, které zname z new-
tonovského popisu. Budeme je také znacit p, ovsem nyni p # mv. Mame mnozinu 3N zobecnénych
soufadnic q' a 3N zobecnénych rychlosti q', na nichz zdvisi Lagrangian. Kanonickou hybnosti p;
definujeme vztahem

Pi = a_q“
jedna se tedy o derivace Lagrangidnu dle i. zobecnéné rychlosti.
Vzpomenme si na harmonicky oscildtor, pro némz mame dany Lagrangian
1 2., .2, .2 1 2,2
Ezim(x +y +Z)—§mwx,

kde jsme zvolili xo = 0 m. Kanonické hybnosti pro harmonicky oscildtor jsou
Px = mx, py = my, Pz = mz,

v tomto pripadé tedy skutecné kanonické hybnosti odpovidaji hybnostem, které zname z klasické
mechaniky v Newtonové pristupu.

V jakém pripadé by tato kanonickd hybnost neodpovidala ptiivodni znamé hybnosti? V tom,
kdy je potencidlni energie zdavisld na rychlosti. To miZe byt napf. magnetické pole nebo cdstice
pohybujici se za piisoben( tfeni po podloZce.

5.2.2 Fazovy prostor

Uvazujme 1D oscildtor, ktery kmita s uhlovou frekvenct w, do jehoz rovnovazné polohy umfis-
time pocdtek souradné soustavy. Pro néj vime, Ze plati

x(t) = Asinfw(t — to)],

kde A je amplituda. Uvazujeme, Ze oscildtor zacina v case ty v rovnovazné poloze s maximalnt
rychlostl vi = vpax = Aw. Hybnost oscildtoru miizeme také vyjadrit ¢asovou zavislosti

x(t) = Asinfw(t — tg)] = p(t) = mx(t) = mAw coslw(t — tp)].

Nedéla ndm problém vytvorit graf, ktery nam ukaze veskeré mozné stavy néjakého oscildtoru.
Tento graf bude mit na vodorovné ose pozici x a na svislé ose kanonickou hybnost p.



A:x=0a7p=7Pmax

B:x=%Xnxap=0

C:x=0ap=—Pmax

Na pocatku pohybu je systém v rovnovaziné poloze, kde x = 0 a ma maximdlni hybnost pi,
tento stav je na obrazku na pozict A. Ve chvili, kdy se pohybuje kladnym smérem osy x, pohybuje
se doprava, jeho hybnost se tim ale snizuje a postupné se dostava do bodu B, kde je maximalni
vychylka, ovSem nulova rychlost. Sila oscildtoru tahne systém zpdtky do rovnovazné polohy, a tak
se zacne menit poloha do zdporného sméru a hybnost bude nejnizs${ v bodé¢ C. Takto postupné
vykresli bod v grafu elipsu.

Kazdy bod v tomto grafu, jemuz fikame fazovy portrét, jednoznacné urcuje stav systému. Fazovy
portrét se nachdzi na fdzovém prostoru, coz je mnozina F = {(q4p;) : i = 1,--- ,3N}. Kazdy bod
fazového prostoru jednoznac¢né urcuje, v jakém stavu se systém nachdzi, proto bodiim fazového
prostoru Fikdme stavy fyzikdlntho systému.

Elipsa v obrdazku vySe popisuje jeden specificky oscilator. Pokud bychom chtéli fazovy portrét
vice oscildtortt s riznymi amplitudami a maximdlnimi rychlostmi (uvazujme stejnou frekvenci
kmitant), bude obrazek vypadat nasledovné:
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5.2.3 K¥ivky na fazovém prostoru

Je samozrejmé potreba néjak urcit kiivky fazového prostoru. Obecné 6N-dimenzionalni grafy
nebudeme umét jednoduse nakreslit, proto je potfeba zndt ¢asové priibéhy vsech q' a p;. Ty ziskdme
za pomoci specidlni funkce, jiz fikdme Hamiltonidn. Definujme ji vztahem

3N aL ' 3N .
H=)_ aqd £ =) ng' — L
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dd se ukdzat, Ze Hamiltonian je celkova energie systému
H(ghput) = Tlght) + V(ghq't),

navic pokud nent Lagrangidn zavisly na c¢ase explicitné, tj. 0L = 0, potom se zachovavd hodnota
Hamiltonidnu ve vsSech casech, jinak feceno: Plati zdkon zachovani energie.

Hamiltonovy kanonické rovnice jsou poté rovnice, které za pomoci Hamiltonidnu vybiraji sprav-
né krivky ve fazovém prostoru pro dany potencidl V. Rovnice maji tvar
. OH . _ O0H
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kde i probthda 3N hodnot, mame tak 6N rovnic, ale ve vSech se vyskytuji jiz pouze prvni derivace
zobecnénych souradnic a kanonickych hybnosti.
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