Fyzikalni koresponden¢ni seminai KTF MFF UK ro¢nik VIII série V

Zadani

Uloha V . 1 ... vesmirnd katastrofa

Tii planetky o stejné hmotnosti M = 10*°g jsou umistény ve vrcholech rovnostranného
trojuhelnika o stran¢ / = 100 Gm [gigametry]. Nemajice pocatecni rychlosti nezbyva jim
neZ padat vstiic jist¢ zahubg&. Urcete, za jak dlouho se srazi (rozméry planetek
zanedbejte).

Uloha V . 2 ... obvod ze zdrojii Obr. A
M¢jme velmi jednoduchy obvod slozeny

z n stejnych idealnich zdroji o napéti |I
U, sériové zapojenych do kruhu o /
poloméru r. Draty je spojujici maji _
stejnou délku a mérny odpor p na /
jednotku délky (rozméry zdroji zaned- —_—
bejte vuci obvodu kruznice). Jaké bude \
napéti mezi bodem A uprostied prvniho \

a B uprostied k—tého dratu? _\
Na obrazku Obr. A je nakresleno ||

zapojeni konkrétné pro n=12 a k=5. \|| —

Uloha V . 3 ... Ondrova stavebnice

Maly Ondra je na svij veék velice zvidavy

chlapec a misto hrani si s auticky studuje Obr. B
takika fyzikdln¢ svét. Ve své stavebnici
nalezl dievénou kouli a valec o stejném
priméru i ze stejného materidlu a jal se
délat pokusy. Vrhnul kouli a valec (bez
roztoc¢eni, viz. Obr. B) rychlosti vy po
podlaze a sledoval, na jaké rychlosti v se
pohyb téles ustali. Byl velice prekvapen,
kdyz zjistil, ze jedno z téles je rychlejsi nez
druhé. Rozeberte teoreticky jeho ,,experimentalni® zjisténi a urcete konecné rychlosti
téles. (uvazujte pouze smykové tieni s koef. u, valivé tfeni zanedbejte)

Uloha V . 4 ... kolik mame krve?

Jednou z metod métfeni objemu kapaliny, jejiZz objem se obtizné¢ méfi standardnimi
metodami, je nasledujici metoda: Pokusné osobé vpravime do téla tekutinu o objemu
V1=4cm3 obsahujici radioaktivni atomy 2Na a o celkové aktivité A;=2 500 st
Jelikoz polocas rozpadu sodiku 24 je T =15 hod, nemusime se bat o zdravi métené
osoby. Po ¢ase # =10 hod odebereme vzorek krve o objemu V, =10 cm’ a aktivite A=
2 5. Jaké mnozstvi krve obsahuje na§ pokusny ,,objekt“?

Pozn: Pokud neznate vyznam veli¢in psanych kurzivou, zkuste se podivat do né&jaké
zakladni ucebnice jaderné fyziky.

Uloha V . 5 ... chladnuti kapalin
Ve fyzice se ¢asto zkoumaji tzv. relaxacni procesy, tj. postupné ustaleni urcité fyzikalni
veli¢iny na néjaké hodnoté. V termodynamice pod pojmem relaxacni doba mame na
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Fyzikalni koresponden¢ni seminai KTF MFF UK ro¢nik VIII série V

mysli Cas, za ktery nastane mezi sledovanym systémem a jeho okolim (s néjakou
pfesnosti, danou chybou méfeni nebo fluktuacemi) termodynamickd rovnovaha.
Relaxac¢ni doba se samoziejm¢é méni od procesu, ktery sledujeme — pii vyrovnani tlakt
je to asi 107'%, pii riiznych chemickych dé&jich az mésice &i roky.

Vasim tkolem bude sledovat rychlost chladnuti dvou ¢i vice kapalin (napt. voda a olej)
za stejnych okolnich podminek. Aby se vaSe prace vice podobala skute¢nému
fyzikalnimu experimentu, prolozte naméfenymi hodnotami funkci f(f)=4Ae™ + T) a
zkuste interpretovat vypoctené konstanty nebo alesponn odhadnéte, na ¢em by mohly
zaviset. Pro ty, kdo nevi, co je to linedrni regrese, je urcen kratky odstavec o této
metod¢.

Priloha k zadani

Metoda linearni regrese

Ptedpokladejme, Ze mame k dispozici N namétenych hodnot y;, x; mezi nimiz teorie
pfedpoklada linearni zavislost y, = ax, +b. Ukazuje se, Ze podminkou pro to, aby tato

N
zavislost co nejlépe prochdzela naméfenymi hodnotami, je S ZZ(% —)71.)2 — min.
i=1
Z této podminky sta¢i nalézt rovnice pro koeficienty a, b, tomuto postupu se fika
metoda nejmensich ¢tvercl. V dalSim odvozeni budu vynechdvat meze sumace, s¢itdme
samoziejmé pro i = 1, ..., N. Soucet § je funkci a, b, nutnou podminkou extrému je, aby
parcialni derivace podle a a podle b byly nulové. Obdrzime tak dvé rovnice, které
snadno vyieSime*

; - N =y
RPN 210 LI o
oa (le.) —Nle.z

6S xi xi i
—=Zy[—a2xi—Nb:0 = b= zzz Y

ob (Z X; ) -N z x;
Pii vypodtu je samoziejmé vhodné nejprve spoéitat pfislusné sumy Zx;, Ly, Txpyy, Txi a
potom jednoduse dostaneme koeficienty a, b.
Linearni regresi lze pouzit na kazdou zavislost f ( yi) =a. g(xi ) +b, staCi provést

substituci u;, = f (yl.), v, = g(xi) a mame linedrni zavislost u, =av, +b. Priklady
takovych zavislosti:
—a : — _ 1.
y= x+b, substituce u = y, v = A,
y=Ce", substituce u=1Iny,v=x,b=InC;
\/; =a ln(bx), substituce u = \/;, v=Inx.

Ve statistické matematice se definuji nejriznéjsi veliCiny, které popisuji soubor &, pro
nas N naméfenych hodnot. Nejdilezit€jsi z nich jsou stfedni hodnota (aritmeticky

* Symbol 0 je znakem parcialni derivace, coz je totéz jako normalni derivace funkce, kdyz povazujeme
Oa

ostatni proménné (v naSem piipad¢ b) za konstanty.
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Fyzikalni koresponden¢ni seminai KTF MFF UK ro¢nik VIII série V

pramér) definovana vztahem x, = %Z &, arozptyl 0'2 = %Z(gﬁ - U §)2 . Na téchto

veli¢inach je zalozena celé teorie fyzikalnich méfeni, tim se tu ale zabyvat nebudeme.
Co je pro nas podstatné z hlediska liearni regrese je, Ze pomoci stiedni hodnoty u a
rozptylu o, resp. smérodatné odchylky o (rozptyl je druhia mocnina smérodatné
odchylky) mizeme nadefinovat tzv. koeficient korelace K, ktery nam ftika, do jaké
miry spolu souvisi naméfené hodnoty yi, x;. K je definovan takto a po upravach

dostaneme:
Kz%ﬂxy—ﬂxﬂyt ‘NZx,.yi—Zyizxi‘

c.0, \_\/Nzx;_(zx[)z\/Nny—(z%)z

Hodnoty koeficientu korelace lezi v intervalu (0,1), mizeme jej tedy vyjadfit
v procentech. I kdyz pravdépodobn¢ nechapete plné¢ matematické pozadi, vitbec nevadi,
pouzijete-li predeslé poznatky jako kuchatku na hodnoty y;, x; proslé linearni regresi.
Spodtete-li jesté sumu Xy, snadno urdite koeficient K, ktery fika to, Ze &im vice
hodnoty z regrese lezi na piimce, tim vice se blizi hodnot¢ 100% a této hodnoty
dosahne, praveé kdyz bude splnéno y;= ax;+ b. Koeficient K kolem hodnoty 50% déava
nahodnou zavislost hodnot yi, xi. Lezi-li hodnota K v intervalu (80%,100%), mizeme
prohlasit, ze mezi naméfenymi hodnotami je rozumna linearni korelace.
Zavér: Vysledky z linearni regrese maji mit asi tuto podobu:
Pro hodnoty y;, x; vychazi koeficienty linearni regrese takto: a=...; b=...
Koeficientem korelace hodnot je ...%
Poznamka: KdyZ jsme si tak krasné nadefinovali stfedni hodnotu a rozptyl, neodpustim
si dodat jesté toto. Predpokladejme, Ze jsme n—krat méfili jednu veli¢inu X (naptiklad
hmotnost zavazi) a obdrzeli tak hodnoty x;. Zavedeme-li jest¢ smérodatnou odchylku
aritmetického priméru (resp. vychdzi takto z teorie méfeni) jako o =07 /(n—1),

muzeme napsat vysledek méteni takto: Nameérili  jsme  hodnotu  veliciny
X =u, o, kde chyba vysledku je smeérodatnou odchylkou aritmetického primeéru.

Pozor! Veli¢ina o je parametrem popisujicim cely soubor naméfenych hodnot, kdeZto
o . se tyka pouze aritmetického priméru (stfedni hodnoty) méfeni.

Uloha M . 1: (M jako méfeni)

Pro ty z vas, kdo si mysli, ze pochopili metodu nejmensich ¢tevrcl a zaroven uméji
derivovat funkci vice proménych, mam nasledujici tkol.

Odvodte pro soubor N hodnot y;, x; vztahy pro koeficienty 4, B, C, které urcuji tzv.

N
kvadratickou regresi y, = Ax. + Bx, + C z podminky S = Z(yl. —)7l.)2 — min. Soucet S
i=1

chépeme jako funkci tif parametrti S = S(4,B8,C) a podminky minimality Ize psat jako
04 0B oC

Seridl na pokracovani

Jak bylo poznamenano v minulé sérii, Newtonova metoda je schopna konvergovat
velice rychle, ale je tfeba mit dostatecné¢ dobry pocatecni odhad, jinak neni uspéch jisty.
Navic musime znat kromé& funk¢nich hodnot 1 derivace v kazdém bod¢. Casto vSak o
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zkoumané¢ funkci zname velmi malo a vypocet derivace mtize byt dost nejisty a pracny.
Proto si uvedeme jesté jednu jednoduchou metodu nazyvanou prostda iterace.
Tak, jako jsme mohli kazdou tlohu prevést do tvaru f(x)=0, mizeme tento pozadavek
zménit na tvar g(x)=x. Pokud néas nenapadne nic lepsiho, mizeme tedy postupovat
prosté tak, Ze novou hodnotu x,+; dostaneme prostym vypoctem hodnoty této funkce g v
bod¢ x,. Tento postup povede k cili (tj. metoda bude konvergovat) za podminky, kterou
formuluje tzv. Banachova véta o kontrakci:
Na jistém intervalu [ = <a,b> necht’ je funkce g(x) spojita, zobrazuje interval do sebe (t;.
pro xel je opét g(x)el ) a navic je zde tzv. kontraktivni, t.j. pro kazdé x a y z intervalu [ plati

‘g(x)—g(y)‘ <q |X—y| *) pro ngjaké0 < g <1.

Pak existuje v I (jediné) feseni g(A)=A a posloupnost {x,} dana pfedpisem x,.;= g(x,) k
nému konverguje.
Diikaz ptfenechdme matematikiim (véta plati dokonce obecné v riiznych vicerozmérnych
metrickych prostorech). Podstatné pro nas je dosdhnout toho, aby byly podminky véty
splnény, tj. aby na dostatecném okoli piesného feSeni platila kontraktivita. To je
ekvivalentni podmince, ze derivace g’(x), coz je vlastn¢ limita vyrazu

( g(x) - g( y)) / (x - y) pro y se blizici k x, byla na celém intervalu (v absolutni hodnot¢)

mensi nez 1. Toho Ize dosahnout vhodnym zavedenim fce g(x) — vychézime-li ptivodné
z podminky ve tvaru f{x)=0, lze volit g(x) = f(x)k+x a parametrem k& miZeme ménit i
derivaci vysledné fce. V naSem problému se skokanem funkce f(x) v okoli hledaného
feSeni klesa, derivace je zdpornd, takze volime k jako malé kladné ¢islo.

q
I-q
mame tedy souvislost mezi skute¢nou chybou a nasim odhadem z rozdilu nasledujicich
iteraci, ktery jsme pouzivali napf. v metodé teCen. Dosadime-li si ve vyrazu (*) za y

Také je pro néas zajimavé tvrzeni, Ze chyba k—t¢ iterace je |xk - k| < |xk —xk_l| —

koten A, snadno ovéfime z nerovnosti ‘ g(x) - 7»‘ <q |x —Al, ze tato metoda konverguje

linedrn¢ (s pomérem g). Nabizi se pak (podobné jako v minulych metodach) pouzit
Aitkiniv proces, ktery (az na vyjimecné ptipady) zvysi rychlost konvergence na
kvadratickou. (Abychom uvedli véci na pravou miru, je tieba poznamenat, Ze teprve
nyni je pouziti tohoto procesu zcela opravnéné — pouze v piipade, ze se nase fada blizi k
feSeni monotonné, tj.— preciznéji (x—A) neméni znaménko, lze zarucit spolehlivé
chovani vzorce pro Aitkinovo urychleni. V pfedchozich metodach totiz mohla iterace
preskocit z jedné strany kofene na druhou a potom jsme casto dostali extrapolaci odhad
1 mimo ptvodni interval. To, Ze jsme neziidka doséhli dobrého urychleni, bylo ddno jak
vhodnym priabéhem zkoumané funkce, tak i pozitivnim vlivem naruSeni ptili§ pomalé a
jednotvarné konvergence napt. metody regula-falsi. Nyni jiz vSak dava Aitkiniv vzorec
spolehlivé vysledky zejména v blizkosti feseni.

Program s pouzitim této metody vznikne trivialni Gpravou (spiSe zjednodusenim) pied-
chozich, takze ho nebudeme uvadét.

Vénujme se radéji jesté chvili problému naznaceném v ivodu serialu. Mame vice rovnic
(obecné n) obsahujici také n neznamych proménnych x'...x". Spoletné feSeni téchto
rovnic pak hleddme jako n—tici Cisel 1( xl...xln), kterou mizu chépat i jako vektor X on
slozkach a soustavu rovnic psat jako f ()r() =0 (fjako vektor znamena, Ze prvni rovnice

je slozka f] ()r() =0, druhd f, ()r() =0 atd.). To ndm pomize rozhodnout, jak blizko
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D r r ,
, stejné jako Hx ; —X , se musi

NP SRV : r T
pfesnému feSeni jsme — velikost vektoru ||x P — X,

pres
blizit 0. Problém je ovSem s pouzitim nék:[erych metod — napf. u metody seCen ne‘?o
regula falsi ndm z vychozich bodii a a b da kazda rovnice f, Jiny prisecik s 0.
Nejsnazsi je vyjit z pravé popsané metody prosté iterace. Pfevedeme funkce f; na g;, pro
, . . LIy T y L f - . . . .

které by mélo platit g(x) =X, a predpokladejme, Ze jsou splnény podobné podminky
kontraktivnosti jako v prvnim piipadé: Hé()r() — é&)” <q ”)r‘ - §7|| .

Potom nase metoda spolehlivé konverguje k cili.

[lustrujme si to na ptikladu dvou rovnic o dvou neznadmych: r(x, y)=0 a s(x, y)=0

prevedeme na pozad. tvar napft. u(x, y)= r(x, y)+tx, v(x, y)=s(x, )ty (ptipadné zvolime
vhodné koeficienty u » a s). Pozadovanou piesnost vysledku budeme srovnavat s

X = \/(xk _xk+l)2 +(J’k _J’k+1)2 .

r
||Xk Xy

Pér slov k feSeni minulych dvou uloh. V prvni §lo o snadnou variaci na téma rozebirané
minule, vénujme se tedy radé¢ji druhé z nich, ve které jste méli analyzovat vysledky
dosazené v predchozich metodach v zavislosti na dosaZené presnosti. N&kteti z fesitelt
se néco takového pokouseli jiz v minulych ulohdch (mozné jim nebylo jasné, co se od
nich zada). Uved’'me napted strohé vysledky:

metoda bisekce:

hruby pocat. interval (0,1;10) jemny pocat. interval (0,8;1,02)
Cislo rad dosazena hodnota cislo rad dosazend hodnota
kroku chyby kroku chyby
7 1 1,05477695312500 1 1 0,98500000000000
10 2 1,02059760742187 2 4 1,01562500000000
14 3 1,01785105285644 3 8 1,01808593750000
17 4 1,01811807899475 4 11 1,01812011718750
20 5 1,01812284731864 5 14 1,01812438964843
24 6 1,01812731762230 6 18 1,01812732696533
27 7 1,01812742937989 7 21 1,01812742710113
30 8 1,01812744334959 8 24 1,01812744796276
34 9 1,01812744422270 9 28 1,01812744405120
37 10 1,01812744425907 10 31 1,01812744421418
40 11 1,01812744423634 11 34 1,01812744423456
44 12 1,01812744423435 12 38 1,01812744423430
47 13 1,01812744423410 13 41 1,01812744423408
50 14 1,01812744423410 14 44 1,01812744423411
54 15 1,01812744423411 15 47 1,01812744423411
57 16 1,01812744423411 16 51 1,01812744423411
60 17 1,01812744423411 17 54 1,01812744423411
64 18 1,01812744423411 18 57 1,01812744423411
metoda secen:
hruby pocat. interval (0,1;10) jemny pocat. interval (0,8;1,02)
cislo k. | rad ch. dosazena hodnota cislo k. rad ch. dosazena hodnota

1 1 0,52740834753989 1 1 1,02242032120419
11 2 1,01839659910820 1 2 1,02242032120419
12 3 1,01812275921560 3 3 1,01812630869317
13 5 1,01812743819779 3 4 1,01812630869317
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14 8 1,01812744423424 4 5 1,01812744454176
15 12 1,01812744423411 5 9 1,01812744423410
16 17 1,01812744423411 6 14 1,01812744423411
17 28 1,01812744423411 7 18 1,01812744423411
17 58 1,01812744423411 9 58 1,01812744423411
metoda tecen:
hruby pocat. interval (0,1;10) jemny pocat. interval (0,8;1,02)
cislo k. | rad ch. dosazena hodnota cislo k. rad ch. dosazena hodnota
9 1 1,01888631247197 0 1 1,02007489078427
10 3 1,01813018171798 1 2 1,01814523547248
11 5 1,01812744427003 2 4 1,01812744575125
12 10 1,01812744423411 3 8 1,01812744423411
13 18 1,01812744423411 4 16 1,01812744423411
5 18 1,01812744423411
Graf A znazoriiuje obsah ptedchozich tabulek
70 +—
60 ././.

50 —

N
S
I
T

pocet kroku

A

f
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Fad presnosti

‘ —®— bisekce h. — T bisekcej. —*——seényh. — < seCnyj. —+—teényh. —2&— teényj. ‘

Metoda regula-falsi neni zde zahrnuta: jak bylo poznamenano diive, konverguje v
nasem piipadé¢ velmi pomalu (hife nez bisekce), dokud nedosdhne dostatecného
priblizeni k hledanému feSeni. Proto by lezela v grafu né¢kde vysoko nad vynesenymi
carami.

Jak je nejlépe patrno z grafického znazornéni, metoda bisekce je krasné linearni, u
druhych dvou metod neni tézké prolozit ziskanou zavislosti parabolu (abychom tento
predpoklad ovéfili, museli bychom pocitat do podstatné vysSich fadii pfesnosti, na coz
nam nedostacuji vypocetni prostiedky.)

Uloha S . 5: (obycejna)

Sestavte program pro itera¢ni metodu a zvolte vhodnou konst. k£ pro fci g., abyste
dostali vhodny interval okolo 1 spliujici kontraktivnost. Ovéite linearni konvergenci a
zkuste zjistit miru zrychleni pti uziti Aitkinova procesu.
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Uloha S . 6: (prémiova pro naroéné - zvlastni dotace 5 bod)

Chceme-li demonstrovat metodu feSeni soustavy rovnic na nasem skokanovi, budeme
muset pfidat dal$i podminku: dejme tomu, Ze prvni dopad na prkno se mu zdal piili§
tvrdy; rozhodl se tedy rozkyvat prkno natolik (zménit amplitudu kmiti), aby druha
srazka s prknem probéhla se zanedbatelnou vzajemnou rychlosti. Tedy jak hodnota
Funkce, tak Derivace (uvedena v minulém dile) byla v okamzik srazky rovna nule.
Vasim tkolem je najit potfebnou amplitudu 4, a dobu druhého skoku 7, (odrazi se opét
dole...).
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ReSeni

Uloha I1 . 1 ... zasnéiend (maximum poctu bodii 5; Fesilo 40 studentiy)
Uvazujme nejprve element drahy As (viz Obr.

C). Primét sily F' do sméru pohybu je ziejmée Obr. C
F=mgfcosa+mgsina. Element prace AW

vykonané podél této drahy je pak AW =F As,

neboli v naSem ptipade mame ¢)
AW=(mgfcosa+mgsina) As. Jelikoz As Ay

cosa=Ax/As a sina=Ay/As, dostavaime

AW = mgfAx +mg Ay . Po seteni viech &
ptispévklt W=m g fx+ m gy. Prace potiebna AX

na vytaZzeni sanék tedy nezavisi na tvaru

kopce, jak vétSina z vas spavné uvedla.

Nejcastéjsi chybou bylo nespravné pouziti vztahu W = F s, ktery plati pouze tehdy, ma-
li sila stejny smér jako drdha s . Obecné plati W =F.s = F s cosf, kde £ je tihel mezi
Fas.

Jaroslav Hamrle

Uloha I1 . 2 ... kostka (maximum poctu bodii 3, bonusu 1; Fesilo 33 studentii)

Po vhozeni hexaedru do vody se vzniklé vIinéni $ifi podle Huygensova(—Fresnelova)
principu. Znamena to, Zze chceme-li znat novou vinoplochu, zkonstruujeme ji jako vnéjsi
tecnou obalku tzv. elementdrnich vinoploch. Tyto maji kruhovy tvar a vychazeji ze
vSech bodil vlnoplochy staré (situaci ilustruje Obr. D). VInoplocha po vhozeni hexaedru
bude tedy vypadat asi jako na Obr. E.Z obrazku je také patrné, jak bude vlnoplocha
vypadat ve velké vzdalenosti — bude se

Obr.D Obr. E

blizit kruznici.

kruhovy tvar vlnoplochy zpozorujeme mnohem dfive, nez by mélo odpovidat nasi
predstavé. Cast vinoplochy vznikla od hrany bude pochopitelné mnohem vyraznéjsi nez
¢ast vznikla od vrcholu, elementdrni vlnoplochy se tedy budou S§ifit prevazné od
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,Hhranove ¢asti vinoplochy. Pocitatovym modelem lze shodu této predstavy s realitou
oveftit.
Michal Hvézda

Uloha II1 . 3 ... polytropa (maximum poctu bodii 5, bonusu 1; fesilo 23 studentiy)
Nejprve stanovime zavislost poctu srazek Ny za jednotku ¢asu na stavovych veli¢inach
p,V a T. Jedna c¢astice se za jednotku Casu srazi primémé x krat, pficemz x =v /[ ,
kde v je stfedni rychlost atomu a / je stfedni délka drahy mezi srazkami ( tzv. stfedni
volna dréha ). Stfedni rychlost v zavisi pouze na teploté 7', je imérna Jr (v~ JT ).
Stfedni volnou drahu spocteme za zjednodusujiciho predpokladu, Ze vSechny ostatni
atomy stoji. Bude-li primér atomu D, pak se srazi s prvni Castici, jejiz stfed bude ve
valci s podstavou o poloméru D a s osou ve sméru pohybu atomu. Stfedni volna draha je
pak takova vySka valce, pii které se v ném ndchdzi pravé jedna Castice, neboli
nlzD*=1,kde n je pocet atomil v jednotce objemu. Pro polet srazek ¢astice x tak
dostavame x =v 7 D*n =(v zD*N)/ V , kde N je celkovy pocet atomi a V celkovy
objem plynu. Pokud bychom chtéli zapocitat pohyb ostatnich atomt, museli bychom
misto stfedni rychlosti atomu v uvazovat stfedni vzajemnou rychlost mezi Casticemi,
coz by se nakonec projevilo pro nas ucel nepodstatnym faktorem V2.

Mezi celkovym poctem srazek Ny a poCtem srazek jedné castice x plati jednoduchy
vztah Ng=0,5N.x ( mame N Ccastic, z nichZ kazda se za jednotku Casu srazi x krat,
faktor 0,5 je tam proto, abychom nezapocitavali srazku dvakrat ). Jestlize pocet ¢astic N
zustava béhem déje konstantni, dostdvame pro zavislost celkového poctu srazek Ns na
stavovych veli¢inach Ny ~NTI V.

Ma-1i se zachovavat celkovy pocet srazek, pak T/ V=K, takze T=K;*V > Po
dosazeni do stavové rovnice pV =K, K> V* obdrzime pV'=K; ,kde Ki, K>, K5 jsou
n¢jaké konstanty. V piipadé¢ b) jetedy a=-1.

Pocet srazek v jednotce objemu je ziejmé Ns/ V ~ NS Obdobnym postupem
dostaneme \/?/ y2= Li; T= L12V4 ; pV = L2L12 V4;pV'3 = L3, kde Ly, Ly, L3 jsou opét
konstanty. V pfipad¢ a) vyslo a=-3.

Spousta z vas uvazovala, Ze tlak je imérny poctu srazek Ns . Tato pifima souvislost
existuje pouze pro pocet ndrazi ¢astic na sténu. Pocet téchto srazek je vSak pti béznych
podminkach zanedbatelny vici poctu srazek mezi atomy.

SaSa Kupco

Uloha II1 . 4 ... odpor 4—rozmérné krychle (maximum poctu bodii 5; resilo 28 studentiy)
Odpor c¢tyfrozmérné krychle krychle byl pro vas

snadnéjSim tUkolem nez jsem cekal. Témér Obr. F
vSichni jste jej urcCili spravné a vétSina z vas se

pokusila s vét§im ¢i mens$im uspéchem vysledek H H ol H o
zobecnit na n rozmérd. Nyni jiz ke spravnému

feSeni.

Ctyirozmérnou krychli je mozno vzhledem k
symetrii Ulohy pftekreslit do ekvivalentniho

zapojeni podle Obr. F. V i—té vrstvé je m; odpordt Y H Y F Y - Y

a kazdym tece proud I/ m; , ubytek napéti na 4 12 12 4
dané vrstvé je RI/ m;. Celkovy odpor proto bude

) _ " odport ve vrstveé
(vistev méme n=dim) R, =R 1/m,.
i=1
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Jedinym ukolem zlstava urceni m;.

Nasledujici zptsob feSeni byl nejcastéjsi. M&me n rozmérny prostor, pravouhlou
soustavu soufadnou. Vrcholy krychle lezi v bodech se soufadnicemi (0,0,...,0) az
(1,1,..,1) (zé&pis soufadnice bodu miize obsahovat pouze 1 nebo 0). Definujme
vzdalenost vrcholu od pocatku jako minimalni pocet hran, ptes které musime projit. Pro

pocet v; vrcholl vzdalenych d od pocatku plati vztah v,; = (Z] . Z vrcholu ve vzdalenosti

d vede (n-d) odport k vrchollim ve vzdalenosti d+1. Pocet odport v i—té (mezi vrcholy

vzdalené i a i+1 od pocatku ) vrstvé je proto dan vztahem m; = (n-d)@. Celkovy odpor

n—1
bude R, :RZI (n—d)[:g Pro n=4 dostdvame R.=2/3R a tifeba pro n=5 —
d=1

R =8/15R. Pro velkd n tato fada konverguje jako R..x=2R/n, coZ znamend, ze pro
n—>o:R—>0.

Viadimir Slavik

Uloha 11 . 5 ... grant stry¢ka Skrblika

(maximum poctu bodii 6, bonusu 3; rFesilo 22 studentii)

Tuto ulohu vypracovalo asi 20 feSitelt, z toho asi 1/4 stile nevi, co to znamena
experimentalni tloha! Jestlize navrhnete feSeni, ale experiment, at’ jiz z jakéhokoliv
divodu neprovedete, nemlzete bohuzel dostat vice nez 1/2 moznych bodl. Ale zpét k
ptikladu, celkem ndm dosly 4 zpiisoby feSeni:

a) Prvnim (nevyuzivalo se zde napovézeného provéseného provazku, ale to nebylo
nutnosti) bylo feSeni pomoci paky vytvoiené z pravitka. Na jedné strané zavéSena lzice,
na druhé zavazi. Posouvanim po pravitku se hledala rovnovaha. Celé nejdiive ve
vzduchu, poté s ponofenou 1Zici ve vodé€. Zde problém nebyl.

b) Druhou metodou bylo piivazani

provazku k jednomu hiebiku a ptehozeni Obr. G
ptes druhy jako kladku, viz Obr. G. Jeden
z predméti pak byl navdzan na konci A B

provazku, druhy zavéSen na useku mezi
hiebiky. Soustava se vyrovnala tak, ze
rozklad my vyrovnala mz. Stacilo zméfit
napt. DC. Totéz pak pro jedno ze zavazi
ponotfené¢ ve vode. Zde bylo jednodussi my
posunout zavazi my do stiedu (jisté
zjednoduSeni silového rozkladu).
Problémem bylo jist¢ tfeni mezi
provazkem a hiebikem, které jste fesili
mazanim provazku ¢i pouzitim kolecka. I
vysledky této metody vychazely v mezich normy.

c) Tteti (oproti ostatnim asi nejméné presnou) metodou bylo méteni prodlouzeni nité
pii zavéSeni zavazi znamé hmotnosti, 1zice ve vzduchu a ve vod¢ (dle Hookova zédkona).
Bohuzel hlinikova lzice neni dostatecné tézka, aby toto prodlouzeni bylo rozumné
méfitelné, z ¢ehoz plynula znacné chyba métenti.

d) Ctvrtou a posledni metodou byla tzv. metoda ,nitkovych vazek“. Zde si fada
resiteld s timto zafizenim nepohrala a méfila zbytecné mnoho parametrd, potili se se
silovymi rozklady atp. Proto tuto metodu bliZze rozebereme:

Vychazelo se z provazku provéSen¢ho mezi hiebiky. Na provazek se zavésila 1zice a
zé&vazi o zndmé hmotnosti. Viz. Obr. I

mp
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Nyni se posunovalo zavazim (¢i 1zici, ¢i obojim) tak, aby se provazek mezi 1zici a
zavazim (CD) stal vodorovnym (rovnobéznym s EF). Viz. Obr. H
Uhly a a  ur¢ime ze vztahu:

x F y K
o)) =— = —— t =L =2
gla)=- F, gh) =+ F,
, o« y X
po Uprave: = atedy: y.F_, =x.F,
g(B)  tg(a) “ “

fog X
z toho dostdvame: m, =—.m, .

Nyni ponofime 1zici do vody a opét vyrovname podle Obr. H. a dosadime do tvaru:
x"ngzy"FgL 5 Fg'L :FgL_VszOg

m
F =gV(py _szo) sV =—t
P ar
, _&gm
F, = Ly szo)
Al
po dosazeni: p ,, :x'—y.pH o -
xyr _x!y 2

Vsechny veli¢iny x, y ,x",y" 1ze jednoduse a ptesné zmérit.

Zavér: Jak je vidét, u téchto metod bylo mozné dotdhnout feSeni do tvaru, kde
nefiguroval objem lzice, ktery cast feSiteld zjiStovala ponofovanim lZice do kyblu a
méfenim zmény urovné hladiny. To je pfi poméru objemi Izice a kyblu metoda znacné
nepfesna (avSak pravdépodobné jedind mozna). Bylo lepsi se méfeni objemu lzice
vyhnout tpravou na tvar, kde se objem V' nevyskytoval.

Mirek Panos$

Obr. 1

mgz
E obr. 2. F
/AE/ =/BF/
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Poriadi iesitelii po tietim kole
Jméno | Piijmeni | T¥ida [Skola Handi|1(2|3|4|5|S2|IIl. | BB| PB
cap S.
0 |Student |Pilny 0.© |MFF UK Praha 100% [5(3(5]|5|1615(29 (80| 80
1 Rudolf  [Sykora 3.A |G Hejc¢in 82% |5|4(-|5|-|15(19 70| 57
2 |Matous [Jirak 3.A |G Ric¢any 87% |5(3(6]4|5]|-123|62]| 54
3 Jindtich |Kolorenc 4.G |G Nova Paka 67% |5|3|5|0[(6]5]|24|79| 53
4-5 |Michal |Fabinger 4.E |G Nad Aleji Praha 67% [5(3(3|5|6|5(|27 (75| 50
4-5 |Jiri Franta 3.A |G Ptibram 87% |4(3(0(3]6|3 (19|57 | 50
6 |Pfremysl |Koloren¢ | kvinta |G Nova Paka 98% |5]3(3 652246 | 45
7  |Peter Macak 4.A |G Jur. Hronca Bratislava 73% |5|3[5|5[-]-|18| 56| 41
8-9 |Martin [Krsek 4.A |G J.K.Tyla Hradec Kralové 77% [5(3(0]5]9|2 |24 (51| 39
8-9 |Pavel Bubak 3.A |G tf. kpt. JaroSe Brno 86% [2(2(0|5]|-|5|14 45| 39
10 - 11 |[Martin  [Hadravek 3A |G Jirovcova Ceské| 88% [5(3(2(4|-|-|14 |42 37
Budéjovice
10 - 11 |Zdenka |[Broklova kvinta |G Policka 107% |5 S515(-(15(35| 37
12 |Vlastimil |Ktapek 2.C |G Kftenova Brno 98% [5(3(2|0|-|-110|37]| 36
13 - 14 |David Necas 4.A |G tf. kpt. Jarose Brno 75% [5)-1-|5|-|-110 |47 ]| 35
13 - 14 |Jakub Machek 3.A |G Zdar nad Sazavou 88% [5]|3]|-(4|6]-|18 |40 35
15 [Marta Bednarova | 4.A |G tf. kpt. JaroSe Brno 73% [5(3]-|5|-|-|13 |47 | 34
16 - 17 |Jiri Walek 4.B |G soukromé Havitov 78% [5]3]0|5|5|-]18 |40 | 31
16 - 17 |Martin  |Hala kvinta |G Rumburk 98% |[5]-]-|-|6|-|11|31] 31
18 [Josef Seda 2.C |G Kfenova Brno 99% |5(3|3(0|1|-]12(29| 29
19 - 20 |David Stanovsky 4.D |G Pardubice 75% (513 4(-12]14 |38 | 28
19 - 20 |Robert  |Samal 4.D |G Zborovska Praha 75% [5]-13|3|3|-|14 |38 | 28
21 - 22 |Veronika |Stulikova 3.B |G Beroun 89% |11 4(6]-112 |30 | 27
21 -22 [Michal |Vopalensky| 3.D |G Jihlava 88% |[5(3(3|-|-|-|11 30| 27
23 |Jaroslav |Brzak 3.7 |G Novy Bydzov 89% |2|3(4(0]|6]-[15]|29 | 26
24 |Petr Vejchoda 3.A |G Bro 88% |[5(2(-1-12]-19 [28] 25
25 |Martin  |Vohralik 4.D |G Pardubice 78% [5(3]0|4]|-|-]12 |31 ]| 24
26 |Michal |Bursa 3.B |G Jana Keplera Praha 88% |[1|2(-13]|-]-1] 6 [26] 23
27 -72 |Robert  |Spalek 3.A |G Brmo 89% |[1(2(0|5]-]-1| 8 [22] 20
27 -72 |Vaclav  |Porod kvinta |G 100% |5|3(4]|3(5]-]20]|20]| 20
29 - 30 |Jan Rychtar 4.C |G Strahonice 8% |-1-1-]-[-1-101]24] 19
29 - 30 |Jan Foretnik 3.A |G tt. kpt. JaroSe Brno 8% |[-|-[-1-1-1-101(22] 19
31 - 32 |Lubomir |Zrnecko 4.7 |G Rumburk 78% (2[-1-|-|-|-12[23] 18
31-32 |Anna Jancatikova| 3.C |G Zborovska Praha 87% |-|-[-15|3|-1| 8 [21] 18
33-34 |Martin  |Cada 4B |G Jesenik 79% |3(3|-(0]|-|-]| 6 (22| 17
33 - 34 |David Baca 3.A |G Frydlant n. O. 89% |3 (2|-|-|-|-15 (19| 17
35 [|Pavel Klang 3.A |G tf. kpt. JaroSe Brno 88% |[2(2|-|5]-]1-19 [18] 16
36 |Marie Maskova 3.7 |G PORG Praha - Liben 89% |-|-[-|-|-|-10[17] 15
37 |Tomas |Kolsky 2.C |G Zborovska Praha 99% (2[-|-|-|-|-1] 2 |14] 14
38 -39 |Jana Kolackova |oktava |PORG PORG Praha 8 - Liben | 78% (5|2(0|-|-|-1| 7 | 17| 13
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38 - 39 |Gabriela |[Randédkova | 4.A |G Brandys nad Labem 79% | - -l-10[16] 13
40 - 42 (Pavel Kraus kvinta |G Masarykovo Plzen 99% | - -1-1 0 [12] 12
40 - 42 (Kamil Rezad kvinta [G J. Vrchlického Klatovy 110% |0 |2 31-1 5 (11 12
40 - 42 |Karel Kolar kvarta |G SuSice 119% | - -1-10 (10| 12
43 - 45 [Tomas  |Vojta 4.2 |G 79% |5 21-17 114 11
43 - 45 |Jiti Sulovsky 3.D |G F.X.Saldy Liberec 89% | - -1-10[12] 11
43 - 45 |[Rudolf  |Bilek kvinta [G J. Vrchlického Klatovy 100% | 1|2 4(-17 |11 ] 11
46 - 47 |Josef Janovec 4.B |SPSt Pelcla Rychnov n. Kn. 79% | - 31-13 (12] 10
46 - 47 |Kristyna |Kupkova 4.C |G Nad aleji Praha 6 79% |5 -l-1 5 (12| 10
48 - 50 [Martin  [Navratil 4.A |G Karlovy Vary 78% | - -l-10(11] 9
48 - 50 [Martin  |Cizek 3.7 |SUSt Sezimovo usti 90% |12 31-16 [10] 9
48 - 50 |Jiti Smola Q |G J. Vrchlického Klatovy 109% | - -1-1018 9
51 - 56 |Petr Doubek 4.D |G Pardubice 78% | - -1-1019 7
51-56 |Jan Horacek 4.A |G Valasské Mezifici 78% | - -1-1019 7
51-56 |Zdenek |Hmcir 4.A |G Brandys nad Labem 79% |0 -l-1 19 7
51-56 |Blanka (JanouSova 4.A |G Na Vitézné plani Praha 4 78% | - -1-1019 7
51 - 56 |Miroslav |Jilek 3.A |G Policka 88% | - -l-1 08 7
51 - 56 |Viktorie |Slisové kvinta |G Rumburk 110% | - -1-101]6 7
57 - 60 |Karel Svadlenka 4.A |G Ceské Budgjovice 79% | - -1-1018 6
57 - 60 [Zdenék |Zabokrtsky | 4.C |G F.M.Pelcla Rychnov n. Kn. | 79% | - -1-1018 6
57 - 60 |Radek  |Podhajsky 3.A |G Marianské Lazné 89% | - -l -1 0|7 6
57 - 60 (Milos Roskot 2.C |G BN Benesov 100% | - -1 016 6
61 - 64 |Mat¢j Liszka 4.A |G Frydecka Cesky Té&sin 78% | - -1-10 (7 5
61 - 64 |Tomas |(Belza 3.D |0 F.X.Saldy Liberec 90% | - -1-101]6 5
61 - 64 |Josef Marcel Q |G J. Vrchlického Klatovy 100% | O -l-1 115 5
61 - 64 |[Katetina |Nohavova 2.C |G Jana Keplera Praha 100% | - -1-1 0|5 5

65 |Karel  |Borovicka | 3.D |G F.X.Saldy Liberec 90% |- -l-101] 4] 4
66 - 69 |Kristina |Bartkova 4.C |G J.A.Komenského Uh. Brod | 79% | - -1-101| 4 3
66 - 69 [Matous (Borak 4.C |G Cs. Exilu Ostrava - Poruba | 80% | - -1-101| 4 3
66 - 69 [Tomas  [Cernoch 4.C |G Nad stolou Praha 78% | - -1-101 4 3
66 - 69 (Petr Hladik 2.A |SPSa Mélnik 100% | - -1-1013 3

70  |Monika |Stastkova 4.A |G Praha 80% | - -1-10 1|2 2
71 - 72 |Pavel Kristen kvarta |G Tyn n. Vltavou 110% | - -l-1 01 1
71 - 72 |Petr Sedlacek 2.C |G Benesov 100% | - -1-10 (1 1

Termin odeslani: 1. kvétna 1995
Adresa: FKS, KTF MFF UK, V HoleSovi¢kach 2, 180 00 Praha
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