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Zadani IV. serie

Termin odeslani: 3. brezna 2003

Mili resitele!

Se zadanim ctvrté série FYKOSu si vas dovolujeme pozvat na nasi tradiéni akci — Den
s experimentalni fyzikou, béhem které se muzete porozhlédnout po fyzikalnich pracovistich
UK MFF a CVUT FJFI. Kon4 se 20. biezna 2003 v budové MFF v Tréji. P¥ihlasku ndm poslete
do 3. bfezna postou spolu s feSenim nebo lépe e-mailem na adresu dsef@fykos.mff.cuni.cz. Staci
uvést jméno a ¢islo svého OP, které musime predem odevzdat obsluze jaderného reaktoru.
S dalsi sérii obdrzi ptihlaseni popis cesty, podrobny program a omluvenku do skoly.

Kromé navstévy jaderného reaktoru Vrabec jsou v planu exkurze na linearni urychlovac

Castic, pracovisté elektronové mikroskopie, katedru nizkych teplot a dalsi. Uvidite i misto, kde
vznikd FYKOS!

A nakonec upozornéni. Pokud jste v tomto ro¢niku jesté neposlali zadné feseni a chcete
nadale dostavat vzorova feseni a nova zadéni, ozvéte se ndm (postou nebo e-mailem). Ostatni

vyfradime z databaze fesiteld. .. T
vasi organizatori

Uloha IV .1 ... ramus ve vesmiru

a) Hustota mezihvézdného prostfedi je asi 10 az 10000 ¢astic na metr krychlovy. Tvoii ho
prevazné vodik. Vzdalenost mezi Casticemi je tak velkd, ze se toto prostiedi chové jako
idedlni plyn. Na véas je rozmyslet, zda se v takovém ,vakuu* muze $ifit zvuk a pokud ano,
jaka muze byt jeho frekvence?

b) Jakd je maximalni frekvence zvuku, ktery se mtze $ifit ve vzduchu za normdlnich podmi-
nek?

Uloha IV .2 ... galakticky paradox

Ve slune¢ni soustavé se planety, které jsou ke Slunci blize, pohybuji rychleji nez planety
vzdalené€jsi. V Galaxii se hvézdy blize stfedu pohybuji pomaleji nez hvézdy vzdalenéjsi. Zdi-
vodnéte tento zdanlivy rozpor.

Uloha IV .3 ... plavajici ledovec

Predstavme si ve vesmiru rotujici planetu pokrytou po celém povrchu hlubokym ocednem.
Na planeté v urcitém misté pristane kosmicky mnohozivelnik, ktery volné plove na hladiné a
neni vybaven pohonem pouzitelnym ve vodé. Jakym smérem se zac¢ne z klidu pohybovat?

Uloha IV .4 ... ekvipotencidly
Zjistéte pomér velikosti ndboji dvou ¢astic. Ekvipotencidly jejich elektrického pole vidite
na obr. 3 na str. 2. Zkuste také odhadnout presnost vasi metody.
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Uloha IV . P ... ndsobi¢ napéti

IN

IN@—‘

G ouT
Obr. 1. Nasobi¢ napéti Obr. 2. Miniverze

Na vstup (IN) obvodu na obr. 1 pfivedeme viéi zemi (G) harmonické stiidavé napéti
o amplitudé U a frekvenci f. Jaké napéti namé¥ime na vystupu (OUT)? Diody povaZzujte za
idedlni, velikosti kapacit si zvolte nebo feste tlohu obecné. Nevite-li si rady, zkuste nejprve
jednodussi piipad — zapojeni pouze se dvéma diodami a kondenzéatory (viz obr. 2).

Uloha IV .E ... od medvidka Pii

Vyzkumny tstav medvidka P pifi AV CR vypsal grant ve vys$i osmi (vyjimeéné vice)
bodu na zméreni zavislosti viskozity medu na teploté. Nezapomente uvést druh medu, ktery
pouzivate.

Obr. 3. Naméfeny tvar ekvipotencial elektrického pole dvou castic
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Reseni ll. série

Uloha II.1 ... ztraceni v temnoté& (3 body; primér 1,52; vesilo 31 studenti)

Jenicek a Marenka, zabrani do zavazné diskuze nad zajimavym fyzikalnim problémem,
zbloudili v temném hvozdu. A tak, ve snaze nalézt vychodisko ze zoufalé situace, rozhodl se
Jenicek vylézt na statny smrk v nadéji, Ze svym ostfizim zrakem zahlédne spasny zablesk svétla.
Jak nejdale od této dfeviny by se muselo nachazet nechvalné proslulé obydli jesté nechvalnéji
proslulé okultistky a gurmanky Jagy Babové, aby Jenicek ziskal falesnou nadéji na zachranu
v disledku osviceni 100 W zarovkou svitici v obyvacim pokoji vySe zminéného domu?

Fotometricky pfistup

Priklad budeme fesit tfemi ruznymi zptusoby a vysledky porovname. Prvné feSme problém
z hlediska fotometrickych veli¢in. Zarovku povazujme za zdroj svétla o svitivosti 200 cd. Mi-
nimélni osvétleni, které je lidské oko jesté schopné registrovat, je pfiblizné 3 - 1075 lux. Tyto
hodnoty si vétsina z vas nékde nasla a povazovala je za spravné. Mezi osvétlenim [ a svitivosti F

plati vztah
E |E
I = - = r=14/— = 2600m.
r 1

Jelikoz zarovka nesviti jenom ve viditelné ¢asti spektra, ale prevazné v infracervené, budeme
ve skutecnosti zarovku vidét jako slabsi zdroj. Budeme ji tedy vidét blize nez jsme spocetli.
Dale svitivost zarovky zavisi na geometrii jejiho natoceni vici pozorovateli. Kdyz se na zarovku
divdme z boku, zd4 se ndm méné jasna, nez kdyz se na ni divame z vrchu. Geometrii natoc¢eni
déle neuvazujeme.

Bolometricky pristup 1

Bolometrické korekce je rozdil magnitud naméfenych vizualné (pouhym okem) a bolomet-
rem (pfistrojem zaznamendvajicim veskeré zafeni). U Slunce je pfiblizné —0,07™€. Pro téleso
s barevnou teplotou 2 800 K, kterou vétsinou uvadeéji vyrobci zarovek, ma bolometricka teplota
hodnotu® —3,8™28,

V zavislosti na spektru tato hodnota mutze kolisat i o né€kolik desetin magnitudy. arovka,
kterou budeme vidét jako hvézdu 6™%8, bude mit diky bolometrické korekci bolometrickou
magnitu 2,2M&.

Pouzijme nyni Pogsonovu rovnici, kterda nam popisuje vztah mezi magnitudou a zafivym
vykonem hvézdy (mi1 a meo jsou magnitudy piislusejici intenzitdm zafeni I a I2)

I
mi1 — ma = log T
1

Nulovy kalibraéni bod je déan tak, Ze téleso zafici s intenzitou 1 W-m™2 vnimame jako
hvézdu z jasnosti —13,89™2¢. Nejslabsi hvézdy viditelné pouhym okem maji zhruba 6™%% (za

D Pro vypocet byl pouzit empiricky fit podle ¢lanku The Composite Observational — Theore-
tical HR Diagram, The Journal of the Royal Astronomical Society of Canada, February/March
1998 Volume 92 Number 1 [669] page 36.
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pfedpokladu ¢isté oblohy, nepfesvétlené okolnim pouliénim osvétlenim). Ostry zrak dovede
vidét hvézdy az sedmé magnitudy. Fyziologické maximum je odhadovdno na 9™ takovy
pozorovatel by ale musel byt nékolik dni zavien v Uplné temnoté, aby si jeho o¢i zvykly na
tmu. Déle budeme pocitat s tim, ze Jenik vidi hvézdy nanejvys 6™*€.

Py 100W
2,278 _ (~13.89™%) = —25log — 2 = —2,5log ————

( ) o8 4AmriSo o8 4nr? - 1W-m—2
kde Py je vykon zarovky a S je jednotkova intenzita. Po dosazeni dostaneme vzdélenost zhruba
4600 metri.

Bolometricky pristup 2

Lze také poéitat s tim, Ze intenzité 2,52 - 1078 W-m ™2 odpovida? bolometrickych 0™&.
Magnitudé 2,2™2¢ odpovida intenzita I = 3,3 - 10~° W-m~2. Po dosazeni do vzorce

[
TV 4xI?

dostaneme vzdélenost zhruba 4900 metra.
Zavér

Vidime tedy, Ze tfemi riiznymi zptsoby dostaneme dva ruzné vysledky. Domnivame se, Ze
rozdil je zpusoben pfedev§im hodnotami v prvnim pfipadé, které nejsou prilis presné.

Kdybychom chtéli vysledek pfesnéji, nesmime zapominat na extinkci vzduchu. Ta ¢ini
zhruba 1™2# na 15 kilometri. To je zhruba 15 %, tedy Jaga bydli o pil kilometru bliz. Nezbyva
nic jiného, nez poptat Jenickovi a Mafence bloudéni krajem do rozednéni. Zachrani tim zivot
starence.

V pripadé, ze Jaga presedlala na halogenky, jejichZ teplota byva zhruba 4 200 K, budou to
mit dale. O kolik, to si pilny ¢tenaf dopocte sam. Pavol Habuda

bzuco@fykos.mff.cuni.cz

Uloha II.2 ... maly velky problém (4} body; primeér 2,84; fesilo 85 studenti)

Hveézdny korab se sklada ze dvou kabin o hmotnosti M, mezi nimiz se naléza spojnice
délky 21 (korab tedy vypada trochu jako ¢inka). Jedna z kabin byla zasazena malym (hmotnost
m < M), ale pekelné rychlym (rychlost u) meteoritem. Po této fatdlni kolizi se lod zacala
pohybovat a také rotovat (ihlovou rychlost rotace ozna¢me w). Jak daleko od nezasazené
kabiny onen meteorit proletél? Muzete predpokladat, Ze rychlost zbytku po meteoritu vzhledem
ke kabiné je zanedbatelna v porovnani s rychlosti u.

Nejlepsi bude, budeme-li srazku popisovat v roviné, ve které je rychlost meteoritu u a
spojnice obou kabin. Tato rovina je vyhodnd, protoZe se v ni bude odehravat cely pohyb. Ze
zadéani plyne, Ze hvézdny korab se pied srazkou nepohybuje. Uhel mezi rychlosti u a spojnici
kabin oznaéime «. Je tedy ziejmé, ze minimalni vzdélenost od druhé kabiny je x = 2[sin «, pro
uhly « < 1/2, pro vétsi thly bude nejmensi vzdéalenost druhé kabiny 20 (pfi narazu), protoze
meteor pred dosazenim nejmensi vzdalenosti narazi do prvni kabiny.

2 Viz Vladimir Vangsek, Zdklady astronomie a astrofyziky, Academia, Praha 1980, str. 185.

4
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Nyni musime spocitat, jak vysledna thlova rychlost w souvisi s thlem narazu «. To spoci-
tame ze zdkona zachovani momentu hybnosti. Moment hybnosti hvézdného korabu pred sraz-
kou je nulovy, leticitho kamene mul sin . Po srazce je moment hybnosti kamene zanedbatelna
a hvézdného korabu Jw. Tedy podle zdkona zachovani momentu hybnosti plati

Jw = mul sin a.

Musime tedy spocitat moment setrvacnosti kordbu J. Budeme-li kabiny povazovat za malé
dostaneme

J=2MI”.
Dosazenim do predchozich vztahti dostaneme

. 2Mlw
sina = .
mu

Nyni jiz spoc¢itdme hledanou minimalni vzdalenost.

AMIPw

T um
Na prvni pohled se zd4, zZe je tlohu mozné fesit pomoci zdkona zachovani energie a zakona
zachovani hybnosti. Toto FeSeni neni spravné, protoze se pfi této srazce nezachovava energie. To
je vidét z toho, ze pokud by se meteor odrazil pruzné, byla by velikost jeho vysledné rychlosti
srovnatelna s wu, jelikoz hmotnost lodi je mnohem vétsi nez hmotnost meteoritu. Energie, se
spotfebuje na rozbiti meteoritu a lodi.

Karel Honzl
kaja®@fykos.mff.cuni.cz

Uloha II.3 ... zase jde vo prachy ... (4 body; primér 1,94; vesilo 17 studentd)

Méjme dvé praskova dielektrika o permitivitach €; a €2. Smisime je tak, ze pomér jejich
hmotnosti bude mj : m2, pomér jejich objemii bude Vi : V2 a pomér jejich latkovych mnozstvi
bude n; : n2. Jaka bude vysledna permitivita této smési?

Nejdfive se zamyslime nad tim, co vlastné chceme spocitat. Vime, Ze permitivita je tmér-
nost mezi elektrickou indukci D a intenzitou elektrického pole E. Coz vlastné v sobé skryva
to, ze odezva latky na vnéjsi pole (elektrickd indukce) je imérna intenzité tohoto pole. Proto,
kdyz smichdme dvé latky které maji linedrni odezvy, ¢ekame, Ze jejich odezva ve smési bude
také linedrni. A tento koeficient tméry urcuje vyslednou permitivitu.

Na to, abychom s permitivitou mohli pracovat, si pfedstavime deskovy kondenzator. V ném

plati

esS
0_7'

Nyni bychom chtéli spocitat kapacitu kondenzatoru, ve kterém je smés dvou latek s rznou
permitivitou. Tato tiloha se bohuzel neda fesit jednoznac¢né, pokud nezname piesné prostorové
rozlozeni jednotlivych slozek. Kdybychom chtéli pocitat pfimo pro rovnomérné rozlozenou
latku, museli bychom definovat, co pfesné tim rovnomérnym rozloZzenim myslime. Podrobnéji
to rozebereme nize. Nyni se pokusime odhadnout hodnoty alesponi pro krajni ptipady.
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1) Pdsy litek se stfidaji rovnobézné z deskou kondenzatoru

V tomto pfipadé si mizeme predstavit, Ze mame n za sebou sériové zapojenych kondenza-

toru
n

1 d;
KZZSEZ"

=1

1

n
i=1
kde d; je sitka i-tého pasu a e; je bud £, nebo ey, podle toho z jaké latky je dany pruh.
Pii danych objemech jednotlivych slozek vime, ze soucet délek pruhti ze stejnych materiala je
Yoadi =Va/S, >, di = V4 /S. Po dosazeni dostévime

-1
o () s

Vea Ve d’

kde V je celkovy objem. Takze pro celkovou permitivitu dostavame

-1
& = (é + &) )
€a €b
kde f. resp. fb, jsme oznacili objemovy podil dané latky.
2) Pdsy latky se stfidaji pri¢né na desku kondenzatoru
V tomto pfipadé uvazujeme stejny postup jako predtim. S tim rozdilem, Ze ted se konden-
zatory chovaji jako paralelné zapojené. A také plati >, S; = Va1 /d. Vysledek ktery potom
dostaneme je
€. = fa€a + foeb.

Vidime, ze vysledné permitivity nevysly v obou pripadech stejné. Mozna by se na prvni
pohled zdélo, ze problém je v rozlozeni latky, které jsme uvazovali. Skutecnost ukazuje, ze
feSeni tohoto problému bohuzel neni zdaleka tak jednoduché, jak by se na prvni pohled zdélo.
Zde se vdm pokusime slozitost tohoto problému nastinit. Naptiklad pro kulicky latky ,b“
rovnomérné rozlozené v objemu latky ,a“ se d4 dostat vysledek

Emca — €b €a — Eb

- a
Enca T 261 €a + 261’

kde eyc. je vysledna permitivita pojmenovana po objevitelich tohoto vztahu Maxwellovi a
Garnettovi a ,a“ znaci, ktera latka je chapana jako dominantni. Jak vidime, toto neni obecné
feSeni, protoze kdyz vymeénime latky, vysledek se zméni. Pokud bychom navic neméli kulicky,
ale né€jakou aplné jinou smés, dostali bychom néjaky jiny vysledek.

Ale az tak beznadéjné to neni. Vysledek vlastné zavisi na tom, jak moc se zméni elektricka
intenzita. Pro intenzitu vSude stejnou (coz je 2. pfipad, protoze se permitivita ve sméru pole je
pofad stejnd a nevznikaji tam rozhrani na kterych by se hromadil ndboj) mame vysledek ¢, .
A pro ¢asto se ménici intenzitu (to je 1. pfipad, protoze vznikaji rozhrani s riznou permitivitou
a tim i polarizaci a na rozhranich se hromadi ndboj) je vysledek ¢,. V kazdém jiném pripadé se

3) Podobny problém (ovSem s magneticky anizotropnimi slozkami) fesil byvaly $éf FYKOSu
Jirka Franta od pred-diplomky pres diplomku ... a jestli ho to nepfestalo bavit, tak ho fesi
dodnes.

6
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cary intenzity ohybaji a cast se jich rozhranim vyhne. Takze skutecnd vysledna permitivita je
mezi €, a g, coz je pro blizké permitivity pfiblizné stejné. Chytré knizky fikaji, Ze v izotropnim
pripadé bude vysledek mezi eyc. a Evas-

Na zévér bychom jesté zdtraznili fakt, ze vysledna permitivita bude zaviset na objemovych
podilech (jak ndm vyslo) a ne na podilu latkovych mnozstvi, ¢i hmotnosti danych slozek. Plyne
to mimo jiné i z toho, Ze pro energii elektrického pole plati W = %E -DV.

Jak vidno, ne vSechny ulohy maji ve fyzice jednoducha a primocara reseni. Snad vas tento
fakt prili§ nerozladil a tési vas, ze jste pficichli jesté k zivému problému fyziky.

Miro Kladiva
miro@fykos.mff.cuni.cz

Uloha II.4 ... mokra hrozba (4 body; primér 1,83; esilo 30 studentii)

Predstavte si koryto feky siroké 100 m. Jeho spad ozna¢me «. Otazkou je, jak zavisi vyska
hladiny na priitoku vody touto fekou. Vas teoreticky vysledek miizete zkusit porovnat s udaji
ze srpnovych povodni.

Predpokladejme, ze hloubka vody v fece H je oproti sSifce koryta d zanedbatelna, takze
t¥eni vody o bfehy mtzeme zanedbat, a Ze proudéni vody je lamindrni (oprédvnénost druhého
skolské fyziky). Zkoumejme tenkou vrstvu vody o tloustce dh v hloubce h pod hladinou. Teéné
napéti v této vrstveé je

T= 5= hog sin «,
gradient rychlosti vody v v hloubce h je tedy
_dv _ hggsina
dh n

Znaménko minus vyjadiuje fakt, ze rychlost vody s hloubkou klesé, 1 zna¢i dynamickou visko-
zitu vody (ta je definovana jako konstanta imérnosti mezi te¢nym napétim a gradientem rych-
losti proudéni a vyjadfuje velikost tfeni v kapaling). Integraci dostdvame vztah mezi rychlosti
proudéni a hloubkou ]
__ogsina
="
hodnotu integraéni konstanty C' miizeme uréit z pozadavku v(H) = 0, tedy C = H? (kdyby
tomu tak nebylo, tak by se rychlost proudéni u dna chovala nespojité a to je fyzikalni nesmysl).
Pritok P jiz snadno spocitame jako

v(h) (C —h?),

H .
P:/ dvdh = 2095ma s
0 3n

Prutok vody v fece tedy roste s tfeti mocninou vysky hladiny. Pavel Augustinskg

pavel@fykos.mff.cuni.cz



Fyzikalni korespondené¢ni seminair UK MFF ro¢nik XVI ¢éislo 4/7

Uloha II.P ... basic instinct (5 bodi; primeér 1,77; vesilo 18 studenti)

Sekacek na led — zndmy vrazedny néastroj z tohoto filmu (vy, kdo jste tento vyplod kinema-
tografie jesté neshlédli, vézte, Ze toto nacini vypadd zhruba jako Sroubovék s ostrou $pickou)
postavila chladnokrevna vrazedkyné z dlouhé chvile na hrot. Pomoci relaci neurcitosti odhad-
néte maximalni dobu, po kterou corpus delikti setrva v této poloze.

Podle zadani je sekacek umistén do labilni rovnovazné polohy. V takovém pripadé sebemensi
vychylka z rovnovazné polohy zpisobi to, Ze se sekacek zacne pohybovat a diive nebo pozdéji
spadne. Jak dlouho to bude trvat v zavislosti na velikosti poc¢atecni vychylky za chvili vyresime.

V této tloze fesime kvantové-mechanické aspekty setrvani télesa v labilni poloze. Mnozi
z vas uvadéli chvéni podlozky, tepelny pohyb molekul sekacku a jiné podobné divody poruseni
rovnovahy. To je sice pravda, nicméné z Heisenbergova principu neurcitosti plyne, ze sekacek
nutné spadne i bez prispéni téchto vlivi.

Misto polohy a hybnosti potfebujeme v kvantové mechanice znat tzv. vilnovou funkci in-
terpretovanou vétSinou pomoci kvadratu jeji normy, ktery udava hustotu pravdépodobnosti
nalezeni systému v daném stavu. Lidsky fe¢eno — nelze uzit dvé veliiny (polohu a hybnost)
k popisu stavu sekacku. Pracujeme s vinovou funkci, pomoci které 1ze pocitat statisticka rozdé-
leni vysledkt opakovanych méfeni na daném systému. Ano — stejnd méreni dopadaji pokazdé
ruzné a nadhodné. Navic kazdé méreni zméni kvantovy stav, takze pred opakovanim musime
znovu nastavit puvodni podminky. Celou véc navic komplikuje to, Ze neexistuje zpusob, jak
soucasné zméfit polohu i hybnost. Takze zméfime-li jednu z téchto veli¢in, nemame uz zad-
nou Sanci zméfit tu zbyvajici, protoze méfenim jsme stav zménili. Kvalitativné je tento fakt
obsazen ve vztahu

Ap-AxZZ. (1)

Mira exaktnosti vzorce (1) zavisi na definici veli¢in Az a Ap. V nasem piikladé ndm bude
staGit pouze pfiblizna predstava, ze souin chyb (tj. nepfesnosti, neurcitosti, nejistot, ...)
v urceni polohy a hybnosti nesmiize byt mensi, nez néjaka konstanta.

Vratme se nyni k problému s padajicim sekdckem. Uplné kvantové mechanické feseni by
znamenalo vyFeseni Shrodingerovy rovnice a nasledné nalezeni takové vinové funkce, ktera se
bude co nejpomaleji ,rozplyvat®. Takové feseni je sice proveditelné, ale bohuzel ne stfedoskol-
skymi prostfedky.

Abychom spoéitali alespoii néco, zvolme nésledujici ,,poloklasicky* postup: Pocate¢ni vy-
chylku vrcholu sekacku z rovnovazné polohy oznac¢me xo, poc¢atecni rychlost vo. Dobu padu
maximalizujeme, pokud bude sou¢asné co nejmensi zo a vo. Musime vSak splnit relace neurci-
tosti a proto

oMuvg = 5 . (2)

Znovu pripomenme, Ze se jedna pouze o odhad. Zminéna ,poloklasi¢nost® spociva v tom,
ze navzdory relacim neurcitosti pfipoustime, Ze soucasné zname rychlost i polohu sekacku a
pocitame tulohu klasicky. Pochopitelné stavy, mezi kterymi budeme hledat kandidata na nej-
pomalejsi pad, splnuji relace neurcitosti s rovnosti. Za pocatecéni hodnoty do klasického reseni
dosazujeme pritom kvantové neurcitosti. Lze si to predstavit tak, ze bude-li poc¢atecni kvan-
tovy stav sekacku hodné lokalizovany v prostoru, bude naméfena hodnota x¢ hodné mala, ale
zato hodnoda pp méfend na stejném stavu bude diky velké neurcitosti naopak pravdépodobné
velmi velka. Musime tedy najit nejlepsi , kompromis*.

8
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Tim mame fyzikalni Gvahu za sebou a zbyvajici postup uz je pfimocary — v zavislosti na
xo a vo klasicky spocitdme dobu padu a pak se pfi splnéni vztahu (2) budeme snazit nalézt
takové poééteéni podminky7 pii kterych bude péd co nejdeléi

vvvvvvvv

tické kyvadlo. Stejné Jako u matematického kyvadla se omezime na malé thly* a provedeme
linearizaci. Pohybova rovnice pak vypada nasledovné.

i— Mz =0, kde A2 = 2

Ty, kdo nevi, ze Z je druha derivace x podle ¢asu, tedy zrychleni, odkazujeme na serial. Rovnice
pro kyvadlo se od této lisi jen kladnym znaménkem a podobné kosmeticky vypada i odlisnost
feseni®

T = xocosh A\t + % sinh At

(v rovnici pro harmonické kmity nejsou hyperbolické, ale goniometrické funkce). Hyperbolické
funkce lze vyjadfit pomoci linedrni kombinace klesajici a rostouci exponencialy. Vzhledem
k uvazovanym pocatecnim podminkam je ziejmé, ze klesajici ¢ast miuzeme zanedbat a fesSeni
prepsat do tvaru

x:%(”““,\) . (3)

Nyni je vidét, Zze maximalizace doby padu znamena minimalizaci vyrazu v zévorce. Dosa-
dime tedy za vo ze vztahu (2). Oznacime-li a®> = i/2m), upravi se vyraz v zavorce do tvaru

(z+2)
a Xo

Tento vyraz nabyva minima 2a pro zo = a. Kdo si to nedokaze zdivodnit pomoci derivaci,

muzZe overit
V V CUO

z Cehoz je uvedeny fakt viditelny na prvni pohled Po dosazeni dostava vztah pro pohyb pohyb
,nejpomaleji padajiciho“ sekacku tvar & = ae*’. Dobu padu mtZzeme odhadnout jako &as,
ve kterém bude vychylka srovnatelnd s [. Po kratkem vypoctu a dosazeni hodnot [ = 20 cm,

m = 200 g dostavame
1.1 1 /1 2ml+/gl
T=—-In—-=_-4/—In———— =5s.
)\na 2\/;n 5 5s

Diskuse vysledku je snadné. Asi nejpodstatnéjsim zavérem je to, ze prestoze jsme uvazovali
velmi idealizovany model a neuvazovali pocetné vlivy vedouci k padu sekacku (napf. riizné

98 presnosti na dvé platné cifry budou naSe vztahy platit v rozmezi par desitek stupmi a
kdyz uz se sekdcek dostane tak daleko, spadne jiz témér okamzité.

% Pilny ¢tenar mize derivovanim a dosazenim do pohybové rovnice ovérit spravnost tohoto
vztahu.
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fluktuace, proudéni vzduchu apod.), lze z kratkého casu usuzovat, ze kvantové vlivy hraji i v
tomto pfipadé svou roli.

Jesté zajimavéjsi nez samotna hodnota 7' je tvar vysledného vzorce. Pfed logaritmem stoji
Cas fadové odpovidajici délce periody kmitt kyvadla délky [ a v logaritmu je podil veli¢iny roz-
méru momentu hybnosti sestavené z hodnot m, I, g (tedy pro ,rozumné“ velikosti a hmotnosti
veli¢ina ¥4du jednotek J-s) a ve jmenovateli redukovana Planckova konstanta i = 1-1073* J-s.
Diky vlastnostem logaritmu nebude jeho hodnota extrémni (malé ¢i velkd) a hlavné bude velmi
maélo reagovat na zmény parametri (vétsi a t&z8i sekacky apod.) To je také diivod, proé¢ vétsing
fesiteld vychétely podobné hodnoty presto, ze jsme konkrétni ¢isla nezadali.

Jedinym zptisobem, jak udrzet po delsi dobu téleso v labilni poloze, je tedy mensi podvod —
je tieba systém sestavit tak, aby se nalézal v sice uzké, ale piesto stabilni® poloze (coz 1ze zajistit

t¥eba ztupenim hrotu sekacku). Honza Houdtsk

honza®@fykos.mff.cuni.cz

Uloha I1.E ... diftize (8 bodii; primér 5,07; vesilo 14 student)

Jak je znamo, kapka roztoku v ¢isté vodé zacne difundovat a zvolna se rozplyvat. Sviij
experimentalni um miizete prokazat tim, ze namérite zavislost koncentrace roztoku v urcitém
bodé nadoby na case. Muzete téz promérit, jak se zméni charakter této zavislosti, zménite-li
tvar pouzité nadoby tak, Ze se roztok muze $ifit jen v jednom nebo dvou smérech (tj. nddoba
bude budto tizkd a podlouhld, nebo v ni bude jen tenka vrstva vody).

Uvod a teorie

Diftize je samovolné pronikani molekul z oblasti vyssi koncentrace do oblasti nizsi koncen-
trace vlivem tepelného pohybu castic a jejich srazek. Pro méfeni je vhodnd difuze kapaliny do
jiné kapaliny, nebot plyny difunduji p¥ilis rychle, pevné latky pomalu a zrnicko rozpoustéjici se
v kapaliné by se mohlo pomaleji rozpoustét nez difundovat pry¢, coz by méfeni znehodnotilo.

Maé-li difundujici latka nevelkou koncentraci, plati pro tok ¢astic jednotkovou plochou za
jednotku casu 1. Fickuv zakon, ktery fiké, ze tok j je imérny gradientu koncentrace

Jj=—kVe,
kde Ve je vektor o slozkach (<, g—;, 2¢). Z tohoto vztahu a zachovani poétu ¢astic se da
odvodit 2. Ficktv zakon, ktery fika, ze Casova zména koncentrace v daném misté je imérna
zmeéné koncentracniho gradientu

de D (620 e 9%

2
5 = @_F@Tﬂ_'—@):DVCZDAC’ (4)

kde kladné konstanté D se fika difuzni souéinitel.
Neni zcela pfimocaré odvodit, Ze FeSeni této rovnice, pro pocateéni podminku, kdy jsou
vSechny difundujici ¢astice uprostfed souradné soustavy, je

1\ _,-
- N —r? /4Dt .
¢ ( 4v Dt ) ¢ )

%) Pti velké snaze lze stabilni polohu nalézt dokonce i u tzv. Kolumbova vejce aniz by bylo
nutné ho nakfapnout.

10
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Konstanta N tzce souvisi s po¢tem difundujicich éastic, m je pocet sméru, ve kterych se ¢astice
mohou §i¥it, tedy nejéastéji m = 1,2,3, r? je kvadrat vzdalenosti od stfedu, tedy nap¥. pro
m = 3 jer? = 2% +y> 4 2°. Ze vztah (5) je skutecns fesenim (4) pro nekoneéné velikou nadobu
miuizeme snadno ovérit dosazenim.

Zkoumejme, jak se chova (5) pro zafixovanou polohu. Nakreslime-li si graf funkce y(t) =
= ¢t~™/2e7k/t vidime, 7e nejprve z nuly roste az do dasu t = 2k/m, pak klesa k nule. K nule
klesa tim pomaleji, ¢im mensi je m.

My ale nebudeme méfit pro nddobu nekonecéného rozméru. Tudiz ve velkém case se kon-
centrace nebude blizit nule, ale urcité rovnovazné hodnoté cp. Budeme-li mérit blizko kraje
nadoby, bude se koncentrace k co blizit monoténné.

Nasledujici odstavec ctenar, ktery se nezajimé dale o matematickou stranku problému,
miize preskocit. Explicitné bychom rovnici (4) pro koneénou oblast Fesili s okrajovymi pod-
minkami, kdy je normalové slozka gradientu koncentrace na krajich nulové, nebot difundujici
roztok nemuze z nadoby vytékat. Funkci bychom periodicky rozsirili na reidlnou osu, pro ob-
délnik na rovinu, pro kvadr na cely prostor, ¢imz automaticky splnime okrajovou podminku
(rozmyslete). Reseni by pak bylo konvoluci funkce (5) (Greenovy funkce tilohy) a periodicky
roz§ifené poéateéni podminky (kterd neni niéim jinym nez Diracovou delta distribuci). Reseni
vede v jednom rozméru na fadu typu (az na konstanty, které pilny &étenaf sdm dopoéte)

=)

—n?t

CoOSNx e .
n=0

pro nekoneény cas se FeSeni blizi konstanté tak, jak ocekavame. Jinak se funkce chova podobné
jako pro feSeni v nekonecné oblasti.

Postup méreni
Musime vytesit, jak mérit koncentraci latky, aniz bychom délali cokoliv, co zptisobi prou-

déni, které by znicilo difuzi. Ve vaSich fesenich se objevily tfi zptsoby.

a) Méteni koncentrace opticky. Méné piesné byla metoda, kdy jste porovnavali barvu roztoku
v daném misté s predem pfipravenou skalou barev zndmé koncentrace. Nesmi se pfritom
zapomenout na to, aby tloustka roztoku, pies kterou se divam, byla stejna jako tloustka
pomocnych kyvet, se kterymi porovnavam.

Pomérné hodné piesnou metodu pozil Anton Repko, ktery mé¥il pohlcovani ¢erveného
svétla v siranu médnatém. Na kyvetu z difundujicim roztokem svitil laserovou diodou a
méFil proud prochazejici fototranzistorem na druhé strané kyvety, ktery je tmérny proslému
svételnému toku ®, jeZ na koncentraci zavisi exponencialng & = ®g e~ ",

Tato metoda se ovsem neda pouzit pro trojrozmérnou difuzi, nebot pfi ni nenalezneme
smeér, ve kterém je koncentrace podél paprsku konstantni.

b) Mé¥eni pomoci pH roztoku. Nékolik z vas napadlo méfit difuzi néjaké kyseliny ¢i zasady
ve vodé. Koncentrace se pak da zjistit pomoci pH v daném bodé, které mérime lakmuso-
vymi papirky nebo pH-metrem. Pro dostatec¢né silnou kyselinu je jeji koncentrace ptiblizné
¢ =10""" mol17*. Pro silnou zasadu je ¢ = 10~ 4P mol.17!. Jelikoz je ale t&zké mékit
pH dostatecné presné, nedavala tato metoda pékné vysledky.

¢) Méfeni koncentrace pomoci vodivosti resp. odporu disociovaného roztoku. Do daného mista
roztoku ponofime dvé elektrody. Mély by byt dostateéné chemicky stabilni. Méfime odpor
mezi nimi. I tato metoda mé své potize. Napiiklad zménu méfeného odporu pfi zméné

11
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stupnice ohmmetru nebo nelinearitu zavislosti vodivosti na koncentraci. Nejsikovnéjsi bylo
si naméfit kalibra¢ni kiivku zavislosti odporu na koncentraci. Spatné se bude takto méfit
dvourozmérnd diftze, neb elektrody se celé neponoti do tenké vrstvicky, ale to nam tolik
nevadi.

MéFenl' 14 T T T T T T
Uvedeme jedno z ukazkovych méfeni po- L o

moci postupu c), které provedl Jarda Trnka. o

Nechal difundovat barevnou koupelovou siil. 1 o

Bohuzel nenapsal, jak ptresné vypadaly jeho

elektrody, ani jak daleko od mista, kam na po- C[%] °

¢atku umistil stl, elektrody byly. Koncentraci

z naméfeného odporu urcoval pomoci namé-

fené kalibra¢ni kiivky. Graf na obr. 4 udava L ]

vysledky pro difuzi v mise o objemu asi 3 li-

try, kam opatrné nejlépe pipetou doprostied 0.2

dame 3 ml nasyceného roztoku soli.

o
D
T
<o

1

| | | | | |
Zavér 0 10 20 30 40 50 60 70
Shrime tedy jesté jednou dulezité vy- t[s]
sledky. Zavislost koncentrace difundujiciho
roztoku na Case v ur¢itém bodé vypada bud
jako na grafu na obr. 4 nebo monoténné roste, mérime-li dostateéné blizko ke krajim né-
doby. Kazdopadné po dlouhém case se koncentrace ustali. Zménime-li tvar naddoby tak, zZe se
roztok muze §ifit pouze ve dvou ¢i jenom sméru, difuze probihd pomaleji, tedy koncentrace
v daném misté pomaleji roste popt. pomaleji klesi. Pfesnd méfeni téchto zavislosti jsou velmi
obtizna.

Obr. 4. Zéavislost koncentrace na Case

Lenka Zdeborova
lenka@fykos.mff.cuni.cz

Uloha II.S ... limity a derivace (4 body; primér 8,64; tesilo 39 studentii)
a) Dokazte, ze téleso, které ma v ¢ase t polohu x = gt* /24-vot-+1x¢ se pohybuje se zrychlenim g.
2

b) Spocitejte IILH% o

c) Nahradte co nejlépe funkci f v okoli bodu x = 0 linedrni funkci, vite-li f(0) = 3 a f'(0) =
=-2.

d) Jaky je pomér vysky a priméru podstavy valce, ktery ma p¥i daném povrchu maximélni
objem?

a) Jak bylo uvedeno v seridlu, je okamzitd rychlost prvni derivaci drahy podle ¢asu. Stejné
tak okamzité zrychleni je prvni ¢asovou derivaci rychlosti. Tedy ve vysledku je okamzité
zrychleni druhou ¢asovou derivaci dréahy dle ¢asu. Pro funkci ze zadéni dostaneme v = & =
=gt+voaa=v=g.

b) Zadana funkce je v bodé 1 zjevné nespojité. Proto ji nahradime v jistém okoli bodu 1 funkci
spojitou, ktera je ji rovna. Potom bude limita pivodni funkce rovna funkéni hodnoté nové
funkce v bodé 1. Nejsnaze to provedeme tak, Ze Citatel i jmenovatel vydélime vyrazem
(z — 1). Tedy dostaneme

x274x+3_1. r—3 1

li = S
e 22y 27 -3 amiz4+3 2

12
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¢) V bodé nejlépe funkci nahrazuje jeji teéna. Vime, ze smérnice teény je rovna derivaci funkce
v daném bodé. Déle zname jeden bod, kterym tecna musi prochézet, jeji rovnice tedy je
y=—2x+ 3.
d) Pro vélec plati
S = 2nr? + 2nrh, V =nr?h,

kde r je polomér podstavy a h vyska valce. Jelikoz je dan povrch, vyjadiime objem vélce
pomoci jeho povrchu.
S 1 3
S=2nr(h+r) = h=-—-1r = V==Sr—ur’.
2y 2
Pro urceni extrému objemu vypocteme prvni derivaci objemu podle r. To Ze prvni
derivace nabyva nulové hodnoty sice neznamena vzdy, ze funkce mé v daném bodé extrém,
ale neni tézké presvédéit se, ze pro nas§ pripad funkce extrému nabyvé (napf. dosazenim
blizkych hodnot vypoéteného ).
v S 2 2
— =——3nr"=0 = S = 6mre.
dr 2
Dosazenim do vztahu pro S dostaneme, ze h = 2r.

Mira Sulc
mira®fykos.mff.cuni.cz

Serial na pokracovani

Kapitola 4: Diferencialni rovnice

V druhém dile seridlu jsme si ukazali aplikaci derivaci na vypocet extrému funkce. To je
v8ak jen mald Cast z moznych vyuziti diferencidlniho pocétu ve fyzice. Teprve v rukou fyzika
znalého teorie diferencidlnich rovnic se derivace stavaji silnym néstrojem pro feSeni fady tloh
z mnoha obort fyziky. V mnoha pfipadech totiz nedokadzeme popsat zkoumany déj pfimo, ale
pouze v feci derivaci. Timto postupem pak dospé€jeme k rovnici pro nezndmou zavislost a jeji
derivace — takzvanou diferencidln? rovnici. Demonstrovat ho mizeme napiiklad na nasledujici
uloze.

Do néadoby plné roztoku soli pritékd konstantni rychlosti ¢istd voda a stejnou rychlosti
roztok odtéka (koncentrace je v celé nddobé stejnd). Jak bude zaviset koncentrace C' soli
v nadobé na case? Pokud by mél roztok vytékajici z nadoby stale stejnou koncentraci, bylo by
feseni jednoduché. Koncentrace by linearné klesala az do vyprazdnéni (protoze za jednotku ¢asu
by z nddoby vyteklo vzdy stejné mnozstvi soli). To v8ak v naSem piipadé neplati. Koncentrace
vytékajiciho roztoku se vSak da povazovat za konstantni v prib&hu velmi (infinitezimalné)
kratkého casového intervalu dt. Zmeénu koncentrace za tento Casovy interval tedy mutzeme
spocitat jako

dC = —kC dt, (6)

13
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kde dC je zména koncentrace a k je kladna konstanta charakterizujici rychlost vytoku roztoku.
Minus na pravé strané znaci to, ze koncentrace s ¢asem klesa (tj. jeji zména je zapornd). Tento
vztah predstavuje jiz Castecné rozfeSenou diferencidlni rovnici (v zdkladnim tvaru by méla

tvar C' = —kC). Resit ji mizeme vydélenim rovnice koncentraci C' a integraci obou stran.
Dostavame

InC = -kt + A, (7

C =Be ™, (8)

kde A je integracni konstanta a B = e“. Hodnotu B miizeme urdit ze znalosti pocatecni
koncentrace dosazenim t = 0 tedy B = Cy. Vidime, Ze koncentrace soli kleséd exponencialné.

Zavedme si nyni nékolik uzite¢nych pojmit. Rddem diferencialni rovnice budeme rozumét
¥ad nejvyssi derivace vystupujici v této rovnici (naptiklad rovnice 3"’ + 3y’ = 0 je tietiho
fadu). Rekneme, Ze diferencialni rovnice je linedrni pokud plati, Ze soucet jejich libovolngch
dvou feseni a nasobek libovolného feSeni konstantou je opét fesenim. Dale délime diferencidlni
rovnice na nehomogenni a homogenni (s pravou stranou a bez pravé strany). V nehomogenni
rovnici vystupuje kromé nezndmé funkce jesté dalsi (zadand) funkce, kterd nehraje roli ko-
eficientu (tedy neni vynasobend neznamou funkei ani zadnou jeji derivaci). Tuto funkci pak
vétsinou piSeme na pravou stranu znaménka = (odtud plyne alternativni nizev). Piikladem
takové rovnice je 3y + 42y = sinz. V homogeni rovnici pak Z4dné takovato funkce nevystu-
puje. Pokud se v diferencidlni rovnici vyskytuji pouze obycejné derivace, fikdme ji obycejnd
diferencidlni rovnice. V opacném piipadé pak mluvime o diferencidlnich rovnicich parcidlnich.

Pro ziskani pfedstavy o problematice uvedme stru¢ny prehled zdkladnich typu diferencial-
nich rovnic a metod jejich feseni.

a) Diferencialni rovnice prvniho Fadu

Velmi ¢asto se setkdvame (viz motivaéni piiklad) s rovnicemi typu

W) _ pa) oy, )

Takovou rovnici miizeme fesit takzvanou metodou separace promeénych. Princip této metody
spoCiva v tom, Ze s derivaci mizeme vét$inou pracovat jako se zlomkem (divame se na ni jako
na podil dvou malych pfirtstkt). Rovnici tedy mlizeme vynésobit vyrazem dz a vydélit funkei
g(y). Dostavame

dy

9(y)
coz je rovnice se separovanymi proménnymi (to znamend, ze vyrazy obsahujici y jsou vSechny
na jedné strané rovnitka a vyrazy obsahujici = jsou vSechny na druhé strané). Tuto rovnici
muzeme Fesit integraci obou stran. Pokud bychom chtéli integrovat rovnici v pivodnim tvaru,
dostali bychom na pravé strané integral podle x z funkce zavisejici na y(x). To znamend ze
bychom pro provedeni integrace museli funkci y, tedy hledané feSeni, znat a tim bychom se
dostali do ,zac¢arovaného* kruhu.

Jako piiklad uvedme vypocet zavislosti koncentrace C' chemikalie, kterd se ticastni reakce

fidici se takzvanou kinetikou 2. fadu. Pro C pak plati

= f(z)dz, (10)

ac
= ke (11)
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Rovnice se separovanymi proménymi mé pak tvar

dC
Integraci obou stran dostavame .
—— =—kt+ A, 13
&= —ktt (13)
kde A je integracni konstanta. Jeji hodnotu muzeme urcit dosazenim ¢ = 0. Tim dostavame
A= —1/Cy (Cy znadi poéateéni koncentraci). Po upravé dostdvame
Co
C=—7—. 14
1+ Cokt (14)
b) Metoda variace konstant a rovnice typu
d
T +al@)y = b(a). (15)

dx
Pfislusnou homogenni rovnici (pfipad b = 0) bychom dokézali vyFesit pomoci separace promén-
nych. Vsimnéte si, Zze pokud bychom nalezli jedno (takzvané partikuldrni) feSeni rovnice (15),
dokézali bychom jiz snadno sestavit obecné feseni pfi¢tenim obecného feseni pfislusné homo-
genni rovnice. Toto tvrzeni plyne z faktu, Ze rozdil libovolnych dvou feseni (15) fesi pfislusnou
homogeni rovnici (jako cviéeni doporucujeme ditkaz provést). Obecngm fesenim diferencidlni
rovnice myslime funkei obsahujici nékolik konstant (v nasem pfipadé jednu), jejichz vhodnou
volbou dostaneme jakékoliv feSeni. Tedy napfiklad vztah (14) piedstavuje obecné feseni (po-
kud na Cy pohlizime jako na obecnou konstantu) rovnice (11). Dodejme jesté, Ze v obecném
feseni diferencialni rovnice n-tého fddu musi vystupovat n konstant, nebot pfi jejim Feseni
musime n krat integrovat.
A jak hledat partikularni feseni? Vyjdeme z feSeni homogeni rovnice. To mé vzdy tvar

y = Ce ), (16)

kde C je libovolna konstanta a A(z) je primitivni funkei k a(x) (vzpomeiite si tfeba na moti-
vaéni piiklad). K tomuto tvaru snadno dospéjeme feSenim pfislusné homogeni rovnice metodou
separace proménych. Jadro metody variace konstant spociva v tom, ze budeme predpokladat
partikularni feseni ve tvaru

yp = C(z)e @) (17)

Predpokladame tedy, Ze misto konstanty C' vystupujici v FeSeni homogeni rovnice, bude v parti-
kularnim feseni vystupovat funkce. Problém nalezeni partikularniho feSeni se tedy redukuje na

nalezeni funkce C(x). Dosazenim y, do rovnice (15) dostavame po tipravé (ozna¢me e~ 4(®) =
= u(z))
C'u+ Cu' + aCu = b, (18)
C'u+C( +au) =b, (19)
;b
C'=-. 20
b (20)
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Pro funkci C(z) tedy dostdvame jednoduchou diferencidlni rovnici fesitelnou pfimou integraci.
Pro prehlednost zopakujme postup jesté jednou. Nejprve jsme vytesili prislusnou homogenni
rovnici metodou separace proménych. Dostali jsme Feseni ve tvaru (16). Déle jsme predpokla-
dali, ze partikularni feSeni bude mit tvar (17) a nezndmou funkci C'(z) jsme uréili dosazenim
yp do pivodni (nehomogenni) rovnice. Tim jsme problém prevedli na vyfeseni rovnice (20).
Obecné feseni pak je

vo = Clw)u(w) + Ku(x), (21)

T

kde K je libovolna konstanta. Postup si mtizete procvi¢it na feseni rovnice 3’ +2xy = e~ * cosx

(obecné fegeni je y = (sinz + K)e @ ).

alni rovnice, naptiklad na rovnice vyssich radt v pfipadé, ze je prislusnd homogenni rovnice
line4drni. V tomto pfipadé ale hledame sadu n funkci, kde n je fad rovnice, které ,vzniknou“
z n integrac¢nich konstant. Mame pro né vSak jen jednu rovnici, kterou ziskdme dosazenim
variovaného feSeni rovnice homogenni do nehomogenni. Tato volnost se v praxi odstranuje
dodefinovanim dal$ich podminek na tyto funkce tak, aby byla vyslednd soustava rovnic co
nejjednodussi. Muzete si sami vymyslet nehomogenni rovnici vyssiho fadu a vyftesit ji. Pomoci
variace konstant muzeme fesit také soustavy rovnic.

¢) Homogenni linedrni diferencidlni rovnice n-tého Fidu s konstantnimi koeficienty

Jedn4 se o rovnice typu (n v zdvorce v exponentu znad¢i n-tou derivaci)

™+ an_1y" Y 4+ aoy =0. (22)
Takovéto rovnice se daji fesit velmi jednoduse. Staéi predpokladat feseni ve tvaru y(z) = e**
(misto obratu ,pfedpokladat feSeni ve tvaru“ se miZzete setkat i se slovem ,ansatz“, jehoz
vyznam je obdobny) a dosazenim zjistit pfipustné hodnoty parametru k (takto prevedeme di-
ferencidlni rovnici na takzvanou charakteristickou rovnici, coz je rovnice polynomialni). Pokud

bude mit charakteristicka rovnice n ruznych kofenu ki, ..., k,, miZeme obecné feSeni psat ve
tvaru
kix kox knx
y=-cie'" +coe? + - 4 cre?, (23)
kde ci,...,cn jsou konstanty. Postup muzeme demonstrovat na nasledujici rovnici
y' +2y —3y=0. (24)

kx

Po dosazeni y = €™ a vydéleni celé rovnice exponencidlou dostavame

k* +2k—3=0. (25)

Koreny této (kvadratické) rovnice jsou k1 = 1 a k2 = —3. Obecné feSeni (24) je tedy
y=cie” +cae ", (26)
V pripadé, kdy mé charakteristickd rovnice alespon jeden vicendsobny kofen, nemize byt
(23) obecnym fesenim, protoze by obsahovalo méné nez n konstant. Pfedpoklad o tvaru fe-
Seni v tomto pripadé tedy neni zcela spravny. Da se ukazat, ze je-li k; m-nasobnym kofenem

charakteristického polynomu, pak rovnici (22) fesi kromé funkce efi® také funkce z'e®i® 1 =
= 1,...,m — 1. Stac¢i dosadit do (22) exponencidlu vyndsobenou mocninnou funkci, pouzit

16
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Leibnitzovu formuli pro i-tou derivaci sou¢inu dvou funkei (fg)® = ijo (;)f(j)g(ifj), (kterd
vypada Gplné stejné jako binomicka véta), uvédomit si, Ze m-nisobny kofen polynomu je za-
rovenl kofenem i jeho 1. az m — 1-té derivace a ditkaz je hotov. Obecné tedy pfi FeSeni (22)
postupujeme tak, ze nejprve predpokladame feseni ve tvaru exponencialy, a pokud mé charak-
teristicka rovnice vicenasobné kotfeny, doplnime do obecného feseni jesté prislusné exponencialy
vynasobené obecnym polynomem stupné m—1 kde m je nasobnost kofenu. Jako cviceni vyteste
rovnici " — 3y” + 4y = 0 (feSenim je y = (c1 + c2x)e® + cze™™).

Poznamka: Stupen charakteristického polynomu se rovna fadu diferencialni rovnice, takze
pii feSeni rovnic fadu vyssiho nez druhého nastava problém s nalezenim jeho kofent (s trochou
namahy je mozné nalézt kofeny polynomu tfetiho a ¢tvrtého fadu, u polynomu vyssiho radu je
to v8ak jiz obecné nemozné a musime pfistoupit bud k hadan{ nebo k numerickym metodam).
Nastésti se vSak ve fyzice setkdvame s diferencidlnimi rovnicemi tfetiho a vyssiho fadu jen velmi
zfidka a u fyzikdlné nemotivovanych diferencidlnich rovnic (jako je ta posledni) se kofeny daji
vétsinou uhodnout nebo nalézt metodou pokus omyl (protoze tyto rovnice byvaji sestaveny
tak, aby se daly snadno Fesit). Mize se nam také stat, ze kofeny charakteristického polynomu
budou komplexni. To vSak nic¢emu nevadi. Staci kdyz si vzpomenete na vzorec pro exponencialu
komplexniho ¢isla z prvniho dilu seridlu a uvidite, Ze v tomto pfipadé dostaneme oscilujici feseni
(vyfeste si rovnici pro harmonicky oscilator y” + Wiy = 0).

Metoda charakteristického polynomu vyuziva toho, Ze jsme ,uhodli“ tvar feSeni, a dosaze-
nim jsme pouze urcili hodnoty parametru k;. Takovyto postup se da aplikovat i na jiné typy
diferencialnich rovnic. Otazkou vsak je, v jakém tvaru predpokladat feseni v jinych ptfipadech
nez u rovnic typu (22). V obecném piipadé mizeme hledat feseni ve tvaru Taylorova rozvoje

y= Zakyk. (27)
k=0

To vlastné neni téméf vibec zadny predpoklad, protoze ve tvaru Taylorova rozvoje muizeme
napsat celou fadu funkci. Bohuzel ne uplné kazda funkce se rovna svému Taylorovu rozvoji.
Jako priklad uvedme y = |z| rozvinutou v okoli bodu = = 1, nebo zajimavéjsi funkci y = e /7
dodefinovanou v bodé z = 0 nulou (jako cviéeni si nakreslete jeji graf), jejiz Taylortv rozvoj
okolo bodu 0 je identicky nulova funkce — a ta se evidentné nerovné rozvijené funkci v zadném
bodé kromé nuly. Nastésti vSak pro vétsinu normalnich funkci plati to, Ze se svému Taylorovu
rozvoji rovnaji alespon na omezeném intervalu

Dosazenim fady (27) do vySetfované rovnice pak dostaneme (typicky rekurentni) vztah
pro koeficienty ar (po dosazeni ziskdme opét mocninnou fadu, ale s jinymi koeficienty. Ty se
pak musi rovnat koeficientiim Taylorova rozvoje pravé strany rovnice, coz byva ¢asto nula ).
Napiiklad feSenim rovnice y' — y = 0 touto metodou dostdvame pro koeficienty ay (z nulo-
vosti koeficientu u 27) podminku ja;1 — a; = 0. Vsledkem je tedy fada pro funkci e, ktera
evidentné fesi puvodni rovnici. Ne vzdy vSak lze fadu pro feSeni seCist zpét na elementarni
funkci (elementarni funkci rozumime naptiklad exponencialu, logaritmus, sinus atd.) tak, jako
tomu bylo v poslednim prikladé. To je ale svym zptisobem vyhoda, protoZze to znamena, Ze je
tato metoda pouzitelnd i v pfipadech, kdy studovana diferencidlni rovnice neméa feseni mezi
elementarnimi funkcemi (a takovych pfipadd je ve fyzice velmi mnoho). Navic mizZzeme né-
které vlastnosti feseni (napfiklad chovani pro veké argumenty) nahlédnout bez znalosti souc¢tu
prislusné rfady pouze z vlastnosti jejich koeficienta.

17
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Soustavy diferencidlnich rovnic

Soustavou diferencidlnich rovnic rozumime soustavu rovnic svazujici nékolik neznamych
funkci a jejich derivace. Uvedme maly piiklad

f = 2f -9 (28)

g =4f -y
Nejjednodussi metoda feSeni je prevedeni této soustavy na jednu diferencialni rovnici vyssiho
Fadu (¥ad vysledné rovnice je roven poétu puvodnich rovnic). V uvedeném piikladé to prove-
deme dosazenim za g = 2f — f' z prvni rovnice do druhé (dostavame g’ = f'+2f), zderivovanim
prvn{ rovnice (dostdvame f” = 2f — g') a dosazenim za ¢’ z druhé do prvni (zderivovang)
rovnice. tim dostavame

"=f +2f=o. (29)

Tuto rovnici jiz snadno vyfesime metodou charakteristického polynomu. Funkci g pak dopo-
¢itdme napiiklad z prvni (nezderivované) rovnice dosazenim f. Tato metoda se tedy podoba
metodé feSeni soustavy (algebraickych) linearnich rovnic. Na rovnici (28) mizeme pohlizet
také tak, ze dvojice funkci f, g tvori slozky vektoru. Rovnici bychom pak mohli napsat v feci
matic (pokud nevite jak se pracuje s maticemi, tak bud nahlédnéte do pfislusné literatury nebo
odlozte ¢teni nasledujiciho odstavce a vrafte se k nému az po precteni pristiho dilu serilu,
ktery bude pojednavat o linedrni algebte)

fY_ (2 -1\ /(f

g) \4 -1)\g/)"
Oznaéime-li vektor u = (f, g) a pfislusnou matici A, mizeme zapsat rovnici (28) v kompaktnim
tvaru

u = Au. (30)

Pokud by bylo A obyc¢ejné Cislo a u obyc¢ejna funkce, byla by FeSenim evidentné funkce u =
= Ce?®. Vézte, e feSeni vypada v pripadé Ze u je vektor a A je matice, uplné stejns. Otazkou
je ov8em, co je to exponencidla matice. Ta je definovana pomoci Taylorovy fady (narozdil od
exponencidly dokdzeme mocninu matice spoc¢itat pfimo) jako

A_ X~ A"
et=)" — (31)
n=0
Kde za nultou mocninu matice bereme takzvanou jednotkovou matici I (plati Ju = u pro
kazdy vektor u). Vypocet exponencialy matice z definice je vSak ve vét$ing piipadi témér
neproveditelny (jak uz to vétSinou byva) a existuji jednodussi zpisoby. Jednim z nich je na-
priklad prevedeni matice na takzvany diagonalni tvar, jehoZ exponenciala se da spocitat velmi
jednoduse.
Jinou moznosti je vyuziti nésledujici véty (vSimnéte si, ze véta plati i pro pfipad, kdy A
je Cislo a ne matice, protoze na néj muzeme nahlizet jako na matici 1 x 1. V tomto pripadé je
platnost tvrzeni jednoduchym disledkem reziduové véty zmitiované v prvnim dile seridlu.)

A 1 e
2l Jp 2l — A’
kde T' znad¢i uzavienou kiivku v komplexni roviné obihajici spektrum matice A, ale to uz
ponékud presahuje rdmec naseho serialu.

(32)

18
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Uloha IV .S ... diferencidni rovnice

a) Organizator FYKOSu vypil velmi rychle ldhev tvrdého alkoholu. Alkohol se z zaludku
vstiebava do krve rychlosti imérnou jeho mnozstvi (v zaludku) s konstantou umeérnosti o
a z krve je odbouravan jatry podle stejného vztahu, tentokrat vSak s konstantou timérnosti
. Sestavte diferencialni rovnici popisujici tyto déje, urcete zavislost mnozstvi alkoholu
v krvi na case, urcete Cas, ve kterém je koncentrace maximalni a vypocitejte ji.

b) Snek plazici se rychlosti 1mm-s™' se v ase to postavi na zacatek gumového lana dlou-
hého 1m a zaéne se plazit. Ve stejném okamziku se lano zaéne napinat rychlosti 1 m-s™*
(je nekoneéné pruzné takze nikdy nepraskne). Rozhodnéte, zda $nek dosdhne konce lana
v kone¢ném c¢ase a pokud ano, spocitejte, za jak dlouho se tak stane.

¢) Takzvana redukovana Gaussova rovnice mé tvar

vy +(y—x)y —ay=0

Predpokladejte feSeni ve tvaru Taylorova polynomu, urcete vztah pro jeho koeficienty a
vySetfete asymptotické chovani FeSeni (tj. urcete jakou funkci by se dalo vystihnout jeho
chovani pro velkd z). Uréete pro jaké hodnoty koeficientti v a a je koneény tento integral

/ e_gF(oz7 v, z) dz,
0

kde F(a,7,x) zna¢i FeSeni Gaussovy rovnice (takzvand redukovand hypergeometricka
funkce). Poznamka: Pokud ozna¢ime E = —1/ a?, dostaneme z posledni rovnice pro E za-
jimavou podminku. A pokud se vam pfi pohledu na ni zac¢ind vybavovat vzorec pro mozné
hodnoty energie elektronu v atomu vodiku, pak vézte, ze podobnost s vasim vysledkem
neni viibec ndhodna.
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Kategorie ctvrtych rocniki

jméno Skola 1234PE S I % =

Student Pilny MFF UK 34445 8 4 32 100 65

1. Jaroslav Trnka G Na Prazacce 2 455 3 10 4 33 100 65

2. Miroslav Hejna G F. M. Pelcla 24455 7 4 31 97 63

3. Jan Prachat G F. M. Pelcla 14411 - 4 15 85 44

4. Lukas Chvdtal 1424 - - 4 15 81 42

5. Karel Tima G Matiéni 2214 - 2 4 15 65 39

6. Tibor Vansa G Mati¢ni 12231 3 4 16 57 35

7. Jiri Lipovsky G Bystfice n. Pern. - - -4 - 7 4 15 86 32

8. Vaclav Cvicek G Petra Bezruce - - - - - - - 0 96 24

9. Lukds Vozdecky G Vejrostova, Brno 1311 - - 3 9 53 21
10.—11. Michal Bares G Mikulasské nameésti - - - - = - - 0 80 20
Bryan Chen - — - - - - - 0 61 20

12. Jan Perny G Novéa Paka 1110 - - 3 6 39 17

13. Matéj Tyé G Zastavka 2 - - - - 4 6 63 15

14. Tomads Kozelek G Kadan - - - - - - - 0 62 13

15. Miloslav Havelka G Zastavka 3 —-—- - -4 9 73 11
16.—17. Lukds Sndsel COP Hronov - - - =- - -4 4 100 8
Marek Vysinka G Matyéase Lercha - — - - - -1 4 100 8

18. Barbora Galaczovad 2 - - - - - 4 6 64 7
19.—24. Vendula Exnerovd G Nad Stolou, Praha - - - - - - 0 2/ 4
Josef Hanus G Décin - - - = - - = 0 19 4
Katerina Jelénkovad G Staré Mésto - — - - - -1 4 100 4

Radim Kusdk G Frydek-Mistek - - - = - - = 0 100 4

Marek Pavli SOU Litovel - - - - - - = 0 100 4

Martin Szablatura - - - - - - - 0 100 4

25. Lubos Rabcan G Trstena - - - - - - = 0o 15 2
26.—28. Veronika Chromdikovd G Prerov - - - - - - - 0 25 1
Petr Navrdtil G Prerov - - - - - - = 0o 25 1

Zuzana Svobodovd G Zlaté Moravce - - - - - - - 0 25 1
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Kategorie tretich rocniku

jméno skola 1234PES I % =

Student Pilny MFF UK 34445 8 4 32 100 65

1. Matous Ringel G Broumov 3444 2 8 4 29 88 57

2. Jana Matéjovd SPS Chrudim 23 -5 -5 3 18 79 44
3.—4. Alexadr Kazda G Nad Aleji, Praha 11441 - 4 15 70 40
Jan Moldcek G J. K. Tyla 2 2 -4 5 - 4 17 89 40

5. Jakub Zdvodny G Bratislava, Grésslingova 4 - - - - 3 7T 72 26

6. Vojtech Krejcirik 1 -1 - - 4 6 63 25

7. Petr Dostdl G Zamberk 1312 -3 - 10 48 23
8.—9. Hynek Hanke G Budé¢jovicka, Praha - 1111 4 8 46 21
Jan Olsina G Kromériz - - - = - - - 0o 72 21

10.—11. Pavel Hdla G Cesky Krumlov -1 -2 - -3 6 46 19
Martin Rybadr GOA Blansko 13 ---53 12 53 19

12. Jan Ondrus G F. M. Pelcla - 101 - - 2 46 17

13. Lucie Strmiskovd G Kyjov 2 3 - - 3 8 65 15

14. Jana Hrudikovd G Prerov -4 - - - - 4 8 70 14
15.—16. Petr Bily G Slany - - - - - - - 0 76 13
Zuzana Rozlivkovd G Bozeny Némcové 1 --1- -4 6 68 13

17.—18. Michal RuzZek G Arcibiskupské -3 - - - - 3 65 11
Radoslav Sopoliga G Svidnik 10 -0 - — — 1 34 11

19.—21. Pavol Lakatos G Velké KapuSany 1300 - - — 4 25 9
Jan Svarcbach G Louny -0 0 - — - 0o 22 9

Michal Witiska G Jihlava - - - - - - - 0o 31 9

22. Zdenek Vana COP Hronov - - - - - - - 0 67 8

23. Tomds Gavendciak G Bilovec - - - - - - - 0 38 6
24.-25. Jan Krivonozka G Bilovec - - -0 - -3 3 25 5
Jan Skalicky G J. Heyrovského, Praha - - = - - - 0 38 5

26.—30. Jan Kretinsky G Matyase Lercha - - - - - -4 4 100 4
Markéta Novotna G Hranice - - - - - - - 0 100 4

Martina Smolovd G Pisek - - - - - - - 0 44 4
Viadimir Sommer G Zd4r nad Séazavou - - - - - -4 4 100 4

Petra Sukovd G Svitavy - - - - - - 4 4 100 4

31.-33. Pavilina Karnikovd G Dobruska - - - - = = 0o 25 3
Libor Kukacka GOA Vrchlabi - - - - - - - 0o 75 3

Eva Loviskovad G V. Makovského -1 - - - - - 1 25 3

34.-35. Katerina Balcarova G Dobruska - - - - - - - 0o 15 2
Michal Havel COP Hronov - - - - - - = 0 25 2

36.—37. Jana Pechkovd G Trutnov - - - - - - - 0o 11 1
Stanislav Pldnicka G Klatovy - - - - - = = 0 25 1
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Kategorie druhych rocniki

jméno skola 12 4 P E S I % =

Student Pilny MFF UK 3 4 4 5 8 4 32 100 65

1. Anton Repko G Sv. Mikulasa, Presov 2 4 -1 8 4 19 89 39

2. Petr Houstéek G Pelhfimov 1 4 4 - — 4 13 77 34

3. Peter Greskovic G Svidnik 11 02 3 2 9 39 22

4. Michal Humpula G Uhersky Brod 11 - - - 4 6 59 16

5. Lenka Rychtrovd G Louny 0 4 00 2 - 7 25 14

6. Martin Takdc G Nové Zamky - - 00 4 4 39 13

7. Pavel Kocourek SPS Panské 4 - - — 4 10 91 10

8. Hana Suchomelovd G Ludovita Stara - - - - - 0 3 9
9.—10. Rostislav Kvas G Jihlava - - - - - - 0 100 8
Mdria Sedivd G Ludovita Stara - - - - - - 0 40 8

11. Markéta Vilimouvskd G Ceskolipska, Praha - - 0 44 7
12.—13. Markéta Kavalirovd G Ceskolipska, Praha, - - - - - - 0 38 6
Zdenék Kucka G Zd4r nad Séazavou 0 01 -0 1 12 6

14. Jiri Kubr COP Hronov - - - 0 63 5
15.-16. Jiri Kulda COP Hronov 3 - - - - - 3 57 4
Ales Razym - - - - - - 0 2/ 4

17. Karel Hofman COP Hronov - - - - - - 0 38 3
18.—19. Katerina Divisova GOA Sedlcany 00 0 - — — 0 8 2
Monika Martiniskovd - - - 0o 15 2

20.—21. Stépdnka Mohylovd G Cs. exilu - - - - - - 0o 13 1
Vladimira Seckdrovd G J. G. Tajovského - - - - - - 0 8 1
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Kategorie prvnich rocniki

jméno $kola 123 4 E S I % =
Student Pilny MFF UK 3 4 4 4 8 4 32 100 65

1. Tereza KlimosSovd G Lanskroun - -1 - 4 5 90 18

2. Jan Valasek G Broumov -1 - - 6 — 7T 70 14

3. Jana Vrdbelovd 7S Trenéin -3 -0 2 - 5 31 11
4.-5. Michal Sivdk G Ludovita Stura - - - = - - 0 40 8
Viadimir Sivdk G Ludovita Stura - - - = - 0 40 8

6. Petra Mald - - - = - 0o 41 7
7.—8. Jan Bednar COP Hronov - - - = - - 0 75 6
Ondrej Bogdr 7S Trenéin - - - - - - 0 3 6

9. Tomds Bedndrik G Vsetin - - - - - - 0 50 4
10. Daniela Svobodovd - - - - - - 0 25 3
11. Marek Jansa COP Hronov - - - - - - 0o 18 2
12.—13. Radek Skuta G Cs. exilu - - - - - 0 13 1
Zuzana Urbancovd G Vlasim - - - - - - 0 25 1

14. David Chval GOA Vimperk - - =0 - - 0 0 0

FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta

Ustav teoretické fyziky
V Holesovickach 2
180 00 Praha 8

www: http://fykos.mff.cuni.cz
e-mail pro Feseni: fykos-solutions@mifF.cuni.cz
e-mail: fykos@miff.cuni.cz

Fyzikalni koresponden¢ni semindf je organizovan studenty UK MFF. Je zastiesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiki a fyziku.
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