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Zadani V. série
Termin odeslani: 14. dubna 2003

Mili resitelé!

vvvvvv

vvvvv

Zajemci si mohou objednat rocenku lonského ro¢niku seminéie, ve které najdou zadani
a FeSeni vsech uloh, seridl na pokracovani a potadi fesitelt. Staci do obalky vlozit 50 korun
(¢eskych, slovenskych, danskych ¢i §védskych). Stejnym zptsobem si muZete objednat i starsi
publikace — XIV. a XIII. ro¢nik za 40 korun, XII. a XI. ro¢nik za 20 korun, IX. ro¢nik za
10 korun a VIII. ro¢nik za bezkonkurenc¢nich 0 korun. Nezapomeriite do obalky vlozit listek se
seznamem publikaci, které si objednavate.

Rocenky si budete moci osobné koupit také na Dni s experimentélni fyzikou a na soustie-

"« PP . , ) 1
déni. Ale konec povidani a hurd na tlohy. At se vam libi! Homnza Houstek

Uloha V.1 ... prsi, prsi

V destovém mraku je mnozstvi malych kapicek vody, jejichz hustotu (tj. celkovou hmotnost
kapi¢ek v néjakém objemu lomeno timto objemem) ozname g1, hustotu vody go. Spojenim
nékolika kapicek vznikne vétsi kapka, ktera zacne padat a postupné na sebe nabaluje dalsi a
dalsi kapicky. Spocitejte, jak se bude ménit polomér padajici kapky, a s jakym zrychlenim se
bude pohybovat.

Pro jednoduchost neuvazujte odpor vzduchu pusobici na kapku a malé kapicky povazujte
za nehybné.

Uloha V.2 ... Apollo
Odhadnéte, za jak dlouho se Apollo dostane na orbitu
Meésice, neplytva-li zbytecné palivem. Nezapomente uvést,
jaké zjednodusujici predpoklady jste pfi vypoctu provedli. g m

Uloha V.3 ... elektricky minigolf d

Méjme dvé na sebe kolmé nevodivé tyce a na nich na-
bité kulicky (viz obr. 1), které se po nich mohou po ty¢ich m
volné pohybovat. Kulicky maji stejnou hmotnost m a na- II 2d 3:
boje ¢ a —2q. Na pocatku jsou v klidu a jejich vzdalenost
od pruseciku ty¢i je d a 2d. Urcete, kde se bude naché- Obr. 1. Naboje na tycich
zet druhé kulicka v okamziku, kdy prvni dosédhle priseciku
tyci.
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Uloha V .4 ... sit
Spoctéte odpor mezi body A, B na nekonecné siti na obrazku 2. VSechny hrany sité maji
stejnou délku a odpor.

B

A
Obr. 2. Nekoneéné odporova sit

Uloha V.P ... praminek vody
Jaky je geometricky tvar (prufez) kapaliny vytékajici z kohoutku v zavislosti na vzdélenosti
od hrdla? Pokuste se také odhadnout, v jaké vzdélenosti se proud vody zacne trhat.

Uloha V .E ... paradox zmrzlinife

Traduje se historka, ze jeden zmrzlinar, kdyz potfeboval rychle vyrobit led, daval do mra-
zdku ohfatou vodu misto studené. Ovéite, zda je skuteéné mozné, aby na pocatku teplejsi
voda zmrzla rychleji nez stejné mnozstvi vody studené. Specifikujte pfi jakych podminkach se
to muze stat.

Reseni lll. série

Uloha III.1 ... vitr na dalnici (4 body; primér 1,94; vesilo 31 studenti)

V autoskole kazdého upozornuji na nebezpeci bocniho vétru pri vjezdu ze zavétri na ote-
viené prostranstvi. Zejména nebezpecné je to pry na dalnici p¥i velké rychlosti.

Uvazujte konstantni rychlost bo¢niho vétru a spoctéte, jak se méni sila pisobici z boku
v zavislosti na rychlosti auta. Tvar auta predpokladejte takovy, abyste tilohu dokazali vyftesit.
Diskutujte vliv vétru na nasledny pohyb vozidla.

Odporové sila pti pohybu auta vzduchem se ¥idi Newtonovym vztahem Foq, = C'Sov?/2,
kde C' je bezrozmérna konstanta dand tvarem, S je plocha auta promitnutd do roviny kolmé
na smér pohybu, v je rychlost pohybu a ¢ hustota vzduchu.

Jede-li auto rychlosti v a foukd boc¢ni vitr rychlosti u, bude vzajemna rychlost vzduchu
a auta mit velikost vre1, pro kterou plati v%; = v% + u?. Sila, kterou pomoci této rychlosti
z Newtonova vzorce ziskdme, mé velikost Foq, = CSpo(v? + u?)/2. Se smérem pohybu auta
ovSem svird thel, pro ktery plati tg ¢ = u/v.

Pro slozku sily Foqp kolmou na smér pohybu auta pak dostavame

1
Fy, = Foapsing = §CSQU\/1)2 + u?2. (1)

Diskutujme nyni, jak se Fp, méni s rychlosti v. Uz samotny fakt, ze ve vztahu (1) vystupuje
zdvislost na v stoji za povSimnuti. Je to umoznéno nelinearni (zde konkrétné kvadratickou)
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zévislosti odporové sily na rychlosti. Dale se ovem méni smér ¢ a s nim i S (z boku mé auto
vétsi prufez) a C tvar auta je relativné dobfe aerodynamicky pfi pohybu dopfedu, coz zfejmé
neplati pro pohyb do strany. Nicméné uvazime-li, ze rychlost vétru bude nékde v intervalu
10-40km-h~?! a rychlost auta 100-200 km-h~!, nebudou zmény sméru pili§ vyrazné a mizeme
C' a S povazovat za konstantni.

Pokud navic uvazime u < v (coz zejména v druhé mocniné bude celkem dobfe splnéno),
zredukuje se zavislost boc¢ni sily na rychlosti na vztah

Fy, = Fogpsiny = %CSqu ~ . (2)

Lze tedy Fict, ze v jisté aproximaci plati, ze velikost boc¢ni sily je imérna rychlosti auta.
Otazka je, jak se to projevi na Fizeni. Zacne-li sila nahle pisobit, zareaguje Fidi¢ az za urcity
¢as. Za tu dobu zptsobi bocéni sila vychyleni automobilu o vzdalenost, kterda je tmérna jeji
velikosti. Tedy s rostouci rychlosti auta roste i a¢inek vétru na jeho pohyb. Navic je otazkou,
jak se tento ucinek projevi na fizeni. Obecné totiz plati, Zze pfi vyssi rychlosti je auto hite
ovladatelné a tedy by i stejny tcinek byl pii vétsi rychlosti pro fidice horsi.

Honza Housték
honza®@fykos.mff.cuni.cz

Uloha III.2 ... Zelezniéni most (4 body; primér 2,64; vesilo 14 studenti)

Chrabry rudoarméjec vjel tankem na zZelezni¢ni most, jehoZ konstrukce, nad nim se tydicli,
je schématicky znazornéna na obr. 3. Vasim iikolem je popsat, jak moc budou pfi prejezdu
namahany jednotlivé ¢asti mostu. Pokud jsou meze pevnosti vSech tyc¢i v tahu stejné jako meze
v tlaku, uréete maximalni hmotnost tanku, ktery po mosté mize piejet. Miizete uvazovat, ze
tank je oproti mostu maly.

P7i feSeni této ulohy zanedbame namahani mostu vlastni vahou. Tim si celou dlohu zjed-
nodusime a toto namahani by slo nakonec do celého vysledku zapocitat. Dale budeme pied-
pokladat, ze se jednotlivé nosniky mostu nebudou prohybat. Toto by v praxi zcela zanedbat
neslo, ale pro nase priblizné feSeni to bude stacit.

Nejdfive si o¢islujeme nosniky (viz obr. 3). Nosniky 13 14 15

zpeviujici vozovku oéislujeme 1-4, §ikmé nosniky 5-12
; . . e 5 7 9 11
a horni vodorovné nosniky 13-15. Uhel mezi Sikmym a 6 ] 10 12
vodorovnym nosnikem oznacime «. Po vjeti tanku na
P . A 1 2 3 4
most na nosniky bude na obou koncich ptsobit sila, Obr. 3
T.

stejné velikosti opac¢ného sméru. Tuto velikost u i-tého
nosniku oznacime f; a budeme pouzivat konvenci, kdyz je ty¢ namédhéna v tlaku bude f; kladné
a v tahu zaporné. V rovnovaze bude platit, ze sily ptisobici v jednom uzlu se navzajem vyrusi.
Diky symetrii bude stacit vypocitat zatizeni mostu jen pro tank na dilech 1 a 2. Kdyz bude
tank na dilu, rozdéli se dvé casti, které budou ptisobit na koncich tohoto dilu.

Kdyz budeme psat rovnice, pro vyruseni sil v jednom uzlu, ziskdme dvé rovnice, jednu pro
svislou slozku sily a jednu pro vodorovnou. Nejdfive si napiSeme rovnice pro horni ¢ty#i uzly.

fs+fe=0, (fs — fs)cosa— fiz3 =0,
fr+fs=0, (fr—fs)cosa+ fiz— fia=0,
Jo+ fio =0, (fo— fio)cosa+ fia — f15 =0,
fir+ fi2=0, (fir— fiz)cosa+ fi5 =0.
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Dale napiseme rovnice pro uzel mezi dily 3 a 4

f3— fa+ (fio — fun)cosa =0, fio+ f11=0.

Nyni napiseme rovnice pro uzly mezi dily 1, 2 a 3. V uzlu mezi 1 a 2 nechame pisobit
silu fo, v druhém fi,. Tyto sily budou pusobit smérem dolt. Dostaneme tedy rovnice

(fs + fr)sina = fo, fi— fa+ (fe — fr)cosa =0,
(fs+ fo)sina = fo, fao— fz3+(fs — fo)cosa =0.
Zatim mame 14 rovnic a patnact neznamych. Jako posledni rovnici pfiddme podminku, Ze sila

na jednom konci mostu je svisla

fi+ fscosa=0.

Nyni mame dostatek rovnic, je jich sice 15, ale feseni neni zas tak slozité. Po chvili prace
dostaneme

COS ¥ COos

fi=@3fa+ 2fb)4sina’ fo=(5fa +6fb)4sina,

3cosa cos o

fo=(fa+2fp)

fo = —=(fa +2f0)

4sina’ 4sina’
3fa +2 w— 2
f6:_f5:7f - fb, f7:—fs:7f - fb,
4 sin o 4 sin o
o+2 cos
f9=-f10=f11=-f12=@, fiz = —=(Bfa +2f) =— e ,
4sin 2sin

COos &

fia=2f15 = —(fa +2fp)—
sin v
Nyni jiz zbytek dopocteme pro o = w/3
Pokud je tank na 1. dilu je f» = 0 a fo = mgz/l, kde [ je délka jednoho dolniho dilu a z
je vzdalenost tanku od kraje. Dosadime a nalezneme, ve které tyci je tlak nejvyssi. Je to pro
x=1vdilub, 13 a 6, kde

[fol = |fs| = | fis] = ?mg‘

Kdyz je tank na 2. dilu je fo = mg(2l — )/l a fp = mg(x —1)/l. Zde je maximalni hodnota
pro x = 2l a to v dilu 14
2v3

| fra] = ng-

Je tedy vidét, Ze nejvice je zatézovan nosnik 14 a to, kdyz je tank uprostfed mostu. A pro
maximalni hmotnost tanku plati
\/§Fmax

29 '

Mmax =

kde Fmax je maximalni sila, kterou nosnik vydrzi. Karel Honzl

kaja®@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha III. 3 ... praktikum II (4 body; primeér 1,00; vesilo 19 studenti)

Ve fyzikalnim praktiku dostal organizator FYKOSu za tikol pomoci tfi méfeni zjistit napéti
tfech riznych zdroji.

K dispozici ma jeden voltmetr nasledujicich vlastnosti: Jeho systematicka chyba je nulova.
Nahodna chyba je charakterizovana stiedni kvadratickou odchylkou o (tj. rozptyl je o), kterd
Jje nezavisla na velikosti méfeného napéti.

Poradte organizatorovi, zda a popi. jak lze napéti zméiit piesnéji nez zméfenim kazdého
zdroje zvIast. Za miru celkové presnosti povazujte soucet rozptylu vyslednych hodnot.

Pred zacatkem vypoctu si ujasnéme zakladni pojmy. Hodnota kterou méfime pomoci volt-
metru je ndhodnd veli¢ina. Kazdad nahodna velic¢ina je plné charakterizovana takzvanou dis-
tribuéni funkci. Tato funkce udava, s jakou pravdépodobnosti naméfime jednotlivé vysledky
(pFesné feCeno, pokud ozna¢ime distribuéni funkci f, pak pravdépodobnost toho, Ze namé-
fend hodnota (naptiklad napéti) bude lezet v izkém intervalu hodnot (U, U + dU) bude p =
= f(U)dU). Nahodnou veli¢inu vSak muzeme popsat i jednoduseji (na tkor ¢dsteéné ztraty
informace o této veli¢ing) pomoci takzvané stiedni hodnoty a rozptylu (takto zjednoduseny po-
pis ndhodné veli¢iny mtizeme jesté zpresnit zadanim dalsich parametrii, takzvanych moment).
Stfedni hodnota Z nahodné veli¢iny = je definovdna jako aritmeticky primér z velmi mnoha
naméfenych hodnot x;

= lim 75 xT;
Nooo N v

Pokud bychom si nakreslili graf distribu¢ni funkce, udavala by stfedni hodnota polohu ,,stfedu®
tohoto grafu. Rozptyl je definovan jako

o? = lim iZ(wlf@)z

Jedna se tedy o aritmeticky primér druhych mocnin rozdili naméfenych hodnot a stiedni
hodnoty. Graf vétsiny ,rozumnych® distribu¢nich funkci mé tvar jakéhosi ,hrbu“. Rozptyl
nahodné veliciny pak zhruba udavé, jaka je druhd mocnina jeho sitky, coz mtizeme povazovat
za miru nepiesnosti méreni.

\ zadéni bylo uvedeno, ze voltmetr méfi napéti s nulovou systematickou chybou a rozpty-
lem o2. To znamen4, %e distribuéni funkce nasi nahodne veli¢iny bude mit stfedni hodnotu
rovnou skuteéné hodnoté méreného napéti a rozptyl o>.

Zméfime-li napéti na nékolika sériové zapojenych zdrojich, musime napéti na jednotlivych
zdrojich z namérenych hodnot dopocitat. Budeme tedy naméfené hodnoty rtizné scitat, odeci-
tat a nasobit konstantami (Fesime soustavu linedrnich rovnic).

Je zfejmé, ze stfedni hodnota sou¢tu dvou ndhodnych veli¢in (ndsobku ndhodné veliGiny
¢islem) je souctem jejich stfednich hodnot (nasobek stfedni hodnoty). Déle vidime, Ze rozptyl
c-néasobku nahodné veli¢iny bude c¢*-nasobkem jejiho rozptylu (toto tvrzeni plyne napiiklad
z definice rozptylu, nebo z faktu, ze rozptyl je druhou mocninou §#ky distribuéni funkce (dis-
tribuéni funkce c-ndsobku ndhodné veli¢iny bude c-krat $irsi).

Otazkou vsak je, jaky bude rozptyl souctu ndhodnych veli¢in. V obecném ptipadé o ném
bohuzel nedokazeme nic fict. D4 se ale ukazat, ze pokud je chyba méfeni dand velkym poctem
nahodnych vlivii (a to je v praxi splnéno, protoze namé¥ené napéti muze ovlivnit vSechno od
vlhkosti vzduchu, pfes pracovni usili délnika ktery pravé o patro vyse sbijeckou boura zed az
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po konstelaci Jupitera se Saturnem), je tvar distribuéni funkce métené veli¢iny vzdy stejny, at
méfime cokoliv a jakymkoliv zptisobem. Je jim takzvand Gaussova funkce

1= mzon (S5

O veliciné s takovouto distribu¢ni funkci fikame, ze ma normdlni ¢i Gaussovo rozdéleni. Diky
této vlastnosti pak plati, ze rozptyl souc¢tu nebo rozdilu dvou naméienych veli¢in je vzdy
soucet jejich rozptylt (dikaz tohoto tvrzeni jiz neni trividlni takZe ho neuvddime.) Nyni zname
zékladni pravidla pro pocitani s ndhodnymi veli¢inami a mtzeme tedy pfistoupit k vlastnimu
vypoctu

Obecné méfeni si mizeme vyjadrit jako u = a1Ur 4 a2Uz 4 asUs, kde a; nabyva hodnoty
—1, 0, 1, podle toho s jakou polaritou 1, —1 je tam zdroj resp. jestli tam vibec je 0. Takova
méfeni udélame tfi a dopo¢teme zadané napéti. Abychom nemuseli rozebirat moc moznosti,
tak si uvédomime nékteré symetrie, které daji stejny vysledek.

1. Je jedno jestli méfime u, nebo —u. Protoze maji stejny rozptyl.

2. Kdyz zménime polaritu jednoho zdroje u vSech méfenych obvodu (napf. Uy). Tak se zméni
jenom celkové znaménko ve vyjadieni napéti tohoto zdroje U; = —Ui, coZ neovlivni vy-
sledny rozptyl napéti tohoto zdroje.

3. Dale vyuzijeme, ze zaména jednotlivych méreni da stejny vysledek. Stejné i zdména v ozna-
¢eni zdrojui jenom prohodi vysledky, ale celkové hodnoty budou stejné.

Ted se miizeme pustit do samotné analyzy. Rozdélime si to na moZnosti podle po¢tu zapoje-
nych zdroja. UvaZzujeme, Ze kdyZ méfime na jednom zdroji, nedostaneme lepsi vysledek. Proto
musime namérit minimalné dva zdroje.

1. Mame 2 zdroje. Tady jesté musim rozdélit dvé moznosti, podle toho kolikrat se tam zdroje
vyskytuji
a) Jeden zdroj je na vSech buino' Uj. Pfitom vime, Ze je tam 2 x 3 zdroji, takze jests
tam musi byt jeden zdroj 2-krat (btino Usz) a jeden jednou (btno Us). Jedind moznost
linearni nezavisld moznost je (az na zménu znamének u U)

(U1 + U2, Ur — Uz, U + Us).
b) Kazdy je tam dvakrat.
(U1 + Uz, Ur + Us, Uz + Us).
Rozmyslete si, ze ostatni moznosti jsou ekvivalentni.
2. V prvnich dvou méfenich mame 2 a p¥i poslednim 3 zdroje. Uvazujme, ze pfi prvnim méfeni
mame btno U; 4+ Us. Potom na druhém méame 2 moznosti.
a) Stejné zdroje jako u 1. mé¥eni (Ur, Uz). Z linedrni nezévislosti dostaneme

(U1 + Uz, Uy — U, U1 + Uz + Us),

na znaménku Us diky symetriim nezavisi.

Y bez tjmy na obecnosti

6
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b) Zdroj U1 je u obou a ostatni se lisi. Tady dostaneme pro 3 méfeni t¥i moznosti

(U1 + Uz, Ur + U, U + Uz + Us),
(U1 + Uz, U1 + Us, Uy + Uz — Us),
(U1 + Uz, Ur + Us, Uy — Uz — Us).

3. V prvnim méfeni jsou dva zdroje, v ostatnich dvou 3. V prvnim uvazujme btino U; + Us.
Potom miZzeme rozlisit dvé moznosti podle polarity zdroje Us (nas zajima jenom relativni
zména oproti Us + Uz a jedno, ktery zvolime, protoze celkové znaménko mizeme otocit).
a) Stejnd polarita, potom v druhém méfeni méame Uy +Usz+Us, u tfetiho potom dostaneme

z linearni nezévislosti

(U1 + U2, Ur + Uz + U, Uy — Uz + Us),
(U1 + Uz, Ur + Uz + Uz, Uy — Uz + Us),
(U + Uz, Uy + Uz + Uz, Uy — Uy — Us).

b) Rizna polarita (potom uz miizeme stejnou polaritu uvazovat u t¥etiho mérédku, protoze
ostatni moznosti jsme vyloudili v bodé a). Potom zistane jenom jedna linedrné nezavisla

moznost
(U1 + Uz, Uy — Uz + Us, Uy — Uz — Us).

4. Ve v8ech méfenich jsou 3 zdroje. Potom zustane diky symetriim 1 mozZnost.

(U1 4+ Uz + U3, U1 + Uz — U3, Uy — Uz — Us).

Ted musime pro kazdou moznosti vyfFesit soustavu a najit vyjadfeni napéti zdroji. Pro né
spoéteme rozptyl U = aiui + azuz + asus podle vzorce, o2 = (a% +adi+ a%)a2. A vysledné
seCteme o3 + 03 + 03. Nejmensi hodnotu dostaneme pro 3b.

1 1 1
U, = 51“ ZUQ + Zu&
1 1 1
Uz = §u1 + ZU2 - Zu?n
1 1

kde jsme u; oznadili i-tém méfeni. Dostaneme o3 = 03 = 3/8 a 03 = 1/2.

Pavel Augustinsky
pavel@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha III.4 ... rychld smrt (4 body; primeér 1,56; vesilo 18 studentii)

V modulu Apollo leti astronauti na Mésic, skrz okno jim proleti meteorit a udéld v ném
dirku o poloméru r = 1 mm. Jak se bude ménit teplota a tlak v kabiné o objemu V = 60 m?®,
pokud piivodni podminky jsou t = 20 °C a normalni tlak. Jako bonus se pokuste odhadnout,
za jak dlouho zac¢nou mit astronauti vazné problémy.

Na feSeni této tlohy se dé vysvétlit hned nékolik dilezitych poznatkt z molekulové fyziky
a termodynamiky. Proto se nelekejte, ze je ponékud delsi nez je obvyklé.

Jako v témér kazdé fyzikalni tloze i zde se nejprve zabyvejme zjednodusujicimi predpoklady,
bez kterych bychom tlohu neuméli vyresit. Pfedné budeme plyn v modulu povazovat za idealni.
Dale predpokladejme, ze vsechny déje jsou rovnovazné, tj. v kazdém okamziku mizeme systém
popsat zdkony, které plati pro plyn v termodynamické rovnovaze (napf. stavovou rovnici).
A kone¢né vakuum vné modulu povazujme za dokonalé.

Plyn z modulu unika proti nulovému tlaku, nekona tedy zddnou praci. Nedochazi ani k te-
pelnym vyménam s okolim, nebot okolim je vakuum. Proto se podle prvniho termodynamického
zadkona neméni ani vnitini energie plynu jako celku (véetné toho, co unikl). Vime ale, Ze vnitini
energie idealniho plynu zavisi pouze na poctu Castic N a termodynamické teploté T a to na
obojim linearné

5
U= -NEkT
2 )

kde 5/2 je faktor pro dvouatomové molekuly plynu a k je Boltzmanova konstanta. Proto
neméni-li se vnitini energie plynu, neméni se ani jeho teplota.

Nékdo by ale mohl zacit $fourat a ptat se, odkud vime, Ze primérnd energie pripadajici
jedné uniknuvsi molekule je stejné jako energie pfipadajici na jednu molekulu, ktera ztstane.
Je pravda, ze toto jsme jesté poradné nezdivodnili. Udélame to vzapéti po odvozeni vztahu
pro pocet molekul, které uniknou z modulu za element ¢asu At.

Ze samotnych principt statistické fyziky, kterd popisuje chovani mnohacéasticovych sys-
témi, plyne vztah pro rozdéleni castic v idedlnim plynu podle velikosti rychlosti. Plati, ze
pravdépodobnost, se kterou se vybrand molekula o hmotnosti m idedlniho plynu pohybuje
rychlosti o velikosti v intervalu (v, v + dv), je

g(v)dv = % <%>5 v” exp <T27:}T) dv. (3)

Tomuto vztahu se fikda Mazwellovo-Boltzmanovo rozdélent rychlosti. Po chvilce integrovani se
da spocitat, ze stfedni resp. stfedni kvadraticka rychlost molekuly plynu je

"7:/ vg(v)dv:\/%, 172:/ vzg(v)dv:ﬂ,
o ©m o m

Pocitejme nyni, kolik molekul unikne z modulu za ¢as At infinitezimalné malym otvorem
o plose AS. Nésleduji odstavec je zalozen na znalosti ponékud pokrocilejsi matematiky, pokud
mu nerozumite, spokojte se s vyslednym vztahem (5), ktery je pochopitelny intuitivné az na
faktor 1/4. Vezméme At mnohem mensi nez je pramérny Cas mezi dvéma srazkami jedné
molekuly s jinymi. Diky tomu miizeme pfedpokladat, Ze v ¢asovém intervalu (0, At) nedochézi
k zddnym srazkam. Zvolme systém sférickych soutadnic tak, Ze osa z vede kolmo na otvor.
Od osy z urcujeme thel ¥ a od libovolného sméru v roviné z = 0 urcujeme thel p. Omezme
se zatim jen na molekuly pohybujici se rychlosti mezi (v,v + dv). Z bodu A o soutradnicich

8
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(r, 9, ¢) molekula otvorem unikne, pokud vAt > r a pokud leti do sprdvného prostorového
thlu. Prostorovy thel, pod kterym je ploska AS vidét z bodu A, je

cos¥AS

2

AQ =

r

Jelikoz z okoli bodu A leti do kazdého sméru stejné molekul, leti vybrand molekula do sméru AQ

s pravdépodobnosti AQ/4w. Z geometrickych uvah si odvodte, Ze objem oblasti, jejiz body

maji soufadnice mezi (r,7+dr), (¢, ¢ +dg), (9,9 +dV9) je dV = r? sin ¥ d9 dp dr. Oznacime-li

jesté g, objemovou hustotu poétu molekul, miiZeme napsat, ze za ¢as At unikne ploskou AS
z modulu dN(v) molekul, jejichz rychlost mé velikost mezi (v, v + dv).

21 pw/2
/ / / AS cosd g(v) dvoyr® sind do dp dr = %ASAtgvg(v)v dv. (4)

S dnr?2

Integrovali jsme pres element objemu dV, g(v) je hustota pravdépodobnosti ze vztahu (3).
Nezavisle na rychlosti tedy unikne

> 1 ° 1
AN = / dN(v) = ZASAtQV / g(v)vdv = ZAS’AtQV@.
0 Jo
Celou plochou S tedy za maly ¢as At unikne z modulu
1 _
AN = ZSAtgvv (5)

molekul. Hustota g, molekul se samoziejmé meéni s ¢asem. Stifedni rychlost molekul v plynu v
na Case nezavisi, nezavisi-li na case teplota plynu. To ukazme v nasledujicim odstavci.

Jak jsme tekli vyse, potfebujeme ukazat, zZe prumérnd energie pripadajici jedné uniknuvsi
molekule je stejna jako energie pfipadajici na jednu molekulu, kterd ztistane. Vime, Ze energie
molekuly je mérna kvadratu jeji rychlosti E ~ v?2, resp. dE ~ v dv. Proto podle vztahu (4) a
(3) mizeme psat, ze poet uniknuvsich molekul s energii mezi (E1, E1 + dE) je

AN (E)) = c1 E1e™ dE,
c1, c2 jsou nedulezité konstanty. Pomér poc¢tu uniknuvsich molekul o energiich F1 a F2 bude

dN(El) . EJleCZE1
dN(EQ) - EQGQEQ’

coz je presné pomér poc¢tu molekul o energiich F1 a F2 v plynu, tudiz je i stejné rozlozeni poctu
molekul podle energie, resp. rychlosti. A to je pfesné to, co jsme potiebovali dokazat, abychom
pf“esvédéili kazdého, ie pokud je v modulu idedlni plyn, jeho teplota se bude zachovévat
by se, Ze u realného plynu by se teplota ménila.

Vratme se k vypoctu zavislosti tlaku na ¢ase. Vyuzijeme stavovou rovnici idedlniho plynu
pV = NKT a vztah (5), tedy

kT kT 1 .S
dp———dN —7159‘,vdt— Wpdt.
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Krome casu a tlaku jsou v této rovnici samé konstanty, tudiz postupem vysvétlenym v minulém
dile seridlu dostaneme pro tlak a zadané hodnoty

p= poef%t _ poee,oe-m*‘*{t}

Pokusme se zodpovédét otazku, kdy zacnou mit kosmonauti problémy. Na vysokych horach
je asi poloviéni atmosféricky tlak a i trénovany cClovék vétSinou potiebuje dychaci pFistroj.
V modulu tlak na polovinu klesne asi za 31 hodin. TudiZ maji kosmonauti spoustu ¢asu na
ucpani dirky nebo nasazeni dychacich pfistroju.

A zévérem nékolik poucénych pozndmek k vasSim feSenim. Nékteii z vas neodvozovali
vztah (5) tak peclivé jako my a po vzoru odvozeni tlaku piisobiciho na stény nadoby v plynu
napsali

AN = éSAtQVVF.

V tomto pripadé je ale spravné nami ziskany vztah. Sami se podivejte do stfedoskolskych
ucebnic a srovnejte, kde se u odvozeni tlaku vezme Sestina misto ¢tvrtiny a stfedni kvadraticka
rychlost misto stfedni rychlosti.

Také se objevilo nemalo FeSitelt, ktefi vytokovou rychlost spocitali z Bernoulliho rovnice
jako v = /27 /0 = \/2kT/m, to je vztah formalné opét velmi podobny nasemu v = v/4 =
= /kT'/27m, nicméné neni spravny, nebot Bernoulliho rovnice plati pouze pro nestlacitelné
kontinuum, coz idealni plyn rozhodné neni.

Lenka Zdeborova
lenka®@fykos.mff.cuni.cz

Uloha III. P ... velikost elementarnich &astic (4 body; primér 2,45; vesilo 29 studenti)

a) Elektrostaticka energie rovnomérné nabité koule je E = (3Q*)/(20weyR). Pokud to doka-
Zete, ovéite tento vztah vypocdtem, jinak Feste rovnou kol b).

b) Pomoci tohoto vztahu se pokuste ze znalosti klidové energie protonu a elektronu spocitat
rozmeér téchto castic.

¢) Rozmyslete, pro¢ je tento postup zcela nesmyslny. Pozn.: experimentdlné je ovéfeno, Ze
rozmér elektronu je mensi nez 10719 m.

a) Energii nabité koule se spo¢ita z predstavy, Ze cely naboj je v nekone¢nu a my ho na kouli
pritdhneme. Naboj budeme tahat postupné v kulovych slupkéach. Prace potfebna na pridani
slupky ve vzdalenosti r je

dW = ¢ dQ,

kde ¢ je potencial koule v této vzdalenosti. Nabita koule se z vnéjsku chova jako bodovy
naboj.
1 Q_o’

Y= 4TV€() T o 350’
kde ¢ je permitivita vakua a za () jsme dosadili vyjadfeni pomoci hustoty naboje ) =
= 4117"2@/ 3. Zdiferencovanim pro dQ potom dostaneme dQ = 4mor? dr. Po dosazeni ziska-
vame pro praci
dw — 4z o*rt dr.
380

10
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Vysledna energie je prace na preneseni vsSech slupek

R 2 4 2 p5
4
E:/ ﬁgrdr:&ngR'
0 360 1560

Vyjadfenim hustoty pomoci celkového naboje dostaneme vysledny vztah.

_ 3@
E= 20meo R’ (6)

b) Za energii dosadime ze zndmého Einsteinova vztahu

Ee = mec® =510keV = 8,2 - 107,
Ep = mpc® =940MeV = 1,5 - 107 '°J,

kde 1eV = 1,602 - 1071 J. Tato jednotka se ¢asto pouziva pravé v ¢asticové fyzice. Dosa-
zenim do rovnice (6), dostaneme vyrazy pro vzdalenost

R.=1,68 -10 "m,
R, =92-10""m.

¢) Jsou dva zavaznéjsi dtivody, pro¢ cely postup zavrhnout. Prvni je ten, Ze rovnice pro energii
a potencial, které jsme pouzili, nemusi platit pro tak malé vzdalenosti. Rovnice pro potencial
totiz vychazeji z Maxwellovych rovnic (tyto se daji zjednodusit pro elektrostaticky pfipad do
potencidlového tvaru), které jsou ale klasickymi zakony a vyzaduji pfesnou znalost polohy
a energie (d4 se pfimo spocitat z hybnosti), coz je ale v rozporu z kvantovou teorii — prin-
cipem neuréitosti. Kdy# vezmeme neurcitost v poloze pro elektron Az, = 107'° m, z toho
pro hybnost Ap. = h/Az. = 107 kg-m-s™!, z toho energie E = \/p2c2 + m2¢* ~ pc =
= 107! J, coz je mnohem vétsi nez energie E.. Pro proton uvazujeme stejné.

Ve skutec¢nosti se daji Maxwellovo rovnice jaksi zobecnit tim, Ze jejich tvar nezménime,
ale zméni se interpretace ¢lenu vystupujicich v téchto rovnicich. Energie si vSak pfiblizné
zachova vysSe uvedenou podobu. Ale tady taky narazime na problém, protoze na téchto
vzdalenostech uz mame dostatecnou energii na zrod novych elektronti a pozitront. Toto
vSechno plati, ale jenom pro elektron, v pfipadé protonu tu vystupuji jesté jaderné sily
(silné interakce). Zavérem mozno dodat, Ze jsme aspoii stanovili meze platnosti klasické
teorie elektromagnetického pole.

Druhym zavaznym problémem je to, ze nezname silu ktera by takovyto objekt udrzela
pohromadé.

Nakonec bychom chté&li upozornit, 7e vzorec E = mc? plati pro vechny druhy energie,
nejen pro kinetickou. Coz se projevi napfiklad tim, Ze hélium mé mensi hmotnost nez
proton s neutronem. A tento rozdil odpovida pravé vazbové energii. Néktefi z vds by mozna
namitli, Zze odkud je potom hmotnost neutronu kdyz nema naboj, ale tady hmotnost tvoii
silné interakce, které drzi pohromadé kvarky.

Miro Kladiva
miro@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha II1. E ... baldnek (8 bodi; primeér 5,79; vesilo 24 studentii)

Zmeérte tlak vzduchu, ktery je pfi nafukovani uvniti balonku tésné pfed tim, nez balének
praskne. Alespori jednu metodu zrealizujte a nékolik dalsich navrhnéte. Nezapomertite uvést
typ pouzitych , balonku“.

Postupy

Predstavime si niekolko moZnych postupov merania, na ktoré prisli riesitelia. Objavili sa
dva postupy: vodny a vzduchovy.

a) U vodného postupu sa naplial balénik vodou. Této metéda v sebe skrjva zradu. Niektori
rieSitelia navrhovali nasledujici postup. Plnit balénik vodou az do praskunutia a nejaky
sposobom v fiom merat tlak. Tymto postupom je mozné meraf iba tlak, ktory vyvinia steny
balénika. Balénik sa deformuje a voda napina steny velmi nerovnomerne, nakoniec praskne
preto, lebo stena nevydrzi napinanie. Tento tlak mozno odmerat, alebo ho stotoznif s hyd-
rostatickym tlakom, ale tento tlak je ovela mensi ako pri nafukovani vzduchom. Spravnejsi
postup by bolo naplnit balénik vodou tak, aby mal svoj charakteristicky tvar, ale eSte nebol
na prasknutie. Potom ho stla¢at a Tubovolnym sposobom merat tlak. Dosiahnuté maximum
pri prasknuti zaznamenat.

b) Pri vzduchovom spésobe ste plnili balénik plynom. Jedinym orieskom bolo meranie tlaku.
Nie kazdy mal tlakomer priemyselnej vyroby, preto ste vy, sikovni Fykosaci, prisli na nie-
kolko vskutku zaujimavych moznosti, ako merat tlak.

Dobry napad bol vyuzit tlakomer na benzinovej pumpe, kde je k dispozicii aj kompresor.
Pripevnit k baléniku ortutovy (vodny) tlakomer na béaze trubice v tvare U a merat
rozdiel vysok.

Pripevnit sklenend trubku na konci uzatvorent so vzduchovou bublinou oddelenou od
ostatnych &asti kvapalinou. Potom staéi meraf dizku posunutia deliacej kvapaliny a
podla Boylovho-Mariottovho zédkona spocitat tlak.

Polozit na balénik priehladna dosku, ktort zatazujeme zavaziami a meriame stykova
plochu dosky s balénikom. Tlak sa spodéita podla definicie ako podiel sily a plochy.
Tlagit vzduch do balénika piestom o zndmej ploche a silomerom merat akou silou tla-
¢ime.

Vezmeme pumpicku, ktord mé spéatna poistku. Odmeriame objem vzduchu jedného stla-
Cenia, napriklad ponorenim balénika pod vodu v ociachovanej nddobe a n-krat stlacime
pumpicku. Potom uvidime, aky objem sme naftkali. Urobme zjednodusenie, ze vzduch
je idealny plyn a pumpujeme pomaly, takze dej bude izotermicky. Ozna¢me V,, objem
vzduchu vytlac¢eného pumpickou na jedno stlacenie. Pumpu stla¢ime k-krat. Jednym
stla¢enim podla stavovej rovnice priddme do baldnika ldtkové mnozstvo n, = p.V,/RT.
Baldnik praskne pri tlaku pex = knp RT /Vex. Po dosadeni pex = lcpan/Vex.2 Potom staci
odmerat objem pri explézii. Ak mame dostatok experimentalneho materidlu rovnakej
kvality, tak objem pri prasknuti Vex mézeme odhadnif aproximovanim tvaru baldénika
gulou a valcom a odmerat rozmery pred prasknutim. Rozmery sa pred prasknutim me-
nia malo. Liatim vody do balénika do prasknutia mozme dostat zcestny vysledok, uz

.....

tlak.

2 RieSenie Pavla Haly
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Meranie

Pomocou Karla Honzla sme merali nasledovne. Plnili sme balénik vodou cez priehladna
trubicu a merali sme, do akej vysky vystupila voda. Voda vystupila do vysky zhruba 40 cm, ¢o
je podla vztahu p = hog cca 4kPa. Tento tlak je spdosobeny iba protitlakom stien balénika (vid
vysSie). Po naplneni do poloviénej velkosti oproti stavu pri prasknuti sme tla¢ili na balénik
hrncom. Voda vystupila dost vysoko, a pretoZe strop médme vysoky tak 2 m, tak niesme schopni
takto merat tlaky nad 20kPa. Jeden balénik pukol pri tlaku 15kPa. Bol jediny, ktory sme
dokéazali takto prasknit. Problém bol potom zatlacit dostatoc¢ne silno, aby balénik praskol.
Riesitelmi zmeran4 hodnovernd hodnota tlaku pri prasknuti je od 8 kPa do 15 kPa.

Lado Michnovié
lado®@fykos.mff.cuni.cz

Uloha III.S ... integraly (4 body; primeér 3,38; vesilo 29 studenti)

a) Spoditejte integraly funkci y = 2%,

b) y = sin® = cos® .

c¢) Urcete obsah obrazce, ktery je ohraniden funkcemi y; = +/|z| ++/1 — |z|, y2 = /|z| —
\/1 — |z|. Tento obrazec nakreslete.

a) Budeme integrovat dvakrat per-partes, abychom se zbavili funkce z* pied e”

Ilz/xe da:*/F F(as)G(x)—/f(x)G( Ydz = 2" —2/ (7)

zintegrujeme podruhé per-partes
I, = 22" 72/ = 2% — 226" +2/ =ez(x272x+2)+0.

Relativné dost feSitelti nenapsala konstantu na konec vyrazu. Primitivni funkce k dané
funkci neni jen jedna, ale hned nékolik — tedy 1épe FeGeno nekoneéné mnoho. A dale spousta
fesitelt psala konstanty, kde nemusi byt — tak pro potadek — kdyz provadime substituci,
k funkci g jsme hledali primitivni funkci, k integraci per-partes ale nepotiebujeme vsechny
primitivni funkce, ale sta¢i ndm pouze jedna, proto zde konstantu nepiSseme. Ve vyrazu (7)
také nemusime psat konstantu, protoze ta je schovdna v druhém integralu.

b) Funkce je lichd v sinu a proto nejvyhodnéjisi je pouzit substituci y = cosz. potom dy =
= —sinxdx. Jesté ovérime, ze substituce je definovand na definiénim oboru integrilu a
vSude ma vlastni derivaci, coz u cosinu je spolnéno. Pak uz miZzeme psat

P :/sin?’a:coszxdav:—/(1—cos2 ) cos® z(—sinz) dz =
vy
:—/(1—y2)y2dy:/y4dy—/y2dy:g—§+C,

13



Fyzikalni korespondené¢ni seminair UK MFF ro¢nik XVI ¢éislo 5/7

a jesté musime zpatky dosadit substituci

5

3
Yy Y
I =2 — - C:
2 5 3+

COS5 T C‘OS3 X

5 3 +C.

¢) Nejprve zjistime definiéni obor funkei D, = (—1;1). y
Funkce jsou sudé, a tedy plochu nemusime pocitat jako
dva integaly, celkova plocha bude dvojnasobek plochy
mezi funkcemi na intervalu (0;1).

Obsah plochy mezi dvéma funkcemi se spocita jako
urity integral f; |y1(z) — y2(z)|. Snadno pak ovéfime,
ze y1 je na celém svém definicnim oboru vétsi nez y» a

y1(w)

proto muzeme pocitat

s=2 [ ) - mnae=2 [ (VEI+
+\f1_|x\_\/m+m)dm:4/()1mdx.

Zavedeme substituci z = 1 — z, dz = — dz, musime ale
také zménit meze urcitého integralu

S—_4 /0 /24, — 4/1 24, — 4 |:2Z3/2:| ! 8 Obr. 4. Graf zadnych funkci
- - ] 3
1 0 0

Honza Pacdk
paci@fykos.mff.cuni.cz

Serial na pokracovani

Kapitola 5: Linearni algebra

Narozdil od pfedchazejicich dild, jejichz vysledky byly pfimocafe aplikovatelné na reseni
fyzikalnich problémi, bude matematicky aparat probrany v tomto dile o néco abstraktnéjsi.
Zduraznéme také, ze v tomto dile se kvili zjednoduseni vykladu dopustime jesté vice nepres-
nosti nez v dilech ptedchézejicich.

Zavedme nyni takzvany linedrni vektorovy prostor (zkracené vektorovy prostor ¢i jen pro-
stor). Vektorovy prostor je mnozina prvki, takzvanych vektord (v§znam pojmu vektor je mno-
hem obecnéjsi, nez jen orientovand tsecka v nasem trojrozmérném euklidovském prostoru), na
které jsou definovany operace séitani dvou vektorta a nasobeni vektoru ¢islem. Pro vektorovy
prostor musi dale platit, ze soucet libovolnych dvou prvki a nasobek libovolného prvku ¢islem
je opét prvkem tohoto prostoru - rikame, ze vektorovy prostor je uzavieny vuci operaci s¢itani
a nasobeni. Na vektorové prostory jsou kladeny jesté dalsi podminky, které ale nejsou prilis
dilezité a ve vétsiné pripadu jsou splnény.

14
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Jednoduchym ptikladem takového prostoru je ,néas“ trojrozmeérny prostor. Vektory jsou
v tomto pripadé vSéem znamé ,Sipecky*, s¢itani a nasobeni je definovano po slozkach a to, ze
souc¢et dvou vektort ¢i nasobek vektoru éislem lezi opét v tomto prostoru, je jasné (z definice
vektorového prostoru ale vidime, Ze pokud bychom tento prostor rozdélili napiiklad na dva
~mensi prostory“ rovinou prochazejici poc¢atkem souradné soustavy, pak by tyto prostory diky
neuzavienosti na ndsobeni zadpornymi ¢isly nebyly vektorovymi prostory). Tento prostor je
standardné oznacovan E2. Jinym piikladem vektorového prostoru je mnozina viech polynomi
nejvyse n-tého stupné (polynomem n-tého stupné rozumime funkei pn (z) = 3 7_, anz"™, kde ax
jsou konstanty). Polynomy mtizeme jednoduse séitat i nasobit ¢islem a vysledek téchto operaci
je opét polynom nejvyse n-tého stupné (ptiklad pro n = 2, soudet vektort vi = 3z — 4z +5
a vy = =322 +2je v + vy = —4z + 7). Jako posledni piiklad uvedme vektorovy prostor
uspofddanych n-tic redlnych ¢isel (s¢itani a ndsobeni je definovdno po slozkach). Takovyto
prostor byva standardné oznacovan jako R". Jako cvi¢eni vymyslete dalsi pfiklady vektorovych
prostor.

Pro dalsi vyklad budeme potiebovat nasledujici pojmy. Linedrni kombinaci vektora
v1,...,V,r budeme rozumét vyraz Zle a;vi, kde a; jsou ¢isla, takzvané koeficienty linedrni
kombinace (linearni kombinace vektori je opét vektor). O vektorech vi,...,v, Fekneme, zZe
jsou linedrné nezdvislé, pokud nelze zadny z téchto vektord vyjadiit jako linedrni kombinaci
ostatnich (tedy pokud je n&jaka linedrni kombinace vSech téchto vektorti nulova, pak musi byt
nulové vSechny jeji koeficienty).

Dalsim dilezitym pojmem je bdze vektorového prostoru. Z kazdého vektorového prostoru V'
muzeme vzdy vybrat nékolik vektort vi,...,v, tak, aby se dal libovolny vektor tohoto pro-
storu vyjadrit jako jejich linedrni kombinace. Pokud jsou vektory vi, ..., v, navic linearné ne-
zavislé, fekneme, zZe tvori bazi prostoru V. Napriklad za bazi ,naseho® trojrozmérného prostoru
muzeme zvolit t¥i vektory er, ez, e3 délky jedna, rovnobézné se souradnymi osami kartézské
soufadné soustavy. V pripadé prostoru polynomu nejvyse tfetiho stupné budou bazi naptiklad
funkce 3, 22, z, 1 ale miZzeme zvolit i jinou bézi jako #® +z? +z+ 1,22 +z+1,2+1,1 (oveéfte,
Ze tyto funkce spliuji pozadavky kladené na bézi).

Pocet prvka baze pak udava takzvanou dimenzi vektorového prostoru (podle takzvaného
Steinitzova lemmatu ma kazda baze vektorového prostoru stejny pocet prvki). Tedy naptiklad
,,has“ prostor ma dimenzi 3 a prostor polynomu nejvyse tfetiho stupné ma dimenzi 4 a prostor
vSech pétic redlnych ¢isel mé dimenzi 5. (Na prostorech dimenze vyS$i nez 3 neni viibec nic
,mystického“. Nemusite si je nijak pfedstavovat, staci, kdyz vime jak s nimi poéitat). Kazdy
vektor z n-dimenzionalniho prostoru tedy mtzeme popsat n-tici ¢isel predstavujicich koeficienty
u jednotlivych prvka baze (diky tomu jsou vSechny prostory o stejné dimenzi jistym zpisobem
ekvivalentni). Témto ¢éislam Fikame slozky ¢i souradnice vektoru v dané bazi.

Na nékterych vektorovych prostorech muzeme zavést takzvany skalarni soucin. Skaldrni
soudin je zobrazeni, které dvojici vektori x,y z prostoru V pfifadi ¢islo (znacime x - y) a
spliiuje nasledujici podminky

x(yt2)=xyixz
(Ax) -y =Xx-y,
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(pruhem zde zna¢ime komplexni sdruZeni-na redlnych prostorech je tedy skaldrni souéin ko-
mutativni). Napfiklad na ,nasem“ prostoru miizeme skalarni soucin dvou vektort zadanych
v kartézské bazi spocitat jako a1b1 + a2b2 4+ asbs, kde a;, b; jsou jejich souradnice. Na prostoru
R" se pak skaldrni souin po¢ité jako x -y = > " | a:bs, kde a;, b; jsou soufadnice nasobenych
vektorti v bazi tvorené vektory (1,0,0,...),(0,1,0,...),(0,0,1,...),.... MoZnosti jak definovat
skalarni sou¢in mame vice, ale vSechny jsou jistym zptsobem ekvivalentni. Dodejme jesté, ze
délku (jinak normu) vektoru miizeme spocitat jako |a| = /a - a.

Vénujme nyni pozornost linedrnim zobrazenim (jinak linedrnim operdtordim) na vektorovém
prostoru V. Linearni zobrazeni A na prostoru V' je zobrazeni, které kazdému vektoru x1 € V'
pfifadi vektor z2 € V (piSeme A : V — V) a spliiuje nasledujici podminky

(Vz € V,Va € R) A(azx) = aA(z), (8)
(VCE’l, To € V) A(ml + 332) = A(Ct'l) + A(xz) (9)

Zvolime-li na prostoru V néjakou bézi, bude kazdy vektor popsdn n-tici ¢isel (souradnic). D4
se ukézat, ze kazdé line4rni zobrazeni se d4 popsat pomoci n? &sel Aij, kde i,5 = 1,...,n
(jejich hodnoty zavisi na volbé béze) tak, Ze soufadnice vzoru ai,...,a, a obrazu bi,...,b,
jsou svazany vztahem

bi = Z Aijaj. (10)
j=1

Velic¢iny A;j, kde ¢,j = 1,...,n nazyvame matice a zapisujeme je do Ctvercové tabulky tak,
ze hodnota anm je zapsdna v n-tém fadku a m-tém sloupci. Napfiklad matici A11 =1, A12 =
= —2A21 = 2A22 = 3 zapiSeme jako
1 -2
. 11
(5 ) (1)

Souradnice vektoru pak obvykle zapisujeme do sloupce. Vysledek ptisobeni zobrazeni A na vek-
tor a spocitdame podle (10), coz v tomto druhu znaceni znamend, ze i-tou soufadnici vysledku
ziskdme ,skaldrnim vyndsobenim® i-tého fadku matice s vektorem a (nejednd se skuteény
skaldrni soucin, ale formélné vypadaji tyto operace stejng). Takovyto proces pak nazyvame
nasobeni matice vektorem. Napiiklad soucin matice (11) s vektorem o soufadnicich (—5,6)
bude (pii ndsobeni zapisujeme vektor na pravou stranu matice)

1 -2 =5\  [(=5-146-(-2)\ [-17 (12)
2 3 6 ) \ -5-243.6 ) \ 8 )
Stejné jako vektory muzeme i matice sCitat a nésobit ¢isly. S¢itani matic a ndsobeni matice
¢islem je definovano po slozkach, tedy naptiklad

() (3 5)-(a) w
(3-89

To, Ze je rozumné definovat tyto operace praveé takto, mizeme oduvodnit tim, Ze soucet matic A
a B odpovidajicich zobrazenim Z4 a Zp je diky této definici matice odpovidajici zobrazeni
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Za + Zg, coz je vysledek, ktery od séitdni matic ,olekdvame* (ovéite). Matice vSak mlizeme
také nasobit. Soucin dvou matic A, B je definovan jako

Cij = Z AgiBij (15)

(souéin dvou matic je opét matice). Tato definice je motivovéna tim, Ze pozadujeme aby souéin
dvou matic byla matice odpovidajici slozeni pfislusnych zobrazeni. Skutecné, miZzeme psat

Br = Ani (Z Bu‘%‘) => (Z A;m-BiJ) . (16)

J

Odtud vidime, Ze postupné nasobeni vektoru a maticemi B a A je ekvivalentni jeho vynasobeni
jednou matici C' danou vzorcem (15).

ZapiSeme-li nasobené matice A, B jako tabulky, ziskdme prvek lezici na n-tém fadku a
m-tém sloupci jejich soucinu tak, ze ,skaldrné vynasobime“ n-ty fadek A s m-tym fadkem B
(poloha maticového elementu ktery timto zptisobem spocitdme je stejna jako poloha pruseciku
piislusného fadku a sloupce). Radéji nez definici (15) si zapamatujte pravidlo ,fadek krat
sloupec® (které se velmi podob4 pravidlu pro ndsobeni matice a vektoru). Jako cviceni ovétte
nasledujici rovnost

1 0 3 0 2 3 9 17 9
0 2 4 -1 0 -2 ) =10 20 4. %))
1 10 3 5 2 -1 2 1

Vsimnéte si, ze matice A a B nehraji pfi jejich ndsobeni stejnou roli (vzdy ndsobime Fadek prvni
matice se sloupcem druhé matice). Diky tomu je nasobeni matic nekomutativni. To znamena,
ze soufin AB se obecné nerovné soucinu BA. O tom se muzeme presvédcit na néasledujicim
prikladé (ovéite)

-1 1 01 1 -1 1 1
A_(l 1),B_<1 0>,AB_(1 1),314_(71 1). (18)
»Mirou nekomutativity* dvou matic je jejich komutdtor. Ten je definovan jako [A, B] = AB —
BA. Napriklad komutétor matic z (18) je

(4, B] = (g _02) (19)

Pokud je komutédtor dvou matic nulovd matice (vSechny jeji prvky jsou nulové), fikame, ze tyto
matice komutuji.

Zavedme nyni nékolik uzitecnych pojmi. Matice je requldrni, pokud kazdy nenulovy vektor
zobrazi opét na nenulovy vektor. V opa¢ném priipadé fikame, Ze je matice singuldrni (analogicky
miuizeme regularitu definovat takto; matice je regularni pokud je dimenze prostoru obrazt vsech
vektoru z prostoru V stejna jako dimenze V).

Jednotkovd matice je matice, kterd pro vSechny vektory u spliuje vztah Iu = u (kromé
symbolu I se jednotkova matice nékdy oznacuje také jako E ¢i 1). Jakykoliv vektor se tedy pfi
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vynasobeni jednotkovou matici nezméni. Jednotkovd matice vypada ve vSech bazich stejné, a
to (n je dimenze prostoru)

1 0 0
0 1 0
0 0 1

N———
n
Nésobeni jednotkovou matici nezméni kromé vektoru ani libovolnou matici (ndsobeni matic je
zavedeno tak aby odpovidalo sloZeni dvou zobrazeni).

Matici inverznik matici A nazjvame takovou matici A~', pro kterou plati AA™! = A71A =
= I. Matice inverzni k matici A vSak neexistuje vzdy, ale pouze tehdy, je-li A regularni. Pro
vypocet inverzni matice existuje jednoduchy algoritmus. Vyjdeme z toho, ze rovnost AB = C
zlstane zachovana, pokud provedeme stejné Fadkové tpravy na maticich A a C' (naptiklad
pri¢teme n-ty fadek matice A k jejimu m-tému fadku a zaroven pri¢teme n-ty fadek matice C
k jejimu m-tému radku, ddle mizeme Fadky prohazovat a ndsobit konstantami). Tedy pokud
zapiseme rovnost AA™' = I, (A je zadana matice) miZeme simultdnné upravovat A a jed-
notkovou matici na pravé strané za zachovani rovnosti. Pokud provadime tyto upravy tak,
7e z matice A ,vyrobime“ jednotkovou matici, dostdvame IA~! = B, kde B je matice zis-
kana tupravami I. Pfi pohledu na posledni vzorec vidime, ze pravé B je hledanym vysledkem
(B=TA"" = A™'). Postup si ukdzeme na nasledujicim piikladé

Ga)r=G )=o) =(5 1)~
“loa)= (5 )6 =( )

Spréavnost vysledku snadno ovéfime vynasobenim (provedte)

11 2 —-1/2\ (1 0
)G ) -G )
Jako cviceni si vymyslete matici 3 x 3 a invertujte ji (pokud nebude inverze moznd, zvolili jste
singuldrni matici).

Rekneme, 7e matice A je symetrickd, pokud plati A;; = Aj;. Pokud plati A;; = —Aj;,
fekneme, Ze A je antisymetrickd.

Transpozici matice A rozumime matici AT vzniklou z A piehozenim Fadka a sloupct (tedy
Aij = A};) V ,tabulkovém* zapisu odpovida transpozici ,otoceni“ matice okolo jeji diago-
naly (diagonélni prvky matice jsou ty, které lezi na ,spojnici“ levého horniho a pravého dolniho
rohu). Symetrickd matice se pfi transpozici nezméni, transpozice antisymetrické matice je ekvi-
valentni jejimu vynasobeni ¢islem —1.

Velmi dulezité jsou pojmy vlastni éislo a vlastni vektor matice (je na nich vybudovéana celd
kvantovd mechanika). Vlastni{ vektor matice A je kazdy nenulovy vektor v takovy, Ze plati
Av = \v. Cislu )\ pak fikdme vlastni &islo matice A. Napiiklad jednotkova matice ma jediné
vlastni ¢islo 1 a kazdy (nenulovy) vektor je jejim vlastnim vektorem. Naznaéme postup vypoctu
vlastnich ¢isel. Rovnost Av = Av jisté zlistane zachovana i pokud jeji pravou stranu vynasobime
jednotkovou matici. Tim dostdvame Av = IAv. Déle miiZeme tento vyraz upravovat takto
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Av —IAv = (A—A)v = 0. Hledame tedy takova A, pro kterd je matice A — Al singuldrni (musi
zobrazit nenulovy vektor v na nulovy). Matice je singuldrni pravé tehdy, kdyz je nulovy jeji
determinant. Determinanty se nebudeme blize zabyvat. Uvedme pouze, Ze se jednd o zobrazeni
které kazdé matici prifadi ¢islo. Pro matici 2 x 2 ho spocteme jako detA = A11 A2z — A12A421
a pro matici 3 (podle takzvaného Sarrusova pravidla) jako detA = A11A22A33 + A12A23A31 +
A13A21 A32 — A13A22A31 — A12A21A33 — A11A23A32 . Diky tvaru determinantu se tak problém
hledéani vlastnich ¢isel matice n X n prevede na hledani kofend polynomu n-tého stupné. Vlastni
vektory pfislusné k vlastnimu ¢islu A; pak nalezneme jako prvky jadra matice A — \;I. (Jadro
matice je mnozina vSech vektort, které se ptisobenim této matice vynuluji (je dalsim piikladem
vektorového prostoru). Singularita matice A — A\;I ndm zarucuje to, Ze jeho dimenze bude
alespor 1).

Na zacatku vykladu jsme zdaraznili, Ze matice odpovidajici danému zobrazeni vypada
ruzné v ruznych bazich. Struéné popisme, jak ze znalosti matice v jedné bazi spoéteme jeji
tvar v béazi jiné. Pfedpokladejme Ze zndme matici A v bazi tvorené vektory €1, ...,e, a zajimé
nas jeji vyjadreni v bazi ¢1,...,¢n, piiCemz zname vztah svazujici vektory staré a nové baze
i = Ciie1+- - -+ Cinen. Koeficienty C;; tvori takzvanou matici prechodu od baze €; k bazi ;.
Vektor ve staré bazi v pak ziskdme z vektoru v’ v bazi nové jako v = C'v’ (rozmyslete). Nyni
muzeme postupovat takto: Vektor v nové bazi muzeme prevést do baze staré ptisobenim ma-
tice C'. Ve staré bazi provedeme linearni zobrazeni vyndsobenim matici A. Obdrzeny vysledek
jesté musime pievést zpét do nové béze, coz provedeme vynasobenim matici C 1. Vysledkem
je tedy vektor C~*ACv’. Odtud vidime, ze matice A bude mit v nové bazi tvar

A'=c7tAc.

Rikédme, 7e matice A a A’ jsou podobné. Jako cviéeni si rozmyslete, pro¢ maji podobné matice
stejné vlastni ¢isla a pro¢ vypada jednotkova matice ve vSech bazich stejné.

Ukazme si nyni nékolik jednoduchych aplikaci.Pomoci matic mizeme elegantné popsat ro-
tace vektorit v roviné a v (,nasem*) prostoru (rotace je linedrni zobrazeni). Za¢néme popi-
sem rotaci v roviné. Pro popis vektorli pouZijeme kartézsky systém soufadnic (tomu odpovida
volba béaze tvorené dvéma kolmymi vektory ez, e2 délky 1 rovnobéznymi se soufadnymi osami).
Kazdy vektor v tedy bude popsan soufadnicemi z,y. Zajima nas, jaké budou soutradnice vek-
toru v’ vzniklého rotaci v o thel . Z obrazku snadno zjistime, Ze vektor e; (o souradnicich
(1,0)) se pfi otoceni o thel ¢ proti sméru hodinovych ruciéek zméni na vektor o souradnicich
(cos ¢, sin ). Vektor ez (jeho soufadnice jsou (0, 1)) se pii této rotaci zméni na (— sin ¢, cos ¢).
Protoze vektor v o soufadnicich (z,y) mizeme napsat jako v = ze; + yez, budou slozky oto-
¢eného vektoru v’ (diky linearité rotace) ' = zcos¢ — ysinp,y’ = zsing + ycos p. Rotaci
o thel ¢ v rovin€ tedy odpovida matice

cosp —singp
( sinp  cose ) '
Jako cvifeni vynasobte dvé matice odpovidajici rotacim o uhly « a [, interpretujte vysledek
(viz motivace pro definici nasobeni matic) a na jeho zakladé odvodte souétové vzorce pro
sin(a + 3) a cos(a + ) (obdrzené vysledky porovnejte s tabulkami).
Pii konstrukci matic popisujicich rotace v prostoru miizeme postupovat analogicky. Napri-
klad matice pro rotaci okolo osy z bude mit tvar
cosp —singp 0
sinp cosep 0
0 0 1
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Matice popisujici rotace okolo os x a y si spocitejte sami.

Jinou jednoduchou ,fyzikalni“ aplikaci nachézi vyse nastinény matematicky aparat v ge-
ometrické optice. V dalsim se omezime na takzvanou ,paraxialni“ aproximaci, tedy budeme
uvazovat jen paprsky v blizkosti optické osy, které s ni sviraji maly thel (pro malé dhly ¢
plati ¢ ~ sinp ~ tg e, o ¢emz se mizete snadno presvédcit pomoci kalkulacky (thly méfime
v radidnech)). VySetfujme chod paprsku soustavou centrovanych ¢oéek. Paprsek popiseme vek-
torem, jehoz prvni slozka bude odpovidat vzdalenosti paprsku od osy (v daném misté) a druha
slozka bude odpovidat thlu, ktery svird s optickou osou (tento vektor neni vektor sméru §ifeni
paprsku, ale jakysi ,stavovy* vektor, kterym popisujeme stav paprsku v daném bodé optické
osy). Sifeni paprsku prostfedim pak miizeme popsat pomoci jeho ndsobeni maticemi. Chod pa-
prsku prostfedim délky a bez ldmavych ploch miizeme popsat ndsobenim matici (nezapomeiite,
Ze pouzivame paraxialni aproximaci)

1 a
(o 1)

Tvar této matice vyplyva z toho, ze thel svirany paprskem a osou se nezméni a vzdalenost
paprsku od osy se zméni o ' — x = atgy ~ ay. P prichodu z prostiedi o indexu lomu n;
do prostfedi o indexu lomu ny oddélenych ldmavou plochou o poloméru R (polomér budeme
povazovat za kladny, pokud lezi jeji stfed vpravo od této plochy (paprsek se §ifi zleva)) se pak
»Stavovy* vektor paprsku transformuje matici (rozmyslete)

(2 =)
B

Chod paprsku libovolnou soustavou ¢ocek tedy mizeme popsat nasobenim stavového vektoru
maticemi. Diky nekomutativité maticového nasobeni je nutné matice nasobit ve spravném
potadi, odpovidajicimu potadi prichodu paprsku jednotlivymi ¢astmi soustavy (napiiklad pti
zédméné poradi nasobeni dvou matic odpovidajicich priachodu plochami o polomérech R a —R
dostaneme matici odpovidajici tenké rozptylce misto tenké spojky).

Na poslednim misté stru¢né vysvétlime vyuzit matic pfi popisu setrva¢nych vlastnosti té-
lesa. Neni pravdou (jak byva ¢asto chybné uvadéno), ze moment hybnosti rotujiciho télesa L
ma v obecném pripadeé stejny smér jako vektor jeho ihlové rychlosti £2. D4 se ukazat, ze exis-
tuje linearni transformace, svazujici vektor L v bazi spojené s rotujicim télesem, s vektorem 2
popsand matici I (L = I2)-takzvanym tenzorem setrvacnosti kterd ma pro hmotny bod tvar

2 2
ry + 13 —rire —7ri7r3
2 2
I=| —rer1 ri+ry —rars |,
2 2
—Tr371 —r3re i+ 713

kde r; jsou slozky polohového vektoru tohoto bodu. Pro obecné téleso bychom tenzor se-
trvac¢nosti spocitali pomoci objemového integralu. Nerovnobéznost vektori L s vektorem £2
bude to s osou ,hézet“ (v prostoru vektor L obiha po kuzeli, takZe pro udrzeni polohy osy na
ni musime pusobit podle druhé impulsové véty nenulovym a navic nekonstantnim momentem
sily). Existuji vSak vyznacné sméry, takzvané hlavni sméry momentu setrvacnosti. Jedna se
o sméry dané nam jiz znadmymi vlastnimi vektory tenzoru setrvacnosti. Pfi rotaci okolo osy
dané jednim z vlastnich smérii plati, ze I = A2 (viz. definice vlastnich vektori1). Vektor L je
v tomto pripadé konstantni, takze téleso rotuje bez ,hazeni“. Symetrie tenzoru setrvacnosti,
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nam pak zarucuje kolmost vlastnich smeéri. Diky tomu se da kazdé té€leso co do setrvacnych
vlastnosti nahradit homogennim elipsoidem. Symetrie tohoto elipsoidu pak vzdy vystihuje sy-
metrii pivodniho télesa. Zajimavym duasledkem tohoto faktu je to, ze krychle a pravidelny
CtyIstén maji stejné setrvacné vlastnosti jako koule, tedy maji stejné momenty setrvacnosti
zbytecné hrani s tabulkami ¢isel, spocitejte si moment setrvacnosti krychle a ¢tyrsténu vuci
libovolné ose pomoci objemového integrélu).

Uloha V.S ... algebra
a) Dokazte, ze vektory vi = (1,2,3),v2 = (—1,0,1),v3 = (1,1, 1) jsou linedrné zavislé.
b) Vyfeste néasledujici soustavu diferencidlnich rovnic pomoci vypoctu exponencidly matice

Z\ _ [(a —b x
(y’) a (b a ) <y)
Diskutujte tvar trajektorie feSeni v roviné z,y v zavislosti na znaménku parametrt a, b.

Napovéda: Zjistéte zda ,ndhodou” neexistuje jista podobnost mezi matici této soustavy
a komplexnim ¢islem a + bi a vzpomenite si na vzorec pro exponencidlu komplexniho ¢isla
z prvniho dilu serialu.

c¢) Napiste matice R1, R, Rs popisujici prostorové rotace o tthel «/2 okolo os z,y a z a spo-
éitejte komutétory [R1, Rz], [Rl, R3] a [RQ, R3].

Jako nepovinny bonus se mizete pokusit své vysledky zapsat v jednotném tvaru po-
moci takzvaného Levi-Clivittova e [Gti: levi¢ivitova]. Levi-Civittovo € je symbol se tfemi
indexy €ijx,1, 4,k = 1,2, 3, ktery nabyva nasledujicich hodnot: Maji-li alespont dva z jeho
indextd stejnou hodnotu, je €;, = 0. Déle €123 = 1 a pro vSechny ostatni permutace in-
dext (1,2, 3) ziskdme jeho hodnotu tak, Ze vyjdeme z posloupnosti 1,2, 3, kterou budeme
postupné modifikovat pfehazovanim poloh dvou ¢&isel (napf. (1,2,3) — (2,1,3)) a to tak
dlouho, dokud nedospé€jeme k permutaci indexti kterd nas zajima. Pokud byl pocet kroka
(pfehozeni dvou ¢isel) sudy, bude ;5 = 1 a v opaéném pFipadé je €;;5 = —1 (jednd se
o totalné antisymetricky tenzor tfetiho radu).

FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

180 00 Praha 8

www: http://fykos.mff.cuni.cz
e-mail pro feSeni: fykos-solutions@mff.cuni.cz
e-mail: fykos@mff.cuni.cz
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Kategorie ctvrtych rocniki

jméno skola 1234PES I % =

Student Pilny MFF UK 4 4 4 4 4 8 4 32 100 97

1. Jaroslav Trnka G Na Prazacce 51014 8 3 22 90 87

2. Lukds Chvdtal 3 - 43 4 8 3 25 84 67

3. Miroslav Hejna G F. M. Pelcla - - - - - - - 0 97 63

4. Tibor Vansa G Mati¢ni 1 434 3 8 4 27 67 62

5. Jan Prachat G F. M. Pelcla 4410 4 - 4 17 80 61

6. Karel Tuma G Mati¢ni 3 -0116 4 15 61 54

7. Jiri Lipovsky G Bystfice n. Pern. - - - - - — 0 86 32

8. Lukds Vozdecky G Vejrostova, Brno 12 --3 - 2 8 52 29

9. Vaclav Cvicek G Petra Bezruce 2 - - - - - 2 90 26
10.—11. Michal Bares G Mikul4sské namésti - - - - - - - 0 80 20
Bryan Chen - - - - - - - 0 61 20

12. Jan Perny G Nové Paka 2 - - -0 - - 2 3719
13.-14. Matéj Tyc G Zastavka - - - - - - 0 63 15
Marek Vysinka G Matyéase Lercha - - --3 - 4 7 94 15

15. Tomds Kozelek G Kadan - - - - - - 0 62 13

16. Miloslav Havelka G Zastavka - - - - - - - 0o 73 11
17.—18. Barbora Galaczovd - - =-- - -3 3 67 10
Lukas Sndsel COP Hronov - - - - - -2 2 83 10

19. Katerina Jelénkovd G Staré Mésto - - - - - - 4 4 100 8

20. Miroslav ZgaZar SPSCh Ostrava - - - -2 - 4 6 75 6
21.—25. Vendula Exnerovd G Nad Stolou, Praha - - - - - - 0o 2/ 4
Josef Hanus G Décin - - - = = = = 0 19 4

Radim Kusdk G Frydek-Mistek - - - - - - - 0 100 4

Marek Pavli SOU Litovel - - - - - - - 0 100 4

Martin Szablatura - - - - - - - 0 100 4

26. Lubos Rabcan G Trstena - - - - - - - 0o 15 2
27.—29. Veronika Chromcikovd G Prerov - - - = - —- = 0 25 1
Petr Navratil G Pierov - - - - - - = 0 25 1

Zuzana Svobodovad G Zlaté Moravce - - - - - - - 0o 25 1
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Fyzikalni korespondenéni seminai UK MFF

ro¢nik XVI

¢islo 5/7

Kategorie tretich rocniku

jméno skola 1234PES I % =

Student Pilny MFF UK 4 4 4 4 4 8 4 32 100 97

1. Matous Ringel G Broumov 4 405 4 7 4 28 88 85

2. Jana Matéjovd SPS Chrudim 4 - - 2 4 6 4 20 80 64

3. Alexadr Kazda G Nad Aleji, Praha 4 4315 3 2 22 70 62

4. Jan Moldcek G J. K. Tyla 4 4 3 3 - 3 17 88 57

5. Petr Dostdl G Zamberk 230 1 6 - 12 49 35

6. Pavel Hdla G Cesky Krumlov 1 -0 2 6 4 13 49 32
7.—8. Vojtéch Krejcirik - = - = - 6 - 6 65 31
Martin Rybdr GOA Blansko 4 - -116 - 12 55 31

9.—11. Hynek Hanke G Budgjovicka, Praha 1 ---1 -3 5 45 26
Lucie Strmiskovd G Kyjov - - - - -7 4 11 74 26

Jakub Zdvodny G Bratislava, Grésslingova - - - - = - 0 72 26

12. Jan Ondrus G F. M. Pelcla 1 -40 3 - 8 47 25

13. Jana Hrudikova G Prerov - - - 4 - b 9 82 23

14. Zuzana Rozlivkovd G Bozeny Némcové - -1-3 41 9 56 22

15. Jan Olsina G Krométiz - - - - - - - 0o 72 21

16. Michal Ruzek G Arcibiskupské 4 — - - - — = 4 71 15

17. Mdria Sedivd G Ludovita Stura 0o - — 6 — 6 44 14

18. Petr Bily G Slany - - - - - - 0 76 13

19. Radoslav Sopoliga G Svidnik - -=-0- - - 0 351 11
20.—23. Pawvol Lakatos G Velké Kapusany - - - - 0o 25 9
Jan Svarcbach G Louny - - - - - - = 0o 22 9

Zdenék Varna COP Hronov - =-0-1 - - 1 45 9

Michal Witiska G Jihlava - - - - - - - 0o 31 9

24.-25. Jan Kretinsky G Matyase Lercha - - - - - -4 4 100 8
Viadimir Sommer G Zd4r nad Séazavou - - - - - -4 4 100 8

26. Jan Krivonozka G Bilovec - - - - 2 2 29 7

27. Tomds$ Gavendciak G Bilovec - - - - - - - 0 38 6
28.—29. Libor Kukacka GOA Vrchlabi 20 - - - — — 2 42 5
Jan Skalicky G J. Heyrovského, Praha - - - - - = = 0 38 5

30.—32. Markéta Novotnd G Hranice - - - - - - - 0 100 4
Martina Smolovd G Pisek Oo-0- - - - 0 24 4

Petra Sukovd G Svitavy - - - - = 0 100 4

33.—34. Pavilina Karnikovd G Dobruska - - - - - - = 0o 25 3
Eva Loviskovd G V. Makovského - - - - - - - 0o 25 3

35.-37. Katerina Balcarovad G Dobruska - - - - - - = 0o 15 2
Michal Havel COP Hronov - - - - - - - 0o 25 2

ITvan Patdcik G Partizanské 11-0 - - — 2 17 2

38.—39. Jana Pechkovd G Trutnov - - - - - - 0o 11 1
Stanislav Pldnicka G Klatovy - - - - - = = 0 25 1
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Fyzikalni korespondenéni seminai UK MFF

ro¢nik XVI

¢islo 5/7

Kategorie druhych rocniki

jméno skola 1234PES I % =

Student Pilny MFF UK 4 4 4 4 4 8 4 32 100 97

1. Anton Repko -4 04 3 7 4 22 85 61

2. Petr Houstéek G Pelhfimov - --11 -3 5 70 39

3. Peter Greskovic G Svidnik 3 -02 2 3 - 10 40 32

4. Martin Takac G Nové Zamky - - - -4 3 5 12 51 25

5. Lenka Rychtrovad G Louny 01-1- 5 - 7T 27 21

6. Michal Humpula G Uhersky Brod - = - - 4 4 65 20

7. Hana Suchomelovad G Ludovita Stura 0 - - 7 7 48 16

8. Pavel Kocourek - - - - - - 0 91 10

9.—10. Zdenék Kucka G Zdar nad Sazavou 0-0-1 -1 2 12 8

Rostislav Kvds G Jihlava - - - - - - - 0 100 8

11. Markéta Vilimouvskd G Ceskolipské, Praha - - - = - - - 0 44 7

12. Markéta Kavalirovd G Ceskolipska, Praha, - - - - - 0 38 6

13. Juri Kubr COP Hronov - - - - - - = 0 63 5

14.—-15. Jiri Kulda COP Hronov - -0-0 - — 0 27 4

Ales Razym - - - - - - = 0 2/ 4

16. Karel Hofman COP Hronov - - - - - - - 0 38 3

17.—18. Katerina Divisova GOA Sedl¢any - - - - - - = 0 8 2

Monika Martiniskovd - - - - - - - 0o 15 2

19.—20. Stépdnka Mohylovd G Cs. exilu - - - - - - - 0o 13 1

Viadimira Seckarova G J. G. Tajovského - - - - - - - 0 8 1
Kategorie prvnich rocniki

jméno skola 1234PES I % =

Student Pilny MFF UK 4 4 4 4 4 8 4 32 100 97

1. Tereza Klimosovd G Lanskroun - 20 - - -4 6 75 24

2. Jan Valdsek G Broumov - - -0 - 4 - 4 56 18

3. Jana Vrdbelova 7S Trenéin - - = - 6 - 6 39 17

4.—5. Michal Sivdk G Ludovita Stura 0 - - - 6 - 6 44 14

Viadimir Sivdk G Ludovita Stura 0o - - — 6 — 6 44 14

6. Ondrej Bogar 7S Trendin - - = - - 5 - 5 44 11

7. Jan Bednadr COP Hronov 3 - --1 - - 4 63 10

8. Petra Malad - - - - - - - 0o 41 7

9. Tomds Bedndrik G Vsetin - - - - - - = 0 50 4

10. Daniela Svobodovd - - - - - - - 0o 25 3

11. Marek Jansa COP Hronov - - - - - - = 0o 13 2

12.-13. Radek Skuta G Cs. exilu - - - - - - - 0o 13 1

Zuzana Urbancovd G Vlasim - - - - - - - 0 25 1

14. David Chval GOA Vimperk - - - - - - - 0 0 0

Fyzikéalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty UK MFF. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
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