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16. ro¢nik, Gloha II.P ... basic instinct (5 bodd; pramér 1,77; vesilo 18 studenti)

Sekacek na led — zndmy vrazedny néastroj z tohoto filmu (vy, kdo jste tento vyplod kinema-
tografie jesté neshlédli, vézte, Ze toto nacini vypadd zhruba jako Sroubovék s ostrou $pickou)
postavila chladnokrevna vrazedkyné z dlouhé chvile na hrot. Pomoci relaci neurcitosti odhad-
néte maximalni dobu, po kterou corpus delicti setrva v této poloze.

Podle zadéani je sekacek umistén do labilni rovnovazné polohy. V takovém pripadé sebemensi
vychylka z rovnovazné polohy zptsobi to, Ze se sekacek zacne pohybovat a diive nebo pozdéji
spadne. Jak dlouho to bude trvat v zavislosti na velikosti pocatecni vychylky, za chvili vyresime.

V této tloze fesime kvantové-mechanické aspekty setrvani télesa v labilni poloze. Mnozi
z vas uvadéli chvéni podlozky, tepelny pohyb molekul sekacku a jiné podobné divody poruseni
rovnovahy. To je sice pravda, nicméné z Heisenbergova principu neurcitosti plyne, ze sekacek
nutné spadne i bez prispéni téchto vlivi.

Misto polohy a hybnosti potfebujeme v kvantové mechanice znat tzv. vilnovou funkci in-
terpretovanou vétSinou pomoci kvadratu jeji normy, ktery udava hustotu pravdépodobnosti
nalezeni systému v daném stavu. Lidsky fe¢eno — nelze uzit dvé veliiny (polohu a hybnost)
k popisu stavu sekacku. Pracujeme s vinovou funkci, pomoci které 1ze pocitat statisticka rozdé-
leni vysledkt opakovanych méfeni na daném systému. Ano — stejnd méreni dopadaji pokazdé
ruzné a nadhodné. Navic kazdé méreni zméni kvantovy stav, takze pred opakovanim musime
znovu nastavit puvodni podminky. Celou véc navic komplikuje to, Ze neexistuje zpusob, jak
soucasné zméfit polohu i hybnost. Takze zméfime-li jednu z téchto veli¢in, nemame uz zad-
nou Sanci zméfit tu zbyvajici, protoze méfenim jsme stav zménili. Kvalitativné je tento fakt
obsazen ve vztahu

Ap-AxZZ. (1)

Mira exaktnosti vzorce (1) zavisi na definici veli¢in Az a Ap. V nasem piikladé ndm bude
staGit pouze pfiblizna predstava, ze souin chyb (tj. nepfesnosti, neurcitosti, nejistot, ...)
v urceni polohy a hybnosti nemutze byt mensi, nez néjaka konstanta.

Vratme se nyni k problému s padajicim sekd¢kem. Uplné kvantové mechanické feseni by
znamenalo vyFeseni Shrodingerovy rovnice a nasledné nalezeni takové vinové funkce, ktera se
bude co nejpomaleji ,rozplyvat®. Takové feseni je sice proveditelné, ale bohuzel ne stfedoskol-
skymi prostfedky.

Abychom spoditali alespoii néco, zvolme nésledujici ,,poloklasicky* postup: Pocate¢ni vy-
chylku vrcholu sekacku z rovnovazné polohy oznac¢me xo, poc¢atecni rychlost vo. Dobu padu
maximalizujeme, pokud bude sou¢asné co nejmensi zo a vo. Musime vSak splnit relace neurci-
tosti, a proto

oMvg = 5 . (2)

Znovu pripomenme, Ze se jedna pouze o odhad. Zminéna ,poloklasi¢nost® spociva v tom,
ze navzdory relacim neurcitosti pfipoustime, Ze soucasné zname rychlost i polohu sekicku a
pocitame tulohu klasicky. Pochopitelné stavy, mezi kterymi budeme hledat kandidata na nej-
pomalejsi pad, splnuji relace neurcitosti s rovnosti. Za pocateéni hodnoty do klasického reseni
dosazujeme pritom kvantové neurcitosti. Lze si to predstavit tak, ze bude-li pocatec¢ni kvantovy
stav sekacku hodné lokalizovany v prostoru, bude naméfend hodnota zo hodné mala, ale zato
hodnota po méfend na stejném stavu bude diky velké neurcitosti naopak pravdépodobné velmi
velka. Musime tedy najit nejlepsi ,kompromis“.
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Tim mame fyzikalni Gvahu za sebou a zbyvajici postup uz je pfimocary — v zavislosti na
xo a vo klasicky spoc¢itdme dobu padu a pak se pii splnéni vztahu (2) budeme snazit nalézt
takové pocatecni podminky, pti kterych bude pad co nejdelsi.

tické kyvadlo. Stejné jako u matematického kyvadla se omezime na malé Ghly' a provedeme
linearizaci. Pohybova rovnice pak vypada nasledovné.

F-A2=0, kde A= %
Ty, kdo nevi, ze Z je druha derivace x podle casu, tedy zrychleni, odkazujeme na serial. Rovnice
pro kyvadlo se od této lisi jen kladnym znaménkem a podobné kosmeticky vypada i odlisnost
feSeni> "
T = xocosh A\t + 70 sinh At

(v rovnici pro harmonické kmity nejsou hyperbolické, ale goniometrické funkce). Hyperbolické
funkce lze vyjadrit pomoci linedrni kombinace klesajici a rostouci exponencialy. Vzhledem
k uvazovanym pocateénim podminkam je zfejmé, ze klesajici Cast muzeme zanedbat a feSeni
prepsat do tvaru
x = 1 (mo—&—@) e, (3)
2 A
Nyni je vidét, Zze maximalizace doby padu znamena minimalizaci vyrazu v zavorce. Dosa-
dime tedy za vo ze vztahu (2). Ozna¢ime-li a® = //2mA, upravi se vyraz v zévorce do tvaru

(z+2)
a Xo

Tento vyraz nabyva minima 2a pro zo = a. Kdo si to nedokaze zdavodnit pomoci derivaci,

muze oveérit 9
Zo a X0 a
— 4+ — =2+ — =/,
a o a To

z ¢ehoz je uvedeny fakt viditelny na prvni pohled. Po dosazeni dostava vztah pro pohyb
,nejpomaleji padajiciho“ sekacku tvar = ae’. Dobu padu miZeme odhadnout jako ¢as,
ve kterém bude vychylka srovnatelnd s [. Po kratkém vypoctu a dosazeni hodnot [ = 20 cm,

m = 200 g dostavame
1.1 1 /1 2ml+/gl
T=-In—=_-4/-In—>% =5s.
A 2\ﬂn h bs

Diskuse vysledku je snadné. Asi nejpodstatnéjsim zavérem je to, ze prestoze jsme uvazovali
velmi idealizovany model a neuvazovali pocetné vlivy vedouci k pddu sekdcku (napf. rtizné
fluktuace, proudéni vzduchu apod.), 1ze z kratkého Gasu usuzovat, ze kvantové vlivy hraji i v
tomto pfipadé svou roli.

1) § presnosti na dvé platné cifry budou nase vztahy platit v rozmezi par desitek stupnt, a kdyz uz
se sekacek dostane tak daleko, spadne jiz témér okamzité.
2) Pilny ¢tenar muze derivovanim a dosazenim do pohybové rovnice ovéiit spravnost tohoto vztahu.
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Jesté zajimaveéjsi nez samotna hodnota T je tvar vysledného vzorce. Pred logaritmem stoji
Cas radové odpovidajici délce periody kmitt kyvadla délky [ a v logaritmu je podil veli¢iny roz-
méru momentu hybnosti sestavené z hodnot m, [, g (tedy pro ,rozumné* velikosti a hmotnosti
veli¢ina Fadu jednotek J-s) a ve jmenovateli redukovana Planckova konstanta & = 1 - 1073* J.s.
Diky vlastnostem logaritmu nebude jeho hodnota extrémni (mala ¢i velkd) a hlavné bude velmi
mélo reagovat na zmény parametrtl (vétsi a téz8i sekacky apod.). To je také ditvod, proé¢ vétsing
fesiteld vychézely podobné hodnoty, prestoze jsme konkrétni ¢isla nezadali.

Jedinym zptsobem, jak udrzet po delsi dobu téleso v labilni poloze, je tedy mensi podvod —
je t¥eba systém sestavit tak, aby se nalézal v sice tizké, ale piesto stabilni® poloze (coz 1ze zajistit
t¥eba ztupenim hrotu sekacku). Honza Houdtek

honza@fykos.mff.cuni.cz
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3) Pfi velké snaze lze stabilni polohu nalézt dokonce i u tzv. Kolumbova vejce aniz by bylo nutné ho
nakfapnout.



