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18. roénik, tloha I.S ... kinematika hmotného bodu (5 bodi; pramér 3,84; tesilo 81
studenti,)

a) Poloha hmotného bodu v zavislosti na ¢ase v kartézské soufadnicové soustavé je popsdna
polohovym vektorem
r(t) = (Rcoswt, Rsinwt,d).

Urcete, jak zavisi na ¢ase vektory v(t) a a(t). Vypocitejte také te¢nou, normélovou a bi-
normalovou slozku zrychleni.
b) Kolo poloméru R se vali bez prokluzovani po pfimé draze rychlosti v. S kolem je pevné
spojen bod ve vzdalenosti r od stfedu. Urcete jeho pohyb a rychlost jako funkce casu
v soustavé spojené se Zemi. Miize byt jeho rychlost v urditém okamziku nulova?
Zadali autori seridlu Honza Prachat a Jarda Trnka.

a) Vektor rychlosti v je roven prvni ¢asové derivaci polohového vektoru r

v(t) = dr(t) _ d(Rcoswt, Rsinwt,d)  (dRcoswt dRsinwt dd
oAt dt - a7 At Tt

= (—Rwsinwt, Rw coswt, 0) .

Vektor zrychleni a je definovan jako prvni casova derivace vektoru rychlosti, plati tedy

a(t) = d'c’lf)

= (waz cos wt, — Rw® sin wt, 0).

K urceni tec¢né, normalové a binormalové slozky zrychleni pouzijeme vztahy ze serialu.
Nejprve vypocitame velikost rychlosti

v=lv|= \/R2w2 sin? wt + R2w? cos? wt = VR2w? = Rw,

kde jsme vyuzili sin® o 4+ cos? @ = 1. V&imnéte si, Ze velikost rychlosti nezévisi na Gase.
Hmotny bod konéd rovnomérny pohyb po kruznici o poloméru R thlovou rychlosti w. Pro
tecnou slozku zrychleni vychézi

dv  d(Rw)

Tat . dt

=0

at

a pro normalovou (polomér oskulaéni kruznice je roven R)

v? R2? 2
an = R- & - Rw”.
Binormalova slozka zrychleni ay, je vzdy nulova.
Jedina nenulova slozka zrychleni je tedy normalova, zrychleni mé smér normaly a jeho
velikost je an.

b) Zavedme si kartézskou soufadnicovou soustavu S nasledovné. Osa x je vodorovna a mifi
ve sméru pohybu stfedu kola, osa y mifi svisle vzhtru (viz obr. 1). Pohyb kola je rovinny,
osu z neni tfeba uvazovat. Pocatek souradnicové soustavy umistime na iroven zemé. Polohu
stfedu kola, které se pohybuje rychlosti v, popisuje polohovy vektor

rs» = (vt, R).
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Nyni pfejdéme do soustavy spojené se stfedem kola, ktera je rovnéz inercialni. V ni si
zavedeme soufadnicovou soustavu S’ s po¢atkem ve stfedu kola a se stejné orientovanymi
osami x a y. V této soustavé kond hmotny bod, ktery je upevnén ve vzdalenosti r od stfedu,
pohyb po kruznici. Z analogie s ¢asti a) dostavame pro polohovy vektor

r' = (rcoswt, —rsinwt),

jen je tfeba uvazit, jakym smérem se bude kolo otacet.
Opét se vratme do soustavy S spojené se Zemi a vyjadieme si polohovy vektor hmotného
bodu. Ten je dan vektorovym souctem r = rg + r’, dostdvame tedy

r(t) = (vt + rcoswt, R — rsinwt) .

Uhlovou rychlost uréime z podminky, e valici se kolo neprokluzuje. Plati tedy v = wR,
odtud

R R

Hmotny bod se bude pohybovat po cykloidé (viz graf na obrazku 1).
Vektor rychlosti uréime derivovanim podle ¢asu

v(t) = vfﬁsinv—t fﬁcosv—t =v lfisinv—t ficosv—t
- R R R " R) R R R " R)’

r(t) = (vt+rcosU—t7R—rsinv—t> .

Obr. 1

Ma3é-li byt rychlost v uréitém okamziku nulova, musi byt obé slozky rychlosti nulové.
Svisla slozka rychlosti bude nulovd, pokud argument kosinu bude lichy nésobek /2, coz
nastane v casech

vt TR

T
— =(2 1)— = (2 1)—.
7 (k+)2 S <k+)2v

Rychlost hmotného bodu v téchto ¢asech bude

v(tk):v(l—%sin [(2k+1)g] ,o) :v(l:t%,o).

Rychlost bude nulova jestlize r = R, tedy pokud se hmotny bod nachézi na obvodu kola,
a k je sudé (k = 21). Vypocitejme jesté polohu hmotného bodu v tomto okamziku

r(tar) = ((4z+ 1)%,0) ,
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hmotny bod se pfi nulové rychlosti dotyka zemé.

Honza Prachar
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