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18. roé¢nik, Gloha III. P ... véZ z voziéku (5 bodi; priamér 1,87; fesilo 23 studentd,)
Urcete zrychleni prvniho a stého vozic¢ku (pocitano od zemé) na obrdzku 1. Vozic¢ku je neko-
nec¢né mnoho, na obrazku jsou zakresleny jen prvni ¢tyfi. Spodni vozi¢ek ma hmotnost m, dalsi
vozicek, ktery po ném jezdi, a zdvazi, se kterym je spojen, ma hmotnost m/2. Podobné dalsi
vozicek a zdvazi ma hmotnost m/4 atd. Piedpoklddejte, Ze zavazi jsou pfipevnénd k vozickim,
tj. Ze se ve svislém sméru neodchyluji. Tteni mezi jednotlivymi vozicky zanedbejte.
Ulohu navrhl Honza Houstek.

Pro kazdy vozic¢ek ze soustavy (mimo prvni) bude platit stejna
pohybova rovnice, tedy az na indexy, které nam fikaji, o ktery
vozicek, resp. zrychleni jde. VSechna zrychleni orientujeme tak, ze T3
jejich souradnice a, budou kladné. 0 5 T2

Zabyvejme se nyni tim, jaké sily ptisobi na n-ty vozicek o hmot- o0
nosti m, = m/2" ! (vystupuje zde n — 1, nebot chceme, aby prvni T
vozi¢ek mél hmotnost dle zadani rovnu m). Soufadnici zrychleni m
tohoto vozicku ozna¢me a,. S timto vozickem se zaroven pohybuje @) @)
i zdvazi o hmotnosti m,+1 = m/2". Déle na n-ty vozicek pisobi Z
dvé sily, tahova sila o velikosti T, a sila o velikosti Ty, kterd Obr. 1
se prendasi pres kladku vozitku. T, je reakci na T,41 a je stejné
velka . Nadale budeme vSude psat jen T,4+1 namisto T, ;. Pohybovou rovnici miiZzeme prozatim
zapsat takto

T m
4

|3

(Qﬁl +2ﬂn) an:Tn+T7z+l- (1)

Nyni potfebujeme urcit velikost tahové sily 7). Na n-té téleso zavésené na lané ptsobi
jen tihova sila o velikosti m,g. Toto téleso se vSak navic pohybuje se zrychlenim a, + an—1
dold, kde zrychleni a,, je zptisobeno vazbou lana a zrychleni a,_1 tim faktem, Ze vozic¢ek drzici
kladku s ni ujizdi timto zrychlenim opa¢nym smérem pry¢. Tim padem plati tato pohybova
rovnice pro zavésené téleso

(an"'_anfl)i m g_Tn

an—1 - on—1

a odtud pro Ty, resp. Th+1 plati

m

Tn=g=

(g — an — anfl) 5 Tn+1 = (g — An+41 — an) .

m
2n
Tyto vztahy dosadime do (1) a po tpravach dostdvdme rekurentni vzorec

an+1 + 6an + 2an—1 =39, VYn >2. (2)

Nyni si véimneme, Ze tuto rovnici fesi konstantni posloupnost an (an = an+1, ¥n > 2), pak
dosazenim do (2) zjistime, Ze pro viechna n je a, = g/3. Toto feseni neni ale jediné. Resenim
je také g/3 + h, kde h je feSeni rovnice s nulovou pravou stranou

nt1 + 6an, +2an—1 =0. (3)

O tom se miZete sami presvéd¢it dosazenim. Abychom zjistili vSechna feSeni rovnice (3),
naucime se ji fesit. Z toho dtivodu na chvili odboc¢ime od feseni fyzikalniho problému a ukdzeme
si postup Tfeseni.
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Rovnici (3) nazyvdme diferen¢ni rovnici. Jeji feSeni najdeme tak, ze budeme pfedpokladat
FeSeni rovnice ve tvaru z", z # 0. To znamend, Ze vSude namisto a, napiSseme z", obdobné
misto a1 napifeme z" ™! atd. M&me obecnou rovnici

CrQntr + -+ C1an+1 + coan = 0.
Tu pfevedeme na
1 1
x4t e =0 = a4 Feax 4+ =0,

toto je rovnice r-tého stupné. Pokud najdeme r rizngch® kofenti 21, . . . ,x,, pro fedeni diferenéni
rovnice plati
n n
an = kixy + - + krxy

kde k1,..., k, jsou nezndmé koeficienty, které mizeme urcit z poc¢atecénich podminek. Zkuste
si vypocitat, jak vypada explicitni vzorec pro Fibonacciho posloupnost, pro kterou plati ap =
= O,a1 =1a An41 = Qn + an—1.

Tento postup aplikujme na rovnici (3). Dostaneme rovnici

" 462" + 22" =0 = 2’ +62+2=0.
Tato kvadratickd rovnice mé dveé reseni
z1=-3—-V7, xza=-3+T.
Rovnice (3) mé pak FeSeni
an = k1(=3 = VT)" + k2 (=3 + V7)™,

kde k1, k2 jsou neznamé koeficienty.
Nyni se vratme opét k fyzice. Jak jsme jiz fekli, feSeni rovnice (2) je rovno g/3 + h, kde h
je Teseni (3), a tedy zrychleni n-tého vozicku vypocitame

an =%+ k(=3 - VD" +ka(=3+ V)",
kde k1, k2 musime urc¢it. Je zfejmé, ze k1 musi byt rovno nule, nebot | — 3 — \ﬁ| > 1, a pokud
by bylo k1 nenulové pro n rostouci do nekonecna, zrychleni by rostlo nade vSechny meze. To
ale neni mozné, protoze nejvyssi mozné zrychleni v tithovém poli je rovno g. O koeficientu k2

neumime zatim nic Fici. Ozna¢me X\ = —3 + /7, pfedchozi rovnice se potom piepise na
an:%—&—k’g)\n Vn > 2. (4)

Abychom ur¢ili, ¢emu je roven k3, potfebujeme jesté jednu rovnici. Touto pohybovou rov-
nici bude rovnice pro zrychleni prvniho vozicku. Urychluje jej jen sila pfenasend od kladky.
Pohybova rovnice pro prvni vozicek pak vypada takto

—ma *lm( — a1 — az)
B 1—2 g 1 2)-

D pro vicenasobné koreny toto neplati



Fyzikalni korespondené¢ni seminair UK MFF http://fykos.mff.cuni.cz 18.III.P

Dosazenim za n = 2 v rovnici (4) dostavame

a2:%+k2>\2.

Tuto rovnici dosadime do pohybové rovnice pro prvni vozicek, abychom zjistili, ¢emu je rovno
jeho zrychleni. Po kratkych apravach dostaneme

k)2,

P

a1::% —

SepiSme si pro prehlednost rovnice, které pouzijeme pro vypocet k. Posledni rovnice je rov-
nice (2) pron = 2.

a1 = kz)\2, a2:%+kzk2, a3:§+k2>\3,

e
1=

asz + 6az + 2a1 = 3g .
Nyni dosadime za a1, a2 a az do posledni rovnice, z toho si vyjadiime ko

9

g 3 2,9 1,
Z + koA 429 4 6ka A" + 2 — ko A" =3 ko= ——5————.
+ K2A” + 29 + 6k2 A" + 5 2 g = 2 3N2(5.5 4 \)

3 3
Piimym dosazenim do rovnice pro prvni voziéek ziskavame

9
12(5,5 + \)

g An—Z
.=2(1 .
“ 3< +5,5+)\>

Snadno si v§imneme, Ze pro n jdouci do nekoneéna konverguje a. ke g/3, protoze |A| < 1.
A konkrétné pro sty vozicek se velikost zrychleni lisi od g/3 az na 45. desetinném misté.

alzgf = 0,159,

pro n-ty vozicek plati
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