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Mili resitelé FYKOSu!

vvvvv

chu polepsit. Opravena reSeni dostanete spolecné s feSenim 5. série a zavérecnou vysledkovou
listinou béhem cervna.
Vsechny tlohy posledni Sesté série navrhl a zformuloval Matous Ringel. S vasimi fesenimi
mu proto poslete néjaky hezky darek, protoze byste jinak neméli co tesit :0).
Prejeme vam hodné tspéchi v zavérecném obdobi skolniho roku.

Organizatori
Zadani VI. série
Termin odeslani: 22. kvétna 2006
Uloha VI.1 ... zdolani kopecku
Vozicek o hmotnosti m jede po roviné rychlosti v, na niz
lezi drevény ,kopecek“ o hmotnosti M a vysce h, jenz po ro- m M
viné klouze bez tfeni (viz obr. 1). Vozi¢ek na kopecek najede. o) 7
Za jakych podminek se mu podari prejet pres vrchol? Jakou Obr. 1

rychlosti se bude hora nakonec pohybovat?

Uloha VI.2 ... kukacky na lanech

Kyvadlové hodiny o hmotnosti M jsou zavéseny na dvou dlouhych rovno-
béznych lanech (viz obr. 2). Kyvadlo se sklada ze zavazicka o hmotnosti m
a lehké tycky o délce [. Urcete, o kolik se budou takové hodiny predbihat
(opozdovat) oproti hodindm pevné pfibitym na sténé.

Uloha VI.3 ... rozta¢ime elektromotor

Na hiideli elektromotoru je navinuta nit, na konci které je zavéseno zavazi
o hmotnosti m. Pokud motor pripojime na idealni zdroj napéti U, zavazi
pojede vzhtru rychlosti v;. Jakou rychlosti bude zavazi klesat, pokud zdroj
odpojime a vstup elektromotoru zkratujeme? Mechanické tfeni neuvazujte.

Uloha VI.4 ... sluneéni prasatko

Za slunec¢nych dni je oblibenou zabavou vrhat obdélnikovym zrcatkem
slunecni prasatka. Mozna jste si vSimli, ze nékdy ma prasatko lichobéznikovy
tvar a jindy tvar elipsy. Za jakych okolnosti nastava kazda varianta? Pokud
mozno svou podminku zformulujte kvantitativneé.

Obr. 2
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Uloha VI.P ... podivny bod varu D (

Do nadoby nalijeme dvé kapaliny, vodu a tetrachlormetan. Tyto dveé H,0O
kapaliny se mezi sebou nemisi. Teplota varu vody je 100 °C, teplota varu
tetrachlormetanu je asi 77 °C. Pokud bychom vsSak tento systém zahfivali,

dockali bychom se prekvapeni. K varu (vzniku bublin) totiz dochézi jiz pti CCly
asi 66 °C. Vysvétlete zdanlivou podivnost. R
Obr. 3

Uloha VI.E ... poznej své télo

Na zavér roc¢niku pro vas mame jednoduchou experimentalni tlohu. Z nasledujicich télnich
tekutin si vyberte alesponi dvé a zméite jejich alespon jednu fyzikalni vlastnost (hustotu, visko-
zitu, elektrickou vodivost, index lomu, teplotu varu, ... ) — sliny, krev, mo¢, pot, slzy, zaludeéni
stavy, miza.

V této tuloze se Fidte heslem ¢im vice, tim 1épe.

Reseni V. série

Jednotky na planeté Balonkii

Kazda fyzikalni soustava, chce-li dosdhnout néjakého fyzikalniho uplatnéni (vysledku), musi
ze vstupnich dat vyprodukovat ¢islo krat tzv. rozmeér tohoto cisla. VSechna odvozeni v nasle-
dujicich fesenich udélame v soustavé SI.

Kdyz vyjadfujeme délku, hustotu, tlak apod. pomoci ¢isel, vzdy musime za napsanymi
ciframi uvést také jednotky, ve kterych jsme mérili. Namérili jsme délku 12 centimetrii nebo
12 stop? Ci napi. osvétleni: je to 1 lux nebo Hefnerova svicka na étvereény yard? Jednotka je
nedilnou soucasti vysledku.

V nasem prfipadé méme dvé soustavy jednotek. Prvni je soustava SI (tvofena metrem,
sekundou, kilogramem, mol...), druh4 je balonkovsk4 soustava STLM ($purgl, temp, luftik,
muska, . .. ). Kazdou fyzikéalni veli¢inu umime pievést z jedné soustavy jednotek do druhé.

Z napovédy v prvni tloze (KaZdy Balonek md mazimdlné jeden provdzek.) jste méli usou-
dit, ze Balonci pocitaji ve dvojkové soustave. VSechny ciselné hodnoty byly proto zadané ve
dvojkové soustavé a tak s nimi bylo potfeba nakladat. ReSeni tloh uvadéji vysledky jak ve
dvojkové tak v desitkové soustave.

Zuzka Safernova € Honza Prachar
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Uloha IV .1 ... turnaj Balénkii (4 body; primér 2,72; vesilo 43 studentii)

Kdesi v dalekém vesmiru za 1001 hvézdami a jednou cernou dirou byla nebyla planeta
Balonkii. Tyto inteligentni duté bytosti kazdy rok poradaji soutéz ,, Cim vys, tim lip“.

Kazdy z balonka si privaze provazek, aby bylo mozné urcit jeho vysku. Aby se mohli Balonci
ucastnit soutéze, musi mit vsichni stejné parametry. Kupodivu nikdo zatim nikdy nevyhral.
Délkova hustota provazku je 11 luftikii na Spurgl, hustota atmosféry je 110101 luftikii na krych-
lovy spurgl, polomér kazdého z balonkii je 10 Spurgli, hmotnost Balonka je 10 luftiki. Pii padu
télesa v tithovém poli na planeté Balonkt se za kazdy temp jeho rychlost zvysi o 111 spurglii
za temp. Urcete, jakou maximalni vysku Balonka hlavni rozhodci soutéze namérii a jak se bude
Balonek pohybovat po dosazeni této vysky. Nezvednuta cast provazku kazdého Balonka lezi
volné na zemi. Zavody Balonki probihaji v malych vyskach, kde je hustota atmosféry priblizné
konstantni.

Napovéda: Kazdy Balonek ma maximalné jeden provazek.

Ulohu znd Petr Sykora od doc. Simy.

Predstavme si, ze drzime kulaty balének objemu V' a hmotnosti M, k némuz je ptrivazany
provazek délkové hustoty 7, jehoz konec volné lezi na zemi. Atmosféra ma hustotu o, velikost
tithového zrychleni oznac¢ime g. Ted baldének pustime — jaké sily na néj pusobi? Vztlakovéa sila
velikosti V pg jej bude tahat nahoru, tihova velikosti Mg dolt, kdyz baldének trochu vystoupi,
provazek ho zac¢ne tahat néjakou silou velikosti F}, smérem dold, a pokud se hybe, ptisobi na
néj také odporova sila velikosti Fj,, a to vZdy smérem proti okamzité rychlosti.

Najdéme rovnovaznou vysku ho balonku, ve které se sily piisobici na balének presné rusi.
Vztlakovou silu pisobici na provazek zanedbame; predpokladame, ze hustota provazku je mno-
hem vétsi nez hustota vzduchu. (Stejné by to znamenalo pouze mensi efektivni 7.) Vysledna
sila ptsobici na baléonek ma velikost

0=F=Vpg— Mg—Thg
a rovnovazna vyska je

- M
ho = Y2~ M 1001001 1115 Spurglit = 59110 Spurglit.
T
Jak bude vypadat pohyb balonku? Jak si v§imli Lukds Stritesky a Jakub Michdlek, jsou

v podstaté tii moznosti, jak bude pohyb vypadat, zavisejici na velikosti odporu proti pohybu:

e velky odpor — balének se pomalu doplazi k rovnovazné poloze,
e mezni odpor — balének projde rovnovaznou polohou, prekmitne a shora se doplazi do rov-
novazné polohy,
e maly odpor — balének projde rovnovaznou polohou vicekrat, kmita, pricemz perioda jeho
pohybu zavisi na tlumeni, tlumenymi kmity se postupné priblizuje k rovnovazné poloze.
Neékteri z vas nebyli s timhle fesenim spokojeni a chtéli zjistit presnéji, co se bude s balénkem
dit. Abychom to udélali, vratime se k analyze sil a sestavime pohybovou rovnici. Je tfeba ale
zduraznit, ze nasledujici ivahy budou také nepfesné. To, co ziskdme, nebude presnéa predpoveéd
pohybu balénku, ale hruby, i kdyz zajimavy pohled na jeho chovani.

Pohybova rovnice baléonku je

Ma:sz+FG+Fp+Fo,
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kde sily jsou po poradku vztlakova, tihova, od provazku a odporova. Vsechny sily piisobi ve
svislém sméru, takze v dalsim budeme psat jenom jednu rovnici pro svislé slozky sil.

Urcime velikost sily od provazku. V nékterych vasSich resenich se vyskytl predpoklad, ze
velikost sily F}, je stejna jako velikost tihové sily pusobici na provaz. Ale sila F}, nejenze
vyrovnava tihovou silu, ale také navic urychluje lezici ¢ast provazku. Takze F,, bude vétsi
nez thg. Abychom si ulohu zjednodusili, budeme predpokladat, ze energie se ztraci pouze
v dusledku odporu vzduchu a zadné jiné ztraty nenastavaji (napft. v provazku). Sila velikosti F},
plsobi na provaz smérem nahoru a pri povytahnuti o kousek dh vykond praci F, dh. Ta se
rovna prirdstku pohybové a polohové energie provazku.

Podivejme se na okamzik ¢, kdy je balonek ve vysSce h a provazek ma rychlost v, hmotnost m,
a na okamzik t+4dt, kdy jsou veliciny vétsi o dh, dv a dm. Prirtistek energie provazu je F, dh =
= dFx + dE,, takze

deh:%v2dm+mvdv+%ghdm+%mgdh = F:%T’UQ-FT}L(CL—FQ).

Pouzijeme linearni a kvadratickou zavislost velikosti odporové sily na rychlosti F, = Av +
Cm R?ov?/2; smér odporové sily je vzdy opaény neZ smér rychlosti. Pohybové rovnice balénku
tedy je

2

d*h dh 1 ) dh dh\?
(M+Th)ﬁ = (Vg—M—Th)g—AE ~-3 [T—FCT(R 0sgn (E)] (E)

a hledame funkci h(t).

Tvarovy souéinitel pro kouli je pfiblizné' C' = 1/2, jak ale odhadnout A? Zavisi na viskozité
prostredi, kterou nevime. Lze ocekavat, ze vliv linearniho ¢lenu na pohyb bude prevladajici az
blizko rovnovazné polohy, kdyz se balének pohybuje pomalu — velmi velké A zpusobi, ze balének
nebude kmitat, ale jenom se pomalu doplazi do rovnovazné polohy. Naopak vliv kvadratického
¢lenu bude silnéjsi, kdyz se balének pohybuje velmi rychle. Abychom alespon néco zjistili,
zvolime A = 0.

Zrychleni balénku je slozitou funkci h a v, takze kamarad poéita¢ bude mit praci. Resit ta-
kovouhle rovnici mtizeme pomoci pocitace napt. takto. Z rovnice miizeme vypocitat zrychleni a,
z ného dokadzeme vypocitat novou rychlost po uplynuti casu At jako v(t + At) = v(t) + aAt,
z ni umime vypocitat, jak se v nasledujicim okamziku balének pohne y(t+ At) = y+vAt. Tyto
hodnoty dosadime do pohybové rovnice a vypocitame nové zrychleni, tak mtizeme vypocitat
mnoho bodu a pak je vynést do grafu (obrazky 4, 5 a 6).

300 400 500 600 300
Cas (temp) Cas (temp)

Obr. 4. a(t) Obr. 5. v(t)

U D. Ilkovié: Fyzika, SVTL 1962, Bratislava
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Podivejme se na vysledek. Balonek si to od pocatku Sine jednoznac¢ne nahoru a velmi rychle
dosdhne maximalni rychlosti (tak rychle, Ze to na grafu neni vidét). Poté zrychleni spadne do
zapornych hodnot a balének rovnomérné zpomaluje, dosahuje maximalni vysky 597 spurgli
a tlumené kmita kolem své rovnovazné polohy. Vidime, ze balonek je siné brzdén a jeho
maximalni vyska je témér totozna s rovnovaznou.

Neni ted tézké fici, jaké vysledky by dal nas model pro zvétsujici se A. Vétsi A znamena
vétsi odporovou silu, tj. pomalejsi vzestup nahoru, jesté vétsi pak nekmitavy pohyb — Balének
se bude pomalu priblizovat rovnovazné poloze. V kazdém pripadé se Balonek vys nez do vysky
597 Spurglti nedostane. Samozrejmé, nas model neni pravé nejdokonalejsi, odporovou silu jsme
jenom strelili a podobné to bylo s predpokladem idealniho provazku. Ve skutecnosti se jiné
vlivy a hlavné vitr nezanedbatelné projevi a nékam naseho Baldénka zavanou.

Jan Lalinsky
jano®fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .2 ... vyprava na planetu Balénkut (4 body; primeér 3,18; tesilo 28 studentii)
NASA chysta velkou vypravu na planetu Balonkit za tcelem navazani komunikace s tam-
nimi inteligentnimi dutymi bytostmi. Spiéniim se podafilo zjistit od mistnich informé&torii na-
sledujici udaje: atmosféra je slozena z plynu o muskové hmotnosti 10001 luftiki na musku,
pocet molekul atmosféry v jedné musce je 10'*%! | tloustka atmosféry je 10'°°°! spurglii a srov-
nanim teploméria obou civilizaci Spioni urcili, ze sedmi pozemskym kelviniim odpovida jeden
luftik krat spurgl ¢tverecny na temp ctverecny.
Urcete teplotu na povrchu planety a rozhodnéte, zda by si méli kosmonauti vzit spise tricko
Ci kozich. Prii reseni se vam miizou hodit i udaje z jiz zminéné soutéze.
Uloha ze starého rocéniku FYKOSu.

Pro jednoduchost predpokladejme, ze hustota atmosféry je konstantni v celé své vysce. Jiny

vvvvvv

pouzivajici napt. barometrickou formuli

h
P = po €Xp <_ Q09 )
Do

(kterou dostaneme za predpokladu konstantni teploty ve vSech vyskach), maji jeden velky
problém. Vzdy v nich nezndme hodnotu vic nez jedné neznamé. Potiebovali bychom védét
hodnoty tlaku, teploty, hustoty,... v jednom bodé svrchni vrstvy atmosféry. Jelikoz tyto in-
formace nemame, je nejjednodussi spokojit se s linedrnim, le¢ nerealistickym modelem (jez
takovyto bod poskytuje).

K dalsimu reseni vyuzijeme stavovou rovnici idealniho plynu pV' = NET'. Hustota atmosféry
je konstantni. Tlak na povrchu planety (atmosféra ma vysku h) je roven hydrostatickému tlaku
p = ohg. Dosazenim téchto dvou rovnic do sebe dostaneme

ghMp,
T = .
Nak

Vsechny vyse uvedené rovnice plati i na planeté Balénkii. Potiz ¢ini ,,Boltzmannova kon-
stanta® v jednotkdch STLM. V jednotkach SI je jeji rozmér J/K. V TSLM jednotkach si ji
ozna¢me k' a zvolme k' = 1 (bezrozmérné). Pak plati

~ Nak Na
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Toto je vyjadieni teploty v TSLM ([T] = luftik-8purgl®-temp~?). My ovSem chceme vyjadfit
teplotu T' v soustavé SI. V zadani zaznélo: sedmi pozemskym kelvinum odpovida jeden luftik
krdt $purgl ctverecni ma temp ctverecni. Takze nahradime-li v rovnici v TSLM jednotkach
luftik-§purgl®-temp 2 sedmi kelviny, dostaneme teplotu v jednotkach SI.

M,, [luftik-$ 12 M,,
st [Iuileioumgl') _ . 9 _ g

Na temp? N4

Po dosazeni zadanych jednotek dostavame 7' = 11010000010 000 v kelvinech.

Vétsina z vas si uvédomila, ze toto ¢islo je opravdu velmi velké a Baldnci by za této teploty
nemohli existovat. Nékteri z vas objevili praci zaskodnického Sotka a jeho zaludnost napra-
vili (tzn. poupravili formulaci zadani: jednomu kelvinu odpovidd sedm luftiki krdt Spurgl ¢tve-
recni na temp ctverecns). Z této zmény vyplyva teplota 100010000 K, coz je sympatickych
27210 K.

Spravnou odpovédi na zadanou otazku po prekonani vSech peripetii tedy je, ze kosmonauti
by si méli vzit kozich. Vzhledem ke vSem moznym nastraham, které na vas ¢ihaly a z nichz ne
vSechny byly imyslné, jsme uznéavali i odpovéd tricko, ovsem pokud byla podpofena vysledkem
13 328 K ¢i jeho adekvatem plynoucim z jiného modelu.

Zuzka Safernova € Pavol Habuda
zuzka@saferna.net, bzuco®@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .3 ... Baldnci na koloto¢i (3 body; primér 2,11; vesilo 36 studentii)

V' hlavnim mésté planety Balonku Medicinbaldorfu se jednou za debrecinsky megatemp
kona pout. Hlavni atrakci je specialni balénkovsky kolotod, ktery se Funik s Piskalem rozhodli
navstivit.

Dutou tyci délky L je provlecen provazek délky | > L. Na jeden konec provazku se privazal
Funik, na druhy konec Piskal. Oba kamaradi by méli vazit stejné, Funik ale ke snidani snédl
kousek rozemleté traverzy a je o trosku tézsi. Poté se ty¢ zacne tocit kolem svislé osy na ni
kolmé. Urcete polohu osy tak, aby vodorovna vzdalenost mezi Balonky byla co nejvétsi.

Vymayslel Jirka a Kajinek Spatné pochopil.

Abychom mohli ur¢it polohu osy, musime si nejprve vhodné
zvolit pocatek soustavy souradnic. Protoze pri zméné polohy Q Piskal
stabilnéjsi pocatek souradnic. Zvolme treba zacatek tyce blize
lehéimu Balénkovi (Piskalovi). Dohodnéme se i na pocateénich ,
podminkach. Pred tim, nez se zacne kolotoc¢ tocit, lehc¢i Balonek Funik
vystoupa do maximalni vyse a tézsi Balonek zlstane nejnize Q
(viz obr. 7). Poté se zac¢ne koloto¢ otacet konstantni thlovou
rychlosti w.

Zavedme si jesté znaceni (viz obr. 8). Sily F1 a F> jsou vyslednice tihové, vztlakové a od-
stredivé sily a x je hledana poloha osy rotace.

Uloha se dé fesit tak, ze si vzdalenost mezi Balénky vyjadiime jako funkci polohy osy rotace
a jeji prvni derivaci polozime rovnou nule. Misto toho, abychom prevedli 1lohu na matematicky
problém, zkusime se nejdfive nad ulohou zamyslet a pokusit se ji vyresit fyzikalni ivahou.

Osu umistime na konec tyce k tézsimu Balénkovi x = L a postupné ji budeme posouvat
smérem k leh¢imu Balénkovi x = 0.

Obr. 7

6
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1. V prvnim pripadé bude tézsi Balének namacknut na ty¢ a leh¢i Balének bude co nejdale
od osy. Vzdalenost mezi Balénky se tak bude limitné? blizit [ pro velké w. Ekvivalentné
k tomu se tithel a;; blizi pravému thlu. Tato poloha je jasny lokalni extrém, nebot vzdalenost
nemiuze byt vétsi nez [ a navic pfi pouze malém posunuti osy smérem k leh¢imu Balénkovi
je ztejmé, ze vzdalenost klesa.

2. P1i posouvani osy smérem k leh¢imu Balonkovi stale klesa ti¢inek odstredivé sily na leh¢iho
Balonka a roste ucinek odstredivé sily na tézsiho Baldnka, a; klesa. V urcitém okamziku
musi nastat rovnost velikosti sil 1 a Fh, tedy tga; = tg as. Nastala rovnovazna poloha,
ktera je vSak labilni. Pti dalsim posunuti prevladne sila F2 a tézsiho Balonka pretahne lehci
Balének a namackne ho na tyc urcitou silou. Tato poloha je evidentné dalsi lokalni extrém,
tentokrat minimum.?

3. Posouvame-li osu dale smérem k lehc¢imu Balénkovi, pozorujeme, ze vliv odstredivé sily
na tézsiho Balonka stale roste, zatimco vliv odstredivé sily na leh¢i balonek stale klesa.
Takto se dostaneme az na konec tyce x = 0, kde nutné musi nastat dalsi lokalni extrém.
Vzdalenost mezi balénky se zase limitné? blizi [ pro veliké w. Ekvivalentné tomu se a blizi
pravému uhlu.

Ktery ze dvou lokalnich extrémii je globalni? Zase
se nejdriv zamysleme. Vzdalenost mezi Balénky je
tim vétsi, ¢im jsou uhly a; a ag vétsi. Tyto thly jsou mi
tim vétsi, ¢im vétsi je velikost odstredivé sily. Tedy
globalni extrém musi nastat az v druhém piipadé. F
Maximalni vzdalenost mezi Balonky tedy nastane I—1, o T : Oﬁg'

ma

F

v pripadé, umistime-li osu na konec tyce u lehc¢iho |
Balonka.

Co se vlastné stane, kdyz Balénci nasednou na
koloto¢ podle obr. 7 a zacnou se tocit kolem této Obr. 8
osy? Tézsi Balonek pretahne lehc¢iho jen v pripadé,
ze velikost odstredivé sily tézsiho Balonka bude vétsi nez vyslednice vztlakové a tihové sily
leh¢iho Baldonka. Vyjadrime si tedy mezni thlovou rychlost wg

L

ef—H-

Vog—mig=mawil = wo=+/|Vo—mil|g/maL,

kde V' je objem Baldnka, p je hustota atmosféry a g je mistni tihové zrychleni.

V celé tloze uvazujeme, ze Baldnci v pritbéhu otaceni ztstavaji ve spolecné roviné s osou
a ty¢i. Ve skuteCnosti tomu tak neni. Balénci maji jisty fazovy posuv (jsou ve skluzu), ale to
na vysledek tlohy nemé vliv.

2) Pro pripad, kdy se velikost vztlakové sily bude rovnat velikosti tihové sily, bude vzdalenost
mezi Balénky [ pro jakékoliv w.

%) Soustava se jen malym posunutim k lehé¢imu Balénkovi dostane do nové stabilni rovnovazné
polohy. Zajimavé je, ze kdybychom nyni pohnuli osou smérem k tézsimu Balonkovi, ptivodni
labilni rovnovazny stav bychom zde uz nenasli. Museli bychom se vratit mnohem vice zpét
v zavislosti na poméru hmotnosti obou Balénkt. Soustava se totiz zménila — lehc¢i Balonek je
namacknut na tyc¢ a tézsi Baldonek zaujal svou rovnovaznou polohu co nejdale od osy rotace.
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nikoliv na poloze osy. Zavérem lze Tici, ze nic neni tak jednoduché, jak se zda.

Roman Fiala € Zdenék Kucka
roman@fykos.mff.cuni.cz, zdenek@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .4 ... svatba Balénka a Balénky (3 body; primeér 1,49; vesilo 41 student)

...a uz zni svatebni sini slavnostni piskot a fukot. Ano, je to tak, Piskal s Foukalkou si
dnes reknou své pisk. A uz je tu prvni novomanzelsky polibek, pri némz se spoji svymi otvory.
Poté knéz slavnostné rozvaze provazky a dojde k propojeni. Popiste, co bude nasledovat.
Nezapomente, ze vsichni svobodni Balonci maji stejné parametry.

Ulohu navrhl Petr Sykora.

Pokud se dva Baldnci spoji otvory, v zasadé mohou nastat dvé rtizné situace. V pripade,
ze oba byli vcelku malo nafouknuti, nastane pfipad obdobny chronicky znadmému experimentu
spojenych bublin, kdy se jedna bublina prakticky vyfoukne do druhé. Pokud byli oba Balénci
nafouknuti vice, tato analogie jiz neplati a Baldnci ztistanou zhruba ve stejném stavu, v jakém
byli pred spojenim.

Pro pochopeni fysikalni podstaty rozdilu mezi témito situacemi nam napomiize kvalitativni
graf zévislosti napéti gumy na jejim relativnim prodlouzeni (viz obr. 9). Je vidét, ze zde mame
zhruba t¥i oblasti. V prvni (velmi kratké) oblasti nam napéti rychle roste s prodlouzenim, toto
je ten nejvétsi odpor na pocatku nafukovani. Pak nasleduje oblast, kdy se napéti prilis neméni
s prodlouzenim, a toto je pravé oblast, kdy je situace obdobna bublinam, které maji prakticky
konstantni povrchové napéti. A nakonec je tu oblast, kde napéti opét zac¢ne rust. Toto je oblast,
kde se jiz prakticky nic nedé€je po spojeni Balénkii.

napéti o

prodlouzeni R

Obr. 9. Zavislost napéti gumy na jejim prodlouzeni

V celém dalsim textu budeme v nasSich spise kvalitativnich tvahach predpokadat kruho-
vého Balénka o poloméru R s pretlakem P vzduchu uvnitf oproti okolnimu atmosférickému
tlaku, kdy navic pretlak bude maly oproti velikosti atmosférického tlaku. Tudiz hustota vzdu-
chu uvnitt Balénka bude povazovana za konstantni. Tento predpoklad jde jednoduse oveérit
napriklad tak, ze pokud k otvoru Baldénka pripevnime trubici, staci jeji konec ponorit pod
vodu do hloubky necelého piilmetru a Balonek jiz neni schopen prekonat hydrostaticky tlak.

8
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Nyni se podivame na mysleny krouzek v povrchu Balénka o poloméru r a budeme studovat,
jaké sily na néj ptisobi. Jelikoz nas zajimaji predevsim ustalené stavy, budeme predpokladat,
ze tento krouzek je v klidu, a tedy vyslednice vnéjsich sil je nulova. Také zanedbame vliv
gravitace, jelikoz hmotnost povrchu Balénka je mal4. Zbyly nam tedy dvé ptisobici sily —
pretlak P vzduchu uvnitt Balonka a napéti o jeho stény, které piisobi na obvodu naseho
mysleného kruhu, ve sméru tecném k povrchu Balonka a zaroven kolmo ke kruznici ohranicujici
nas mysleny kruh.

Je zirejmé, ze pretlak bude na nas mysleny kruh ptsobit silou Fp
smérem ven o velikosti Fp = wr2P. Uhel mezi rovinou naseho mys-
leného krouzku a te¢nou rovinou k povrchu Balénka na okraji kruhu
oznacéime . Z geometrie Balénka je zfejmé, Ze sin o = r/R. Z povahy
napéti stény zase muzeme odvodit, Ze vyslednice napéti po celém ob-
vodu naseho kruhu miti dovnitt Balénka a mé velikost

onor?

R

Fn = 2mrosing =

Obr. 10

Jelikoz tyto sily maji opacny smér a jsou to jediné dvé uvazované sily, musi se v klidu jejich
velikosti rovnat, tedy
2mor? 20
= P=—. 1
= = (1)
Musime si uvédomit, ze o pro Balonek nemusi byt zdaleka konstantni, jako je tomu naptiklad
u bubliny.

2
Tr P =

Nyni se vratime k nasemu grafu zavislosti o na relativnim prodlouzeni. Za¢neme oblasti,
kde je o prakticky konstantni, a situace je tedy analogickd dvéma spojenym bublindm. Kdyz
se podivdme na (1) a budeme uvazovat konstantni o, je ziejmé, ze ¢im vice bude Balének
nafouknuty, tim nizsi tlak bude uvnitf. Tedy pokud na pocatku mame stejné nafouknutého
Balénka a Balénku a tlak v Baldénkovi se nepatrné zvysi, vzduch zacne proudit do Balénky
a tim ji zvétsovat, ¢imz klesa tlak uvnitt ni. Zaroven se zmensuje Balonek, ¢imz se zvysuje
tlak uvnitt néj. Mame tedy situaci, ktera skonc¢i az ve chvili, kdy se jeden z Balénk® dostane
mimo oblast, kdy o nezavisi na prodlouzeni, coz v praxi znamena, ze jeden z Balonku se skoro
vyfoukne a druhy se mirné nafoukne.

Pokud se budeme zabyvat oblasti velkych prodlouzeni, miizeme vcelku Gspésné aproximovat
zavislost napéti na poloméru Balénka pomoci linearni zavislosti, tedy o0 = aR, kde « je néjaky
koeficient timérnosti vétsi nez nula. Pokud tento vztah dosadime do (1), ziskame vztah

P =2«.

Je tedy vidét, ze tlak v Baldnkovi (pro tuto oblast poloméru) pfili§ nezavisi na poloméru
Balénka. Pokud tedy méme na pocatku stejné nafouknutého Balénka i Balénku a vlivem
fluktuaci se v jednom z nich nepatrné zvysi tlak, nic se nedéje, jelikoz ten se opét vyrovna,

aniz by se vyrazné ménil polomeér. Petr Sgkora

petr@fykos.mff.cuni.cz
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Uloha IV . P ... Balének uprchlik (4 body; primeér 2,37; vesilo 35 studenti)

Na planeté Balonkii doslo k revoluci a k moci se dostali fundamentalisté, kteii zakazali jist
traverzy se slehackou. Jelikoz slo o Funikovo oblibené jidlo, nezbylo mu nic jiného nez odejit
do dobrovolné emigrace.

Pri priletu na Zem byl Funik zavien do karantény a byl mu zméren objem V' a teplota T
Imigracni tfad vsak rozhodl, Ze nedostane azyl, pokud nezméni sviij objem na V' a teplotu
na T'. Funik nemiiZe v karanténé piijimat ani odevzdavat Z4dné teplo, ménit pocdet cCastic,
ze kterych je slozen, i na traverzy se Slehackou si prozatim musi nechat zajit chut. Poradte
Funikovi, jak to ma udélat, aby mohl na Zemi prozit Stastny a spokojeny zivot.

Probléem Matous slysel na prednasce prof. Koteckého a vymyslel resend.

I pravil Velky Balén svym vérnym Balonktm:
,Dosud jste dodrzovali zakony, jez byly vyréceny v praddvnych do-
bach. Prijde vsak ten, jenZ objevi tajné ucent, kterée meélo byt za-
pomenuto, a vzepre se nesvobodnému pohybu po predem urcenych
krivkach. Jen on pochopt mou radu, Ze Zadny okamzik nent dost
kratky.

Jako spravny vérici zna Funik tento citat z Balible. V seminafi travili nad interpretaci tohoto
citatu celé véky. Ale ani oni, ani nikdo z ucenci s tim nepohnul. Od té doby si na to nikdy
nevzpomnél, az ted v karanténé pri zoufalé modlitbé a odfikavani Balénnéase. Ztratil uz vsechnu
nadéji, jak splnit podminky, jez mu byly stanoveny. Kdyby jeho teplota 17" a objem V lezely na
adiabaté, kterd je spojuje s pozadovanou teplotou 7" a objemem V', nebylo by co fesit. Prosté
by se poradné nadechnul ¢i naopak vydechnul a bez vymény tepla by dosadhl pozadovanych
hodnot. Panové z imigrac¢niho ale Funika na Zemi nechtéji a urcili V' a T” tak, aby to takto
splnit neslo. A uz od mladi se ucil poucku, jiz vyslovil v davnych dobach moudry Adiabat,
ze pokud si s nikym nevymeénuje teplo, musi se jeho stavové veli¢iny nevyhnutelné pohybovat
po predem urcené kiivce, jez nese mudrcovo jméno. Ale zcistajasna pochopil posvatny citat.
Mudrc se mylil. Pokud provede libovolny proces dostatecné rychle, teplo se nestaci vymeénit.
A to je kli¢ k zadhadé, jez trapila Balonky po celé véky. Dosdahnout potrebné teploty a objemu
byla uz pro Funika hracka. V mziku si spoéital, ze potiebuje sviij objem snizit na V"' (ale i se
zvySenim objemu by si Funik poradil) pfi zachovani stejné teploty T', aby se potom mohl po
adiabaté dostat na hodnoty 7", V'. Mobilizoval tedy vSechny své sily a prudce narazil do stény
karantény. B&hem kratkého okamZiku se jeho objem sniZil na potfebnou hodnotu V". Pak uz
nezbyvalo, nez podepsat propoustéci protokoly a zacit novy zZivot plny Stésti a spojenosti. A ze
se to Funikovi skutecné povedlo, svédci i to, ze se zanedlouho dostal jako prvni Balének do
zebricku stovky nejvétsich bohact svéta diky své siti rychlych obcerstveni Mc’ Travers. I lidi
totiz nakonec poznali, co je dobré. Jarda Trnka

jarda@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .E ... jak o¢i Baldnka klamou (8 bodii; primeér 4,70; tesilo 20 studenti)
Balonci pii pozorovani oblohy casto soudi, ze se jim souhvézdi vysoko nad hlavou zdaji
mensi, nez kdyz si je prohlizeji nizko nad obzorem. Provedte pozorovani na Zemi a méFenim
ovéite, zda jde skutecné o klam. Zméite thlovou vzdalenost a(t;) dvou vybranych hvézd,
které jsou priblizné nad sebou (mayji stejny azimut A), a ihlovou vzdalenost 3(t; ) jinych dvou
hvézd, které jsou ve stejné vysce h nad obzorem, (tzn. kontrola v obou nezavislych smérech)
v okamziku, kdy se tyto hvézdy nachazeji co nejnize nad obzorem. Az pozdéji stejné dvojice

10



Fyzikalni korespondenc¢ni seminar UK MFF ro¢nik XIX ¢islo 6/7

hvézd najdete v co nejvétsi vysce, méreni obou tihlovych vzdalenosti a(tz), B(t2) zopakujte.
Snazte se pochopitelné mérit co nejpresnéji!

Zvlast ocenime, pokud ze znalosti katalogizovanych soufadnic hvézd presné vypocitate je-
jich teoretickou tthlovou vzdalenost. Nezapomerite popsat pouzité pomicky a zamyslet se nad
jejich vyhodami a nevyhodami (resp. diskutovat piesnost méreni), uvést dulezité podminky
méreni a urcit zkoumané hvézdy — alespon nacrtnéte mapku hvézdného okoli a uvedte smér
(napf. jih) a ¢as méfeni. Vyhodnotte chyby méreni a v diskusi srovnejte vysledky.

Vymyslel Pavel Brom inspirovan dotazem na hvézddarné.

9 o o & [As, hs3]

Ay, ) B(t1) [As, o) ° ?

Q a(ty) o

Primarnim cilem tlohy mélo byt ovérit neménnost thlovych vzdalenosti mezi hvézdami, a to
ve dvou nezavislych a vyznamnych smérech — vodorovném a svislém. Totiz prave ve vertikalnim
sméru muzeme ocekavat pripadné zmény thlovych vzdalenosti, kdyz si uvédomime, zZe smér
§ifeni svétla je ovliviiovan pfi priichodu atmosférou, coz ma za nasledek posunuti pozice hvézdy.
Tento jev se nazyva atmosférickd refrakce a jeho pripadné potvrzeni nam budiz vyzvou k honbé
za co nejvyssi presnosti naseho méreni!

Teorie

V teoretické casti bychom nejprve méli provést resersi, abychom ziskali kvantitativni pred-
stavu o velikosti atmosférické refrakce a podle toho mohli planovat presnost méteni a vybrat
vhodné hvézdy. Mnoha literatura udédvad maximalni hodnotu refrakce 34 uhlovych minut pri
obzoru, o kterou je pozorovana pozice hvézdy posunuta vys oproti skuteéné. (Diky refrakei je
tedy Slunce déle nad obzorem, a to fadové o nékolik minut.) Zduraznéme okolnost p7i obzoru
a uvédomme si, ze bychom nemérili absolutni refrakci, nybrz tzv. diferencialni refrakci, coz
znamena, ze se posouvaji polohy obou hvézd, mezi kterymi thlovou vzdalenost mérime. Ke
snizeni relativni chyby bychom tedy meéli volit hvézdy radéji vice vzdalené.

K potvrzeni atmosférické refrakce bychom potfebovali mérit s presnosti mensi nez pul
stupné. Jelikoz pocasi vétsinou nedovoluje mérit hvézdy tésné nad obzorem, pro realné zkou-
mané hvézdy je vliv refrakce mnohem mensi a jeji pfimé experimentalni potvrzeni by bylo
v naSich moznostech nesmirné naroéné. (Viz komentar k doslym fesenim.)

Do teorie dale patti uvedeni vztahu pro vypocet teoretické thlové vzdalenosti dvou hvézd
se znamymi katalogizovanymi soufadnicemi « (rektascenze) a ¢ (deklinace). Uvedme rychlé
odvozeni vztahu od Marka Pechala, ktery vyuzil analytickou geometrii. Osu x zavedeme jako
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prisecnici roviny svétového rovniku s rovinou deklina¢ni kruznice prvni hvézdy, osu y defi-
nuje v kladném smyslu poloptrimka stied sféry — zenit a konecné osa z je na né kolma. Polo-
hovy vektor prvni hvézdy na jednotkové sfére je r1 = (cosd1,sind1,0), analogicky pro druhou
hvézdu, jejiz deklinac¢ni kruznice je v nasem souradném systému otocena podél osy y o thel
@ = |a1 — al|, dostdvame polohovy vektor r; = (cosd2 cos p, sin dz2, cos 2 sin ). Hledana teo-
retickd tithlova vzdalenost wy mezi hvézdami potom odpovida thlu sviranému témito vektory,
ktery vypoc¢teme pomoci skalarniho souéinu (sé¢itaji se souciny vzdy odpovidajicich komponent
vektori). Plati

- r

——— =1r - = Ccosd1 cosd2 Cos p + sind; sin dz
|ri|[r2]

CcCoSwt =

odkud po dosazeni za ¢ a zjednoduseni diky sudosti funkce kosinus dostavame®*

w¢ = arccos (cos d1 cos d2 cos (a1 — a2) + sindq sinds) .

zenit y
H;
iro H2
n
t
1
P T
P
z
Obr. 11

4 Pfi uziti Pythagorovy véty k vyjadieni délky tétivy v hledaném oblouku (vezmeme-li délky
odvésen jako rozdil y-souradnic v nasem souradném systému a vzdalenost pat kolmic spusteé-
nych z obou hvézd na rovinu rovniku) vypocteme délku tohoto oblouku z délky tétivy podle
ziskaného vztahu

wy = 2arcsin \/% (1 — cosd1 cosdz cos (a1 — az) — sindy sindz)
ktery odpovidd predchozimu vyrazu pres identitu arcsiny/(1 —z)/2 = arccosz/2, pro

x € (—1;1), kterou lze dokédzat srovnanim derivaci obou stran a samoziejmé funkénich
hodnot napft. v krajnim bodé.

12
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Planovani experimentu a pomicky

V zimeé kolem Vanoc se jako vhodné hvézdy nabizeji napt. Polarka a néktera z hvézd Velkého
vozu pod Polarkou v dobé kratce po setméni. Po ptilnoci najdeme Velky vtz v nadhlavniku, coz
by nam velice vyhovovalo. Bohuzel v podminkach méfeni (opar pfi obzoru, svételné znecisténi)
nebyla jasnost hvézd Velkého vozu dostatecna pro spolehlivé vizualni meéreni a obecné bylo
nutné volit co nejjasnéjsi hvézdy, jako napt. viibec nejjasnéjsi hvézdu na obloze Sirius (a« CMa)
a jasnou hvézdu priblizné nad nim pri jeho vychodu, tfeba levou horni hvézdu Oriona s nazvem
Betelgeuze (a Ori). Kolem 23 hodin se tyto hvézdy nachézeji nejvyse nad obzorem (kulminuji).
Vodorovna uhlovéa vzdalenost byla méfena mezi jasnymi hvézdami Rigel (5 Ori) (v Orionové
obrazci vpravo dole) a Prokyon (o CMi; alfa v souhvézdi Malého psa nalevo od hornich hvézd
Oriona).

K méfeni byla pouzita v antice osvédcena Jakobova
hil, kterda byla realizovana ocelovym metrem a nevel-
kym drevénym trojuhelnikem s ryskou. Samoziejmosti
je uziti statistického zpracovani, které potlaci nahodnou
chybu subjektivniho méfeni (chceme srovnavat stiedni
hodnoty). Dalsimi potfebami byla baterka s ¢ervenym
svétlem, sesit pro zapis hodnot a slabé i silné rukavice.

Experimentalné zjisténa thlova vzdalenost w byla Obr. 12. Jakobova hiil (naértek)
vypocCtena z prumeéru d nameéienych hodnot d; délky
Jakobovy hole (tj. vzdalenost trojuhelnika od oka) a se znalosti pevné délky [ pfepony troj-
uhelnika (vzdalenosti vrchold, se kterymi se kryly obé hvézdy pii nastavené vzdalenosti d;).
Z jednoduché geometrie zfejmeé plati

w = 2arctg l
= 2

Chybu takto vypocteného thlu uréime z chyby méfeni [ i d napt. pomoci parcialnich derivaci

&u 4lo
Awg =2 Ad=—20 A
Wi = (o, lo)Ad PrEE PR
&u 4d0
Aw; = —(dy. Ip)Al = ——— Al
wi Gl ( 0, 0) 4d% n lg )

které sloucime podle kvadratického zakona s¢itani chyb, tedy vysledek uvedeme ve tvaru

[ 4 180°
w = (2 arctg ﬁ + m\/dz(Al)z + lQ(Ad)Q) . y

™

kde [, d jsou spoctené stredni hodnoty ze statistického zpracovani.

Postup méreni

Jakmile byly za soumraku vybrané hvézdy pozorovatelné, zaznamenal jsem podminky mé-
feni (datum, misto, ¢as, teplotu, pfip. tlak a vlhkost vzduchu, méfené hvézdy a jejich vysky
nad obzorem) a zahajil méreni. Zaptel jsem se do rozvétveného stromu, tzn. oprel zada o kmen
a levou ruku o piihodnou vétev. Pravou rukou jsem konec ocelového metru vzdy prikladal
stejnym zplisobem na kost vedle oka, dievény trojihelnik jsem spolu s navijakem metru drzel
v levé ruce tak, ze ocelovy pasek metru byl kolmo na plochu trojihelnika a ryska trojihel-
nika priléhala pravé ke stupnici, na které bylo mozno odecitat hodnotu d;. Citlivé jsem ménil
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vzdalenost trojihelniku od oka, dokud se mérené hvézdy nekryly s vrcholy trojuihelnika pri
rychle stfidavém pohledu (to zajisti, Ze oba vrcholy sou¢asné splyvaji s pfislusnymi hvézdami).
Pred odectenim hodnoty jsem ukazovackem pritiskl stupnici metru k difevénému trojihelniku,
aby nedoslo k posunuti. Pro vyssi efektivitu jsem si zapamatovaval tfi namérené hodnoty a ty
pak najednou zapsal. Nastaveni délky Jakobovy hole pii méreni jsem provadél stridaveé jak pri
prodluzovani, tak pri zkracovani vzdalenosti trojuhelnika od oka. Méreni thlové vzdalenosti
jsem pro kazdou dvojici hvézd opakoval 10krat pro statistické zpracovani. Na konci méreni
jsem opét zapsal aktualni podminky experimentu.

Vysledky

Vsechna méfeni byla provedena v nedéli 22. ledna 2006 na louce (vyuziti rozvétveného
stromu) NPP Radou¢ u Mladé Boleslavi. Teplota vzduchu (méfend kuchynskym lihovym tep-
lomérem s chybou 0,5 °C) na zac¢atku prvni série méfeni byla —4 °C, na konci —5 °C; pozdéji
na zac¢atku i na konci druhé série —9 °C. Velikost atmosférického tlaku byla odhadnuta podle
televizni relace o pocasi na (1030 4+ 10) hPa. Béhem prvni série méteni vzrostly vysky hvézd
nad obzorem o 3 az 4 stupné, béhem druhé série klesly nejvyse o 2 stupné. Namérené hodnoty
uhlovych vzdalenosti jsou uvedeny a statisticky zpracovany v nasledujici tabulce.

série | d1 [cm] | d2 [cm] | d3 [cm] | ds [cm] | ds [cm] | de [cm] | d7 [cm] | dg [cm] | dg [cm] | d1o [cm)]
TH | 22,1 | 220 | 222 | 221 | 22,1 | 22,1 | 22,2 | 22,1 | 221 22,2
Iv | 31,1 31,3 31,6 31,7 31,1 31,6 31,6 31,3 31,2 31,5
IIv | 31,5 31,8 31,6 | 31,45 | 31,9 31,4 31,0 31,3 31,2 31,5
ITH | 22,0 22,1 22,1 22,1 22,2 22,1 222 22,1 22,1 22,1

Namérené hodnoty délky Jakobovy hole (H —horizontalni, V — vertikalni vzdalenost).

série cas hvézdy vyska nad obzorem | prumér d [cm]| | o4 [cm]
IH [17:55-18:21 | o CMi — 8 Ori 87, 18° 22,115 0,058
IV [18:30-18:56 | CMa — « Ori 4°, 31° 31,400 0,226
IV |23:00-23:21 |« CMa — « Ori 22°, 44° 31,455 0,263
TTH |23:22 23:44 | o CMi - 3 Oni 45°, 23° 22110 0,057

Nameérené tihlové vzdalenosti — statistické zpracovani.

Ze stfedni hodnoty délky Jakobovy hole d a pro hodnotu [ = (15,70 + 0,05) cm vypoc¢teme ex-
perimentalné stanovenou tithlovou vzdalenost w s prislusnou chybou podle odvozeného vztahu.
Chybu méfeni Ad ur¢ime ze standardni vybérové odchylky o4 a mozné chyby méreni ocelo-
vym metrem 0,05 cm podle kvadratického zakona séitani chyb Ad = /02 + (0,05 cm)2. Stiedni
hodnoty spravné zaokrouhlime v ¥ddu prvni (v pfipadé jedni¢ky az druhé) platné ¢islice chyby,
kterou bezpecné zaokrouhlujeme nahoru. Na zavér vypocteme teoretickou tithlovou vzdalenost
pro znamé soufadnice hvézd rektascenze («) a deklinace (§). Vysledky jsou shrnuty v nasledu-
jici tabulce.

Hvézda | Soufadnice a| Soufadnice § |dimm+ Adrr [em]| w+ Aw [°] |rel [%] | we [°]
a CMi | 7739™18,12° +5°13'30" 22,12 + 0,06 39,01 +£0,15 | 0,4 |38,51
B Ori |5"14™32,28° —8°12'6" 22,11 + 0,06 39,01 + 0,15 0,4 38,51
« CMa | 6"4578,92° | —16°42'58,1" 314+ 0,3 281+03 | 1,1 |27,10
a Ori | 501473228 | +7°24'25 47 315+ 0,3 280+03 | 1,1 |27,10

Vysledky méreni.

14
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Diskuse

Srovnanim hodnot v tabulce vysledkti méfeni mtzeme ucinit zavér, ze stfedni hodnoty
zjisténych thlovych vzdalenosti mezi urcitou dvojici hvézd s ohledem na chybu méfeni jsou
pomérné dobfe blizké, tedy muzeme konstatovat, ze zdénlivd zména velikosti souhvézdi (uvéa-
zime-li, ze napf. pramér Mésice vidime pod thlem asi 0,5°) je skuteéné klamem, coz jsme
experimentalné ovérili s chybou méfreni mensi, nez je napft. thlovy pramér Mésice. Domnélé
zmenseni velikosti hvézdnych obrazcti vysoko nad obzorem nez pii pozici tésné nad obzorem
muzeme vysvétlit jako psychologicky efekt. Obrazce nizko nad obzorem mame moznost srov-
navat s pozemskymi objekty (domy, paneldky), vuci nimz se souhvézdi zdaji pomérné velka,
zatimco ve vétsi vysce nad obzorem moznost srovnavat nemame a nabyvame dojmu, ze sou-
hvézdi jsou mensi v ramci rozlehlé nebeské klenby.

Meéreni je zatizeno relativni chybou kolem 1 %. Pres pouziti primitivnich pomticek se poda-
filo chybu méfeni snizit, a to zejména uzitim statistického zpracovani, volbou vhodnych hvézd
(tj. dostatecné vzdalenych) i parametru pomucek (I). Vyslednd absolutni chyba je mensi nez
maximalni mozna velikost atmosférické refrakce. Refrakci se vSak nepodarilo primo potvrdit,
jelikoz nebylo mozné mérit hvézdy tésné nad obzorem kviili oparu a pro realné vysky je velikost
refrakce mensi nez vysledna absolutni chyba méteni. Dokonce stfedni hodnoty jsou vychyleny
v opa¢ném smyslu, nez bychom cekali (ihlova vzdalenost v dusledku diferencialni refrakce je
nejmensi tésné pii obzoru a pro vétsi vysky nad obzorem roste). Toto odchyleni lze zduvod-
nit ndhodnou chybou pfi méreni cili statistikou. S ohledem na vyslednou chybu nemutzeme
z méfeni vyvozovat zadné zavéry ohledné potvrzeni refrakce, nanejvys muizeme odhadnout
jeji maximalni velikost na 0,3°, coz souhlasi s realitou. Srovnéanim experimentalnich hodnot
s teoretickymi objevujeme, Ze méfeni je zatiZzeno systematickou chybou (méfené thlové vzda-
lenosti vychézeji vétsi nez teoretické), coz lze zduvodnit okolnosti, Ze jsme se okem nedivali
presné z vrcholu (blizsiho konce) Jakobovy hole. V tomto méfeni vsak systematickd chyba neni
podstatna, jestlize jsme mérili stale stejnym zptisobem!

Zaver

Prohlasime-li za okem postfehnutelny rozdil ve velikostech obrazcti souhvézdi, jenz je mini-

maéalné srovnatelny s thlovym primérem Mésice, pak se ndm podafilo s relativni chybou asi 1 %,

resp. s absolutni chybou pod 0,3° ovérit, ze thlova vzdalenost mezi hvézdami se neméni (vice
nez uvedend chyba méfeni) a popisované zdani je skute¢né psychologicky klam.

Poznamky k doslym resenim

Vsichni, ktefi si vyzkouseli méfeni v tak nehostinné zimé, si zasluhuji mé uznani a lepsi
bodové ohodnoceni. Nékteri llohu pojali jako primé ovéreni atmosférické refrakce a v teorii se
zabyvali jeji velikosti. I takovato reseni s prirozenym usilim dosdhnout co nejvyssi presnosti
jsme nélezité ocenili. Nejrafinovanéjsi metody vyuzivaly digitalni fotoaparat (Lukds Stritesky,
Tomds Bedndrik) a srovnavani velikosti napt. Mésice odecitané v pixelech; skuteéné jiz pouhym
okem miizeme postiehnout, ze Slunce nebo Mésic je tésné pti obzoru zdeformované a pripomina
zplostély bochnik. K potvrzeni refrakce by byly v nasich moznostech vhodnéjsi nepfimé metody,
napt. métfeni doby vyskytu Slunce nad obzorem v den rovnodennosti apod.

K pfimé metodé méfeni thlovych vzdalenosti si mnozi vyrobili nejriznéjsi pomucky (deska,
¢i dokonce dlouha hokejka pro zapichovani Spendlikti, hrebikd apod., které se kryly s pozo-
rovanymi hvézdami), ptip. dal$i rozmanité realizace Jakobovy hole. Nejzavaznéj$imi chybami
byl vypocet teoretické tthlové vzdalenosti s pouzitim Pythagorovy véty pro rozdily v tthlovych
souradnicich jakozto délky odvésen. Nastésti dotycni resitelé verili vice svym experimentalnim
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hodnotam. Zdtraznuji, ze zavér konstatujici experimentalni ovéreni néceho musi udavat rovnéz

chybu méfeni, jinak takové tvrzeni neméa dobry smysl.

Pavel Brom
paja@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .S ... étvrty dil (5 bodii; primeér 4,09; vesilo 11 studentii)

a) Jakou tepelnou kapacitu plynu slozeného z tfiatomovych molekul s atomy usporadanymi

do vrcholii trojuhelniku predpovida klasicka fyzika? Na jakou hodnotu tato kapacita po-
klesne pri snizeni teploty na 100 K?

b) Zjistéte chovani vyrazu pro vnitini energii krystalu a energetické spektrum zareni ¢erného

télesa pro malé teploty. Odvodte dale tzv. Wienuv posunovaci zakon. Ten fika, ze frek-
vence wy,, pro niz ma zavislost intenzity zareni Cerného télesa na teploté maximum, je
primo umeérna teplote.

c) Vypracujte lepsi teorii tepelné kapacity krystalu, aby uvazovala kolektivni kmity atomui.

a)

16

Pripadné integraly nemusite pocitat.
Napovéda. Uvédomte si, ze se krystalem $ifi zvukové viny (jak pri¢né, tak podélné, a to riz-
nymi rychlostmi). Po¢et modu nemiize byt vétsi, nez je pocet stuprnu volnosti 3N krystalu
(N je pocet castic).

Zadal autor seridlu Matous Ringel.

P1i feseni budeme postupovat naprosto stejné jako v seridlu. Vime, ze na kazdy kineticky
stupenn volnosti jedné molekuly pripada stfedni kinetickd energie kT'/2, a z viridlového
teorému je nam také znamo, Ze na kazdou harmonickou interakci mezi dvéma casticemi
pripada stfedni potencialni energie k7T'/2.

Nasi triatomovou molekulu si mizeme predstavit tak, jako to uka-
zuje obrazek 13; pruziny znamenaji harmonickou interakci mezi cas-
ticemi. Pruziny jsou tfi, proto je stfedni potencialni energie molekuly
rovna 3kT'/2.

Sttedni kinetickou energii molekuly miizeme urcit velice snadno.
Jelikoz pracujeme se tfemi atomy a kazdy se muze hybat ve tiech smé-
rech, mame dohromady devét stupni volnosti. Proto stredni kineticka
energie molekuly bude 9%57/2. Pocet stupmiii volnosti jsme mohli uréit i ponékud jinym
zpusobem, a sice rozlozit si pohyb molekuly na jisté elementarni pohyby. Jednim z nich

Vv

Obr. 13

svislé osy a dvou os prochazejicich vzdy jednou molekulou a stfedem protéjsi strany (tii
stupné volnosti); nakonec jsou to t¥i kmitavé pohyby, podminéné pruzinami. Celkem rovnéz
dostavame deveét kinetickych stupni volnosti.

Jelikoz se v jednom molu plynu nachazi Na molekul, molarni tepelna kapacita plynu
je rovna

c=Na-(2+2)kT =6RT.

Pokud plyn ochladime na teplotu 100 K, ,,zamrznou“ vibrac¢ni stupné volnosti molekuly;
tuhost pruzin klesa k nule. Tepelna kapacita se zmensi pravé o prispévek potencialni a ki-
netické energie kmitud, tedy o 3k7/2 + 3kT /2 na molekulu. Nova mérna tepelna kapacita
proto bude rovna

c100k = Na - ng = 3RT.
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b) Nyni se podivame, jak se chovaji inkriminované v seridlu odvozené vzorce pro nizké teploty.
Nejprve prozkouméame zavislost tepelné kapacity krystalu

h*w?  exp (hw/kT)

kT? (exp (hw/kT) —1)%

Pfi malych teplotach je pomér hiw/kT velice velky. Ve jmenovateli tedy muzeme s klidnym

svédomim zanedbat jednicku, ¢imz dostaneme

c=R

2 2

kT?
Einsteiniiv model tesi zasadni rozpor s tretim termodynamickym zadkonem — tepelné ka-
pacita jde se snizujici se teplotou k nule. Pfredpovézeny pokles je v zasadé exponencialni.
Experimentalné pozorovana zavislost ovsem klesa k nule mnohem pomaleji, a to jako T°.
Situaci ponékud napravime v dalsi poduloze.
Pro spektralni hustotu energie zareni cerného télesa jsme v seridlu odvodili vztah

1 hw?
n2cd exp(hw/kT) —1°
Malé teploty odpovidaji velkym (3. Stejné jako v predchozim odstavci lze zanedbat jednicku
ve jmenovateli oproti exponenciale, ¢imz ziskame

B
T2c3

c~ R

exp (—hw/kT) .

u(w) =V

u(w) =V

exp(—hw/kT) .

Opét jsme dosli k témér exponencialni zavislosti na frekvenci. V tomto pripadé je vsak
tento zavér v naprostém souhlasu s experimentem.

Dalsim tkolem bylo najit maximum spektralni hustoty energie, respektive urcit jeho
zavislost na teploté. To provedeme snadnym derivovanim vzorce pro u(w). Nejprve si vSak
pro prehlednost ozna¢ime x = hw/kT. Podminka nulové derivace zni

o d 1 hw® d 2°
 dwmn2c3 exp(w/kT) -1 drer —1’
kde jsme vynechali vSechny na frekvenci nezavislé faktory. Vypocitame posledni derivaci

0 322 _ x3e”
e* —1 (e* —1)27

0

¢ili
3(e” —1) =uxze”.
Posledni rovnice m4 jisté feseni x*, jez nejde urcit analyticky® (pro zajimavost z* ~ 2,82).
My jej vSak ani znat nemusime. Spokojime se s faktem, Ze v maximu plati z = x*, ¢ili
kT k

=r — ~282—--T.
w=z"— 825

%) Nicméné jde odhadnout analyticky. Rovnici pfepi§eme na tvar 1—e™® = x /3 a exponencialu

rozlozime do Taylorovy fady e = 1+ + 2%/2 + 23/6 4 ... To znamena = — 2%/2 + 23 /6 +

. = x/3, tedy 2/3 = /2 — 2%/6 + ... Zanedbame-li ¢len s druhou mocninou, dostaneme
odhad z* ~ 4/3 ~ 1,33. Ponechdme-li jej a vezmeme-li kladny kofen piislusné kvadratické
rovnice, nas odhad bude z* ~ 3,56. Po chvilce pfemysleni o zanedbanych ¢lenech si snadno
uvédomite, ze tyto dvé hodnoty omezuji z* shora i zdola.

17
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c)

18

Odvodili jsme Wientiv posunovaci zakon.

Nasim poslednim tukolem je vylepsit teorii tepelné kapacity krystalu. Jak jsme jiz naznacili
v serialu i v zadani ulohy, hlavnim problémem Einsteinova modelu je predpoklad, ze kazdy
atom kmita nezavisle na vSech ostatnich. Predstavme si naptiklad dveé sprazena kyvadla
(jakozto model krystalu o dvou atomech). ZkuSenost dokonce jiz s timto trividlnim modelem
nas uci, ze neni vhodné uvazovat kmity obou kyvadel samostatné, nybrz uvazovat kmity
coby superpozici dvou normdlnich kmit (jeden z nich odpovida situaci, kdy se kyvadla
kyvaji ve fazi, a druhy v protifazi).

Potrebovali bychom tedy zjistit, jakého druhu jsou kolektivni kmity v krystalu. Napo-
véda nas nasmérovala na zvukové viny. Predstavme si napriklad stojatou zvukovou vinu
v krystalu. Kazda takova vlna o urcité frekvenci odpovida vpravdé kolektivnim kmitiam,
nebot staci znat pohyb jediného atomu, abychom mohli uréit pohyb vsech ostatnich. Takovéa
stojata vina ovSsem nemitze byt libovolna, nybrz plati pro ni znaméa kvantovaci podminka,
totiz ze do rozméru krystalu se musi vejit cely pocet pilvin. Skutecné kmity pak odpovidaji
superpozici jednotlivych stojatych vin (modi).

Zavér zni: Misto individudlnich kmitt uvazuj jednotlivé mody zvukovych vin. Odted
jsme v presné stejné situaci jako pri odvozovani hustoty zareni cerného télesa. Muizeme
jej doslova zopakovat, pouze musime vhodné zaménit rychlost svétla (elektromagnetickych
vin) za rychlost zvukovych vin.

Pokud si osvézime zminény postup, snadno pozname, ze vhodnym mistem k nahrazeni c
totiz jak pricné vlny, sirici se rychlosti v, se dvéma moznymi polarizacemi, tak podélné
viny s jednou polarizaci a rychlosti v||. Kazdé z téchto vinéni prispéje prislusnym zpiisobem
do celkové hustoty stavi. Spravna hustota stavii bude proto dana vztahem

2
g(B)dE =V E dE<2 +i> |

2n2n’ \ v} v

Porovnejme tento vzorec s hustotou stavi pro svétlo. Snadno nahlédneme, zZe nase g(F)
ziskdme zaménou

- — - —- = —,
c3 v3 vﬁ v3

kde jsme definovali jakousi efektivni rychlost Sifeni vln v (jez odpovidd tfem modim —
dva pri¢né a jeden podélny). Az na jeden dale diskutovany drobny detail stac¢i ve vsech
formulich pro zareni cerného télesa provést tuto zameénu a ziskame tim odpovidajici vzorec
pro kmity atomt v krystalu.

Onen drobny detail spoc¢iva v otazce celkového poc¢tu modt. Tento pocet neni pro elek-
tromagnetické zareni v krabici nijak omezeny. Ovsem celkovy pocet modu v krystalu bude
jisté omezen poctem stupnu volnosti atomt v uzlech krystalové mrize. Kazdy atom se miize
pohybovat ve tfech smérech (m4 tfi stupné volnosti), krystal jako celek mé tedy 3N stupnu
volnosti. Podet vybuzenych modt musi byt (alespon piiblizné) roven tomuto ¢&islu. Re$enim
je neuvazovat mody s frekvenci vétsi nez néjaka urcita frekvence wp (Debyeova frekvence).
Ta je dana rovnosti celkového poctu modi a 3N

wp wp 2 3
3N :/ 9(w) dw :/ VW™ g = 3V @b
0 0

21293 o2n2p3 3 7
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1/3
wp = 2TV (@) )
4T

kde jsme zavedli hustotu atomi o = N/V. Nyni bychom naptiklad mohli vypocéitat vnitini
energii, a to jako

wp 3VH [P w? dw T\ (/7 2°da
/o ww) dw 2m 293 /0 exp (hw/kT) — 1 ! <TD> /0 e —1°

kde jsme zavedli tzv. Debeyeovu teplotu Tp, splnujici hwp = k1p.

Snadno prozkouméame limitni vlastnosti tohoto vyrazu. Pro velké teploty je horni mez in-
tegralu velice mala, hlavni prispévek k integralu pochazi od malych x. Tehdy mizeme misto
exponencialy napsat prvni dva ¢leny Taylorova rozvoje a odhadnout integral jako [ z?de =
= (Tp/T)?/3. Potom E ~ 3NET a molarni tepelna kapacita je ¢ = dE/dT = 3NakT =
= 3RT, coz identifikujeme jako Dulongtv-Petitiv zakon. Pro malé teploty je naopak horni
mez integralu velmi velka. Integrand exponencialné klesa, takze hlavni prispévek k inte-
gralu pochazi z oblasti nevelkych z. Integral je proto témeér nezavisly na teploté. Zavislost
energie na teploté bude tedy dana pouze piedintegralnim faktorem, a to jako E ~ T*.
Tepelna kapacita je derivaci energie, proto ¢ ~ T° zcela ve shodé s experimentem.

odkud

Matous Ringel
matous@fykos.mff.cuni.cz

Serial na pokracovani

Kapitola 6: Posledni dil

Posledni dil seridlu zasvétime diskusi rtiznych modeltit magnetismu latek. Tuto problematiku
jsme zvolili proto, Ze je relativné nazorna a také pomérné nenarocnd na predbézné znalosti
¢tenare; navic patii k jakémusi fyzikalnimu folkloru, se kterym se c¢tenar stejné jednou bude
muset seznamit.

Jak je vSem, kdo cetli treti dil seridlu, dobfe znamo, rizné latky po vlozeni do magnetic-
kého pole reaguji rtizné. V zminéném tretim dilu jsme vypracovali jednoduchou teorii para-
magnetismu. Uvazovali jsme pouze interakce ¢astic s vné€jSim magnetickym polem a nikoliv
mezi sebou. Zesilovani magnetického pole jsme pak pripsali na vrub snaze spinii orientovat se
ve smeéru pole.

Je nam vsak jasné, ze interakci mezi sousednimi spiny neni vzdy mozné jen tak zanedbat.
Podivame se, jaky vliv ma interakce mezi Casticemi na chovani latky. Interakce mezi spiny
v krystalech méa obycejné jednoduchy tvar. Bud se snazi sousedni spiny otacet tak, aby miftily
ve stejném sméru, nebo naopak. Dale se omezime pouze na prvnim pripad, jehoz teorie je
jednodussi.

Pokroc¢ime kvalitativnim rozborem situace. Predstavme si spiny ve vrcholech krystalové
miizky snazici se nato¢it stejnym smérem (jako napf. v zeleze) pfi nevelké teploté. Tuto miizku
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vlozime do velice slabého magnetického pole (krystal se vzdy nachazi v néjakém magnetickém
poli, nap¥. v poli Zemé). Pokud teplota neni ptili§ velkd, vétSina spint bude orientovana v jed-
nom jistém sméru, urceném slabym magnetickym polem. Bez tohoto pole by nebylo zcela jasné,
kterym smérem se spiny natoc¢i. Vétsina spind mificich stejnym smérem znamena nenulovou
makroskopickou magnetizaci. Pti zvétsovani teploty se vSak tepelny pohyb bude snazit uspo-
radani rozbit; magnetizace krystalu bude klesat s teplotou k nule, jiz dosdhne pri teploté Tc¢
(Curieova teplota). Nad touto teplotou tepelny pohyb zcela rozbije usporadéni a ferromagnet
se chova jako paramagnet.

Mizeme se ptat, proc ne kazdé zelezo, které najdeme kolem sebe, je namagnetované. Ve sku-
tecnosti totiz je. Ve vétsim kusu zeleza se totiz vytvori malé ostravky spinti miricich v zasadé
stejnym smérem (tzv. domény); ty je mozno vidét pod mikroskopem. Pokud je vnéjsi pole
dostatecné slabé, domény jsou orientovany v ndhodnych smeérech a celkovd magnetizace je
blizka nule. Jakmile se vnéjsi pole zvysi, domény se snazi orientovat se v jeho sméru jako celek
a celkova magnetizace krystalu se stava nenulovou. Domény spolu slozitym zpiisobem intera-
guji a vyvoj celého kusu zZeleza je jesté déale komplikovan svou zavislosti na historii (zptisobu
pripravy) — hysterezi.

Nase ambice vsak nedosahuji takovych vysin. My budeme uvazovat mnohem jednodussi
situaci, tzv. Isingiv model. Spiny s; (o¢islované pfirozenymi ¢isly) rozmistime do vrchola
d-rozmérné pravothlé miize, jejiz kazda strana obsahuje N spint; na m¥izi je tedy celkem N¢
spind. Spintim dovolime nabyvat hodnot +1 a —1. Jesté musime kazdé konfiguraci spint pfi-
psat urcitou energii. Pokud je vnéjsi magnetické pole rovno B, energii konkrétni konfigurace
Isingova modelu definujeme jako®

E=—-J5> si-s;— B> si,
(i,5) i
pricemz J je néjaky kladny parametr. Zde se prvni suma bere pres vSechny dvojice nejblizsich
sousedu (takovych, mezi kterymi na mftizi vede pticka). V druhé sumé séitdme pres vSechny
vrcholy mrize. Pro ilustraci jsme do obrazku 14 zakreslili energii jedné dvojice spini v zavislosti
na jejich vzajemné orientaci a na orientaci vié¢i vnéjsimu magnetickému poli (jeho smér urcuje
dlouha sipka).

Vo Vo Py ro

E: —J+2B J J _j—op |B

Obr. 14

Nyni prijde smutna zprava pro vsechny, kdoz se tésili na vyreseni dalsiho problému. Exaktni
fesSeni (tj. vzorec pro parti¢ni sumu) tohoto problému neni kromé jednodimenzionalni miize
a dvoudimenzionalniho pripadu s nulovym magnetickym polem znamo.

Vénujme se dale pribliznému reSeni Isingova modelu. Cela slozitost problému spociva v na-
sledujicim. Kdyby v energii nevystupovaly souciny sousednich spini, situace by byla velice
jednoduché — parti¢ni suma by byla souéinem parti¢nich sum kazdého spinu zvlast

= Se408 00 = ST ST 5 6 = (e )

i s;==+1

% Pro jednoduchost pouzivame takové jednotky, ve kterych je magneticky moment spinu
roven jedné. V takovych jednotkach je B odlisné od pole v néjakych normalnich jednotkach
o konstantni faktor.
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V takovém pripadé se kazdy spin chova v podstaté nezavisle na ostatnich. Magnetizace mrize
pak bude sou¢tem hodnot M = > (s;). Jelikoz se energie neméni pfi posunuti celé mfiize,
vSechny stfedni hodnoty (s;) jsou stejné; definujeme pramérnou magnetizaci na jeden spin
vztahem m = (s;), pak bude M = Nm. Stfedni hodnotu spinu pro tento jednoduchy pfipad
jsme vlastné vypoditali jiz v tfetim dile seridlu. Tam jsme dostali (pokud ve smyslu poznadmky
pod ¢arou 6 polozime p = 1)

eBB — e_ﬂB

m = (s;) =
Klicova otazka zni, jak zapocitat interakci mezi sousednimi spiny. Nabizeji se rizné moz-
nosti. Jednim reSenim je nahradit kazdy fluktuujici sousedni spin svoji stfedni hodnotou.

E=—-J> s-s;,—B>Y si — —=J> si-(sj)—B> s;.
(4,9) @ (4,9) ?

Efektivné to vede ke vzniku dodatecného magnetického pole B; = gqJm, kde q je pocet nej-

blizgich sousedt kazdého spinu.” Vyraz pro E piejde do tvaru

E=—-J> si-rm—B) si=—(Jgm+ B)> si=—(B1+ B)>_si.

(4,5) i i i
Ovsem pro takovou energii zname jak parti¢ni sumu, tak magnetizaci. Dosazenim do prislus-
ného vzorce dostavame rovnici

m = (s;) = tghB(B1 + B) = tgh 5(Jgm + B).

Takovym rovnicim se fika selfkonzistentni rovnice. Vyznam tohoto slova pochopime snadno,
pokud uvazime, jak se objevilo m na levé a jak na pravé strané rovnice. Napravo jsme predpokla-
dali, ze stredni magnetizace je m, a z toho vypocitali magnetizaci, kterou takovy model pred-
povida. Aby byl nas postup konzistentni, musime timto vypoctem dostat stejnou hodnotu m
magnetizace, jakou jsme vlozili do vypoctu pravé strany. To vsSak jisté neptijde pro libovolnou
hodnotu m. Naopak, plijde to pouze pro zcela urcité hodnoty m. Jinymi slovy, odvozenou
rovnici primo pouzijeme k urceni téch m, pro .
které vypocet dava smysl; musime nalézt jeji 4B
kofeny. 11

Necekejme vsak, Ze se nam pro né podari
dostat néjaky vzorecek. Opét jsme nuceni po-
uzit néjaké priblizné metody. Pokusime se onu
rovnici vytesit graficky, a to pro pripad nulo-
vého pole B; kazdy pak snadno provede tutéz
uvahu i pro nenulové B. Do grafu vyneseme
kiivku odpovidajici pravé strané a ktivku od-
povidajici levé strané. Je lepsi pracovat misto
s proménnou m s proménnou x = Jgmp. Re-
Send rovnice ma v této proménné tvar

tghx

0,5x r 3x
— =tghx.
Jqf s Obr. 15

T

") Na &tvercové miizi ve 2D q = 4, na ptimce v 1D ¢ = 2, na kubické mrizi v 3D ¢ =6, ...
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Smeérnice teény funkce tghx v x = 0 je 1. Z grafu okamzité vidime, ze nenulova feseni
existuji pouze tehdy, pokud 1/J¢8 < 1 (pak existuje prusec¢ik pfimky a tgh z); pokud existuji,
jsou dvé. Diky existenci slabounkého vnéjsiho pole, o némz jsme mluvili na zacatku tohoto
dilu, se z téchto dvou reSeni vybere to, jez ma v takovém poli mensi energii.

Podminku na existenci spontanni magnetizace miizeme prepsat do nézornéjsiho tvaru
kT < Jq. Nenulovd magnetizace pri nulovém vnéjSim magnetickém poli B tedy existuje pouze
pti dostatecné nizkych teplotach. Na pravé strané podminky stoji vlastné typicka energie
interakce mezi sousednimi spiny, na pravé strané zase typicka energie tepelnych fluktuaci.
Podminka se takto zméni v od zacatku ziejmy fakt, totiz ze usporadani je mozné, pouze po-
kud je usporadani liba energie vétsi nez usporadani rozbijejici energie. Teplota, pro niz prave
plati kTc = Jgq, se nazyva kritickd (Curieova) teplota; dochazi pfi ni k fazovému piechodu
druhého druhu mezi fazi neusporadanou a usporadanou.

Zatim jsme odvodili, kdy reSeni existuje a kolik jich je, nikoliv ale jak se chova napr.
v zavislosti na teploté. Pokusime se najit priblizny vzorec pro m pro teploty blizké kritické
teploté Tc. Na to pouzijeme znamy trik, a sice rozvineme tgh (5Jgm) do Taylorovy fady
kolem bodu 0. Ta ma tvar

tghe ~ o —2°/3+---.

Pro teploty T' < Tc a malé magnetizace m < 1 mame potom piibliZnou rovnici
m & BJgm — (BJqm)* /3 + -,

odkud
m?(B8Jq)* /3~ BJq—1.

Uvédomme si, ze magnetizace je mala, pouze pokud se teplota ptili§ nelisi od Tc (viz graf na
obr. 15). Proto pfedchozi rovnici pfepiSeme pomoci nové proménné ¢ = (Tc — T') /T, pfi¢emz
ve sledované oblasti plati € < 1. Pokud jesté polozime 3Jq ~ BcJq = 1, rovnice nabude tvaru

m%\/g(ﬁg]q—l)l/2:\/§81/2

Zavislost magnetizace na vzdalenosti od kritické teploty je mocninna. Mohli bychom vypocitat
chovani dalsich veli¢in v okoli T, napt. susceptibility x = limp_.o 9m/0B, ¢i najit zavislost
magnetizace m na vnéjsim magnetickém poli B pii kritické teploté T' = T¢ (pFesné). Tyto dva
vypoc¢ty jsme vybrali jako tlohy k tomuto dilu seridlu (krom jinych).

Jak jsme jiz podotkli, pti T' = T¢ nastava fazovy prechod mezi fazi usporddanou (T < Tc)
a neusporadanou (7" > T¢). Pokud studujeme chovani raznych veli¢in v raznych modelech,
které také vykazuji podobny druh fazového prechodu, témér vzdy nalezneme mocninnou zavis-
lost. Navic se ukazuje, Ze exponenty téchto zavislosti (kritické exponenty) nezavisi na konkrét-
nim modelu, nybrz pouze na poc¢tu rozmért mrize a na rozméru tzv. parametru usporadani.
To je néjaky parametr charakterizujici makroskopicky stav systému, jenz méa v neusporadané
fazi hodnotu 0 a v usporadané fazi néjakou nenulovou hodnotu. V nasem konkrétnim pripadé
je parametrem usporadani stfedni magnetizace m (s rozmérem 1). Pokud bychom vzali model,
jenz uvazuje spiny jakozto vektory ve tf¥irozmérném prostoru, parametrem usporadani by byla
také stfedni magnetizace, nyni vSak jsouci vektorem m (s rozmérem 3); tento model by mél
tedy odlisné kritické exponenty.

Jak je mozné, ze vSechny kritické exponenty zavisi na pouhych dvou celych c¢islech? Pre-
devsim je jasné, proC¢ nezavisi napt. na sile interakce; zména by vedla pouze k pronasobeni
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mocninné zavislosti néjakym faktorem. Proc¢ ale nezavisi na detailech interakce? Diivod je
velice hluboky a nas jednoduchy model jej viibec nevystihoval. Spiny se totiz v blizkosti kritic-
kého bodu viibec nechovaji nezavisle. Spiny jsou mezi sebou korelovany a vzdalenost, na které
se ovlivnuji (korela¢ni délka), jde pfi pfiblizovani ke kritickému bodu do nekonec¢na. Chovani
modelu tedy neurcuji interakce na kratkou vzdalenost, nybrz na dlouhou vzdalenost. Je jedno,
zda pri vypoctu energie uvazujeme jen nejblizsi sousedy ¢i dvé vrstvy nejblizsich sousedi apod.
Tyto interakce jen zprostredkovavaji korelaci mezi dalekymi spiny a detaily zprostredkovatelt
jsou nepodstatné; kazdy spin efektivné interaguje s obrovskym poctem jinych spint. Dosah
korelaci ovSem pfirozené zavisi na poétu rozméri prostoru; druh interakce je zase (nikoliv jiz
prirozené) vystiZzen rozmérem parametru usporadani.

Zcela prirozené nas jednoduchy model selze pii vypoctu kritickych exponentii. Sousedni
spiny jsou silné korelované, nemizeme proto nahradit sousedni spiny jejich stfedni hodno-
tou. Pokud by vsak sousedti bylo hodné (coz nastavd v prostoru s velkou dimenzi), byly by
v okoli kazdého spinu zastoupeny mnohé hodnoty s;. Primeérujeme velky soubor a ten do-
sti presné dava hodnotu m nezavisle na velikosti centralniho spinu. Nas model je tedy dobry
v limité ¢ — oo. Bohuzel, dvojka ¢i Sestka se rozhodné neda povazovat za oo.
chovani Isingova modelu (které v zajimavych pfipadech neni zndmo). Proto je uvedeme pouze
telegraficky pro rozsireni obzoru. Jedno mozné zobecnéni je povolit spiniim nabyvat vice hodnot
nez dvou (Pottsovy modely). Jiny ptistup je uvazovat spin s; jakozto klasicky vektor délky 1,
jenz se miize natacet do libovolného sméru. Energie urcité konfigurace je pak prirozené dana
vzorcem

E=-J Z Si-Sj—B-ZSi.
(i,5) i
Tomuto modelu se tika klasicky Heisenberguv model. Jak jiz bylo zminéno vysSe, jeho chovani
je v okoli kritické teploty podstatné odlisné od chovani Isingova modelu, a to pravé diky svému
vektorovému charakteru. Existuje i prirozené kvantové zobecnéni, kdy vektory s; nahradime
prislusnymi operatory spinu (kvantovy Heisenberguv model). Zndmy je rovnéz Hubbardiv model
(kvantovy), jenz popisuje magnetismus d-elektront v kovech, pfitom uvazuje i Coloumbickou
energii interagujicich elektront.

Jinym druhem zobecnéni Isingova modelu jsou modely uvazujici stejny obor hodnot spinu,
nicméné umoznujici i jiné interakce nez interakce pouhych nejblizsich sousedi. Sem spada
napr. Siroka trida gaussovskych modeli, v nichz je energie dana kvadratickou formou spint.
Mizeme uvazovat i interakce nekonec¢ného dosahu, coz ovSem neni pripad magnetismu; exis-
tujici vysledky jsou mimo to dosti zmatené.

Nakonec vznikd moznost pridat do modelu ndhodnost. A to bud prostfednictvim fluktuuji-
ciho vnéjsiho pole (tzv. random field Ising model), nebo pridanim primésovych atomi s uréitym
magnetickym momentem na miiz. Tyto atomy mizeme uvazovat bud jako pevné umisténé (kdy
do parti¢ni sumy tato ndhodnost neprispiva, streduje se az pri vypoctu termodynamickych ve-
li¢in), pfipadné nahodné se pohybujici (potom jejich rozmisténi musime zapocitat do partic¢ni
sumy); oba druhy ndhodnosti vedou k rtznému chovani. Velice zajimavym a dilezitym mo-
delem je model spinového skla. Spinové sklo je v podstaté Isingtiv model s ndhodnymi (ale
pevnymi) interakénimi energiemi J, riznymi pro rtzné dvojice spinti. Tyto interakéni ener-
gie mohou byt i zaporné, takze nékteré dvojice spini se snazi zarovnavat ve stejném sméru,
zatimco jiné proti sobé. Tyto odlisné snahy délaji chovani znac¢né chaotickym.
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Dvé aplikace Isingova modelu

Poté, co jsme naznacili tézkosti teorie magnetismu, neodpustime si uvést dalsi zajimavé
aplikace Isingova modelu. Jiz jsme naznacili, ze Isingiv model nevysvétluje ferromagnetismus
kvantitativné spravné. Pric¢ina lezi v zanedbani vektorovych vlastnosti spinu — spin se zde
uvazuje jako skalar. Existuje ale jiny prirodni jev, ktery je naopak popsan docela dobie. Je jim
prechod para-kapalina.

V V

Obr. 16 Obr. 17

Jak vime, elektricky neutralni atomy ¢i molekuly na sebe pusobi silami, jejichz parovy
potencial vypada v zasadé jako na obrazku 16. Mizeme se pokusit prenést situaci na mftiz,
abychom nemuseli uvazovat slozitosti spojené se spojitym prostorem. Potom do c¢tvereckt
miize dosadime cisla 0 a 1, pricemz nula odpovida prazdné buice a jednicka bunce obsazené
jednim atomem. Pokud zvolime rozmér mfize tak, aby vzdalenost stfedu dvou bunék (tj. sirka
buriky) odpovidala poloze minima potencidlu, mizeme spojity potencial nahradit pfibliznym
nespojitym (viz obr. 17), jenz zajisti, aby potencialni energie vSech dvojic atomt kromé nejbliz-
Sich sousedtl byla nulova a potencidlni energie nejblizsich sousedt byla —J, kde J je hloubka
potencialové jamy parového potencidlu. Energie urcité konfigurace atomu se pak bude rovnat
(obsazeni i-té buriky oznacime jako n;)

E = —J Z n; -nj.
(4,9)

Je evidentni, ze se tento model da prepsat na Isingiv model (v jinych proménnych). Kon-
krétni vypocet ponechavame za tlohu. V chovani je pak dobie vidét kondenzace a jde vypocitat
i kritickad teplota. V tomto pripadé vsak pojem kritické teploty zname i ze stredni skoly. Kri-
ticka teplota je teplota odpovidajici pravému konci kiivky koexistence pary a kapaliny (v dia-
gramu 7', P). Vzhledem k tomu, Ze parametrem uspotradani je zde hustota kondenzované faze
(skalar), jeho rozmér se shoduje s rozmérem magnetizace Isingova modelu a Isingtiv model
spravné predpovida kritické exponenty.

Jinym prikladem mize byt chovani tzv. binarnich slitin. Na m#iZzi mame atomy dvou typta A
a B. Pokud spolu sousedi dva atomy A, jejich energie je rovna E44. Podobné energie dvou
sousednich atomt typu B je Epp. Nakonec energie sousednich atomi AB je FEap. Zjistit
vlastnosti takového modelu davame rovnéz za domaéci ukol.
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Uloha VI.S ... posledni tiloha

a) Kvalitativné popiste, jak se chova tepelnd kapacita Isingova modelu s nulovym vnéjsim
magnetickym polem v okoli kritické teploty.

b) Podobnym postupem, jako jsme vypo¢itali chovani magnetizace m v okoli kritického bodu,
urcete chovani susceptibility x (limp—odm/9B) a zavislost magnetizace na magnetickém
poli pti kritické teploté.

c) Ukazte, ze model mfizového plynu vede ke kondenzaci a urcete kritickou teplotu.

d) Prozkoumejte model binarni slitiny.

Poradi resitelii
po V. sérii

Kategorie Ctvrtych roCnikii

jméno skola 1234PES IV % X
Student Pilny MFF UK 4 43 3 4 8 5 31 100 131

1. Marek Pechal G Lesni ¢tvrt, Zlin 4 5 3 3 5 4 7 31 97 127

2. Tomds Bedndrik Masarykovo G Vsetin 4 433 3 8 2 27 85 111

3. Libor Sachl G Terezy Novéakové Brno 3232 4 - 2 16 67 71

4. Lukads Stritesky Masarykovo G Vsetin 4 322 4 8 6 29 81 61
5.—6. Petra Mald G Moravsky Krumlov 2 - 02 2 3 - 9 64 58
Jan Vdria G Lesni ¢tvrt, Zlin 4531 - - - 13 70 58

7.—8. Martin Konecny G Boskovice - -3 1 - 3 7 67 57
Marek Scholz G F. Palackého, Neratovice -3 -3 - - - 6 76 57

9. Vojtéch Molda Masarykovo G Vsetin -330 2 - - 8 66 54
10. Roman Derco G dukl. hrdinov, Svidnik - - - - - = 0 74 48
11. Jenda Valdsek G Broumov 4 - - 2 - - — 6 76 44
12. Martin Kostejn G a SPgS Liberec - - - - - = = 0 60 39
13. Miroslav Hruby Biskupské G, Brno - - - - - - = 0 65 37
14. Ales Podolnik G Kapitana Jarose, Brno - - - = = - = 0 69 36
15. Petr Bezi Dvorak SPS Jihlava - - - - - - - 0o 71 29
16. Tomas Jirotka G J. Vrchlického, Klatovy - - - - - - = 0 69 27
17. Jan Bednar SPS Hronov 2 - - - - - - 2 70 26
18.—19. Zuzana Pobisovd G Tajovského, B. Bystrica - - - - - - - 0 65 24
Adam Prenosil G Sladkovského n. Praha 1 - - - - - - 1 59 24

20. Jiri Sperka GOA Blansko - - - - - - - 0o 75 21
21. Jan Mikulas G B. S. Timravy, Lucenec - - - = = - = 0 80 20
22. Rushil Goel - - - - - - = 0 76 16
23. Monika Josiekovd G Cesky Tésin - - - - - - = 0 60 12
24. Martin Slezdk G Vlasim - - - = = - = 0 63 10
25. Hana Vitova G Bystrice n. Pern. - - - - - - - 0 37 7
26.—27. Miroslav Jandcek G a SPgS Liberec - - - - - - = 0 50 6
Jakub Klener G J. Jungmanna, Litoméfice - - - = - - = 0 50 6
28.—29. Ondrej Bilka G Lesni ¢tvrt, Zlin - - - - - - - 0 33 4
Ladislav Stépdnek - - - - - - = 0 100 4

30. Darja Suchad G Kladno - - - - - - - 0 50 2
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Kategorie tretich rocniki

jméno skola 1234PES IV % X

Student Pilny MFF UK 4 4 33 4 8 5 31 100 131

1. Pawvel Motloch G P. Bezruce, Frydek-Mistek 31325 6 6 26 90 118

2. Jakub Benda G Jana Nerudy, Praha 412 3 3 5 4 22 77 97
3.—4. Tomds Bzdusek G Piestany 2432 4 1 3 19 64 81
Daniel Simsa G J. Jungmanna, Litoméfice 343 - 415 20 77 81

5. Martin Formanek G Uherské Hradisté 33112 - - 10 72 78
6.—7. Jan Jelinek G Konstantinova Praha 30113 1 2 11 57 70
Pavol Pseno G Ruzomberok 4 311 2 - 11 70 70

8. Peter Berta G Velké Kapusany 35312 - - 14 71 67

9. Lukds Malina G Ch. Dopplera, Praha 3 - -2 - 6 - 11 84 57

10. Radim Pechal SPSE Roznov p. R. 16 31 -3 - 14 63 51

11. Marek Kaleta G Terezy Novakové Brno 4 - 3 1 - - 8 68 49

12. Hana Jirkd G Terezy Novakové Brno 3431 - - - 11 64 48

13. Krystof Touska G J. Vrchlického, Klatovy 2431 - - - 10 62 44

14. Ondrej Bogdr G Ludovita Stura, Trenéin 3 - - -1 5 - 9 64 41

15. Marek Bukdcek G Havlickav Brod 3 -3 - - - 6 50 34

16. Jana Lochmanova G Chodovicka, Praha 1 - -1 - - - 2 38 26
17.—18. Jakub Prouza COP Hronov 3 -2 - - - - 5 51 24
Jana Przeczkovad G Komenského Havifov - - - - - - - 0 44 24

19. Martin Stys COP Hronov 2 -010 - - 3 38 23

20. Lukas Novotny G J. K. Tyla, Hradec Kralové - - - - 0O 86 18
21.—22. Frantisek Batysta G J. V. Jirsika, C. Budé&jovice - - - - - - - 0 100 17
Jaroslava Lavkova G Poprad - - - - - - - 0 68 17

23. Matéj Korvas G Jaroslava Seiferta, Praha - - - - - = = 0 48 14

24. Jakub Vodrnansky G Broumov - - - = = - = 0 50 12
25.—26. Martin Berka G Moravska Trebova 2 - - -1 - - 3 31 10
Jan Stransky G Dobruska - - - - = - = 0 45 10

27. Premysl Sramek G Dasicka, Pardubice - - - - - - - 0 89 8

28. Jdan Hreha G Liptovsky Hradok - - - - - - = 0 46 6
29.—30. Hana Lesdkovd G Konstantinova Praha - - - - - - = 0 50 4
Jakub Loucky G Pisek - - - - - - - 0 24 4

31.—32. Petr Dvordk G Makovského, N. Mésto n.M. - - - = - - = 0 50 2
Michal Pavelka G Strakonice - - - - - - = 0 50 2
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Kategorie druhych rocniki

jméno skola 1234PES IV % X

Student Pilny MFF UK 4 4 33 4 8 5 31 100 131

1. Jakub Michdlek G Jana Keplera, Praha 4 3 3 3 4 8 4 29 92 121

2. Lukas Vitovec PCG Karlovy Vary 321146 - 17 64 76

3. Lukds Drapal G Ch. Dopplera, Praha 24221 6 - 17 63 64

4. Viadimir Boza G D. Tatarku, Poprad 2 4 21 2 - 11 638 52

5. Zdenék Vais G Boskovice 223 -3 - - 10 78 51
6.—7. Juraj Hartman G Nachod 4 4 2 1 2 - — 13 77 47
Marek Necada G Jihlava 3 - - -5 4 - 12 76 47

8. Iva Kocourkovd G nam. TGM Zlin 431116 — 16 58 44

9. Dalimil Mazdc G Jana Keplera, Praha 3 3 -1 6 4 17 73 41

10. Helena Svobodova G Ch. Dopplera, Praha 2 - -2 3 - - 7 40 33

11. Lucie Pospisilovad G Matyase Lercha, Brno 1 - 11 - - 3 53 31

12. Tomas Talanda G Tisnov 1331 2 - - 10 55 28
13.-14. Jan Hermann G Cesky Krumlov - - - - - - 0 93 27
Petr Sedivy G Dasicka, Pardubice - - - - - - - 0 32 27

15. Katarina Rozvadskd G Ludovita Stura, Trenéin 2 — - = - - - 2 51 19

16. Jiri Sedlak G Boskovice - - =3 - - - 3 42 138

17. Zuzana Jungrovd G Blovice - -11 2 - - 4 39 12

18. Matej Bitnar COP Hronov - - - - - - 0 30 10

19. Jan Valdsek G Ch. Dopplera, Praha - - - - - - = 0 50 6

20. Petra Navrdtilova COP Hronov - - - - - - - 0 25 5
21.—-22. Jan Cervenka G Ostrava - Zabteh - - - - - - - 0 50 4
Michaela Kubinovd G Ostrava - Zabreh - - - - - - - 0 50 4

23.—25. Vliastimil Danicek COP Hronov - - - - - - = 0 25 3
Lucie Kadrmanovd G Jesenik - - - = - - = 0 33 3

Vojtéch Spuldk COP Hronov - - - - - - - 0 23 3

26. Martin Fliger COP Hronov - - - - - - = 0 0 0
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ro¢nik XIX

¢islo 6/7

Kategorie prvnich roCnikii

jméno skola 1 234PE Iv % X

Student Pilny MFF UK 4 4 3 3 4 8 31 100 131

1. Lukas Cimpl G Frenstat pod Radhostém 211131 9 36 37

2. Katarina Bazxovd G Ludovita Stara, Trenéin - - - - 6 6 59 33

3. Alzbéta Cernekovd G Ludovita Sttra, Trené¢in - - =11 - 2 50 26
4.-5. Richard Polma G Mlada Boleslav 23 - - - - 5 50 25
Peter Vanya G Ludovita Stuara, Trené¢in - —-21 1 - 4 37 25

6.—7. Jana Figulovd G Ludovita Sttra, Trenéin - - 1 1 - 2 56 15
Jan Sedek COP Hronov - -—-10 - 1 38 15

8. Dana Suchomelovd G Ludovita Stira, Tren¢in - - - = - - 0o 75 12
9.—10. Petr Motloch G P. Bezruce, Frydek-Mistek - - - - = - 0 63 10
Lukds Vrablic SPS Hradec Kralové - -01 - - 1 25 10

11.-12. Vojtéch Kaluza G P. Bezruce, Frydek-Mistek - - - - - - 0 100 4
Jan Mertlik COP Hronov - - =10 - 1 18 4

13.—16. Ondrej Chvostek G P. Bezruce, Frydek-Mistek - - = = — 0 38 3
Petr Kadéra G P. Bezruce, Frydek-Mistek - - - - = - 0o 75 3

Jakub Moskor G P. Bezruce, Frydek-Mistek - - - - - - 0o 75 3

Jiri Novdk COP Hronov - - - - = - 0 10 3

17. Ondrej Masngy G P. Bezruce, Frydek-Mistek - - - - - - 0 50 2

18. Martin Konecny - - - - = - 0 0 0

e-mail pro reSeni:

FYKOS

180 00 Praha 8

www: http://fykos.mfF.cuni.cz
fykos-solutions@mff.cuni.cz

e-mail: fykos@mfF.cuni.cz

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky
V Holesovickach 2

Fyzikalni korespondenc¢ni seminaf je organizovan studenty UK MFF. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ceskych matematikt a fyzikd.
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