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19. roénik, tloha II.S ... aparat statistické fyziky (5 bodi; primér 3,48; tesilo 7 stu-

dent,)

a) Jaky je vztah mezi poctem mikrostava 2(E) termostatu s energii < E a veli¢inou n(E)
(tj. po¢tem mikrostavii s energii v intervalu E + A) pro mald A?

b) Méjme systém N nezavislych harmonickych oscilatort, pfi¢emz energie kazdého oscildtoru
miize nabyvat hodnot nhw s n = 0,1,... (zanedbavdme energii nulovych kmitii). Jaky
bude mit tvar veli¢ina n(E) a B(E) pro velkd N a E7

¢) Najdéte stejné velic¢iny jako v pfedchozim piikladu pro systém N neinteragujicich volnych
elektronti uvéznénych na tsecce, (*) ve ctverci, (**) v krychli.

Ndpovéda. Pouzijte de Broglieho relace mezi hybnosti a vinovou délkou de Broglieho viny.
Na tsecku se musi vejit cely pocet pulvin. De Broglieho vlny ve c¢tverci si lze predstavit
coby soucin vin ve sméru osy ¢ a osy y, kvantovaci podminka je podobna jako pro usecku.

Zadal autor seridlu Matous Ringel.

a) Veli¢ina n(E) byla definovana jako podet mikrostavi termostatu s energii v intervalu E+ A,
kde A je malé v porovnani s energii F. Veli¢inu Q(E) jsme definovali coby po¢et mikrostavii
termostatu s energii < F. Pokud si toto uvédomime, nepodivime se nad rovnici

n(E) =QE+A) — Q(E — A).

Pokud je A dostate¢né malé, muzeme veli¢inu 2 priblizné vyjadrit pomoci diferencialu,
odkud ziskdme vztah

n(E) = (Q(E)+%~A) - <Q(E)+ %-(—A)) _ %-m.

b) Ulohu nejdiive vyfesime pro N = 2. Nejprve vypocitdme veli¢inu Q(F). JelikoZ energie
nabyva pouze celodiselnych hodnot, Q(E) se ziejmé zméni skokem vzdy, kdyz E dosédhne
celociselné hodnoty. Energie se musi rozdélit mezi dva oscilatory s energetickymi hladi-
nami fiwn. Pocet mikrostavi Q(F), kde E = hwn, se tedy bude rovnat poétu zpisobi,
kterymi lze ¢islo n rozdélit na soucet dvou celych éisel, n = n1 +ns. Do grafu si zndzornime
vSechny mozné dvojice (n1,n2) a nakreslime pfimku n = n; 4+ n2. Snadno si rozmyslime, ze
pripustné dvojice s energii < E budou lezet v ¢asti prvniho kvadrantu omezené zkonstruo-
vanou pfimkou (véetné bodi na pfimce lezicich). V tomto konkrétnim pfipadé je miizeme
snadno vypocitat pfimo.

Pro obecny pfipad vSak bude vhodnéjsi pouzit maly trik. VSimneme si, ze kazdy puntik

lze ztotoznit s jednim ctvereckem vzniklé Ctvercové
mftize. Plocha kazdého ¢tverecku je rovna jedné. Po-
Cet puntikid je proto roven plose vSech ¢tverecku pod
pfimkou a tésné nad ni. AvSak pii dostateéné vel-
kych n neudélame velkou chybu, pokud zanedbame
plochu ¢tvereckt lezicich v tésném okoli pfimky a za
celkovou plochu c¢tvereckti prohlasime plochu pod
pfimkou. To proto, Ze plocha pod pfimkou roste
jako n?, kderto plocha &tvereckdt v tésném okoli
pfimky roste pouze jako n a n/n2 — 0. Pro N =2
tedy dostavame vysledek

Q(E) = Q(hwn) ~ "7 A
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V obecném pripadé budeme analogicky pocitat N-rozmérny objem pod plochou ni +
n2+...+nny = n. Neni prili§ jasné, jak jej vypocitat. Nicméné nas zajimala pouze zavislost
na energii (tj. na n). Snadno si uvédomime obecnou charakteristiku objemu v k-rozmérném
prostoru. TotiZ Ze zvétsime-li téleso A krat, jeho objem se zvétsi A\¥ krat, coz miizete snadno
ovéfit pro 1D (délku usecky), 2D (plochu obrazce) i 3D (objem télesa). Podet rozdéleni
¢isla n je tedy pfiblizné G4mérny jeho N-té mocniné. Veliéina Q(E) proto musi splitovat
Gmeérnost

Q(E) = Q(hwn) ~n~ ~ EV .

Zajemci se mohou pokusit vypocéitat konstantu tmérnosti. S ni je pak vysledek roven
Q(hwn) = n™¥ /N,
Z predchoziho piikladu vime, ze veli¢ina n(E) je umérna derivaci Q(E), ¢ili

n(E)~EY"".

V serialu bylo definovéano 3(E) = dInn(E)/dE, takze plati S(E) = (N — 1)/E. Energii E
celého systému napisme ve tvaru ' = &N, kde € ma vyznam jakési stfedni energie jednoho
oscilatoru. Vztah pro 8 miZzeme prepsat do tvaru (E) = S(Ne) = 1/e. V tomto tvaru je
jasné vidét, ze B(F) zavisi pouze na pramérné energii jednoho oscilatoru a nikoliv na jejich
poctu.

Z odvozenych vztahi mizeme vypozorovat jeden zajimavy jev. Zkoumejme pocet mi-
krostavi s energii mezi £ a E — §. Z vySe uvedeného pro tento pocet dostavame vzorec
QE) - QE —6) ~ EN — (E — 6)". Ten pro velkd N upravime uzitim definice funkce e”
(e =limp—oo (1 + z/n)")

QE) - UE—-08)~EN —(E-6N =EV <1_<1_]38)N> %EN(l_e_a/g).

Tento vyraz je diky exponencidle podstatné odlisny od jednicky jen v oblasti s Sifkou ¢

fadové rovnou e. To znamena, Ze témér vSechny mikrostavy s energii < E maji energii

v okoli o Sifce zhruba stfedni energie £ jednoho oscildtoru, coz je pomérné prekvapivy

vysledek.
c¢) Jak je (by mélo byt) zndmo ze skoly, de Broglieho relace svazuji hybnost elektronu, resp.

energii elektronu s vinovou délkou, resp. frekvenci prislusné de Broglieho viny. Pro jedno-

rozmérny elektron uvéznény na tsecce maji tvar
ﬁ:FLk:p a hw=~FE.

A
Bohrova kvantovaci podminka pozaduje, aby na hranicich oblasti, ve které je elektron
uvéznény, byl uzel de Broglieho vlny. Na tsecku se proto mize umistit jen cely pocet
pulvln. Vinova délka proto musi byt rovna A = 2L/n, kde n > 0 je pocet ptlvin na tsecce
délky L. Pro pfipustné hybnosti dostavame p, = hn/2L. Klasicka energie volného elektronu
je rovna kinetické energii
o ﬁ B h2n2
" 2m o 8mL?’

Timto jsme vypocitali energetické spektrum elektronu uvéznéného na tsecce.

De Broglieho vlna elektronu na é&tverci o strané L je (jak bylo napovézeno) soucinem
vln ve sméru z a y. Kvantovaci podminka pozaduje nulovou amplitudu na stranach ¢tverce,
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vlna v pfislusném sméru musi mit tedy na hrané uzel. Proto pro hybnosti ve sméru = a y
piSeme

hng a _ hny

2L Pvny =91

Kinetické energie elektronu je rovna p?/2m = (p2 + pf}) /2m, takze energetické spektrum
bude

Pz,n, =

2

2 2
Enl,nu = 87mL2 (nr + ’I’Ly) .
Kdo vi, o ¢em jde fe¢, nebude prekvapen spektrem
h? 2 2 2
En_,,,ny,nz = 8mL2 (nx + ny + TLZ)

pro trojrozmérny elektron uvéznény v krychli o strané L.
Daéle budeme postupovat podobné jako v bodé b). Pro jednoduchost budeme uvazovat

jednorozmérny elektron. Energie N elektront popsanych kvantovymi ¢isly ni,...,nx bude
souctem energii jednotlivych elektront, tj.
h? h*k?
Ey (i +n3+-+nk) =

T 8ml2 T 8mlL2?’
Pocet mikrostavii Q(F) bude roven poctu N-tic pfirozenych &isel, jejichz soucet druhych
mocnin je < k2.

Pro N = 2 si nakreslime podobny diagram jako .,

v bodé b) (obr. 2). Do néj zndzornime Etvrtkruznici e o o o o o o o
n? +n3 = k2. Viechny piipustné kombinace (puntiky) e o .2 2 2
. v o P s ni+ns; =k
se nachézeji uvnitt ¢vtrtkruhu. Témeér kazdému opét . o e NG o o e
koresponduje jeden ¢tverecek o jednotkové plose, pocet . . S N
rozdéleni proto bude pfiblizné roven plose ¢tvrtkruhu, . e e o o N. .
2 s v
tedy wk*/4, a prislusné . e e e .
Q(E):ﬁk2/4:2ﬂmL2E s o o o o o o)\o
h2 R — k L] L] L] L] L] J
Pro obecné N bude pocéet mikrostavi 2(E) roven 1 e e 0 0 0 0
poé&tu N-tic &sel ni, ..., ny, splitujicich nerovnost n?+ T

...+ n% < k2. Tento pocet je pfiblizné roven objemu br. 2
N-rozmérné ,tvrtkoule* o poloméru k. Jiz v tloze b) jsme vyjasnili, ze O%Jein libovolného
N-rozmérného télesa je tmérny jeho charakteristickému rozméru na N-tou. Proto

QE) ~ kN ~ EN2.
V tomto pripadé jiz neni jednoduché vypocitat konstantu tumérnosti. Vypocitame jesté
veli¢inu n(E) ~ EN/271 a veli¢inu B(E) = (N/2 —1)/E.
Kazdy ted jisté snadno odvodi zavislost Q(E) pro 2D elektron (Q(E) ~ EN) i pro
3D elektron (Q(E) ~ E3N/2),

Matous Ringel
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