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Mili resitelé!

Novy (jubilejni dvacaty) roénik FYKOSu teprve zac¢ina a chtéli bychom dat prilezitost viem
studenttim jesté se zapojit do feseni naseho seminare. Chces se zamyslet nad fyzikalnimi
ulohami a problémy ¢&i té& likaji dvé tydenni soustiedéni a zajezd po Cesku, které
poradame pro uspésné resitele? Posli nam reseni alespon jedné tulohy druhé série!

Novym FeSitelim bychom chtéli vzkézat, at se nelekaji toho, ze v zadéani dloh se c¢asto
neobjevi ani jedind zadand veli¢ina, narozdil od stredoskolskych ucebnic, kde byvaji zadané
pravé vsechny potfebné hodnoty. V nasem seminari se vice chceme pfiblizit skutecné fyzice
a ne pouhému dosazovani do vzoreck.

Pokud je ve vasem okoli stale nékdo, koho fyzika bavi, ale o nasem seminafi nevi nebo
si mysli, ze FYKOS neni pro néj, nebot ho fesi jenom vitézové celostatniho kola olympiady,
vysvétlete mu prosim, ze to neni pravda.

Af uz uvazujes o studiu na Matematicko-fyzikalni fakulté Univerzity Karlovy nebo ne, pfijd
nas navstivit na Dnu otevienych dveri, ktery se kona v utery 28. listopadu (blizsi informace na
http://www.mff.cuni.cz/verejnost/dod/). Potkas se s organizatory i ucastniky FYKOSu.
Na misté bude k dostani rocenka 19. ro¢niku, ktera se prave tiskne.

Pripomenme na zavér nekolik organizacnich zalezitosti.

Reseni tloh 1. série s priibéznou vysledkovou listinou dostanete se zadanim 3. série béhem
prosince. Kazdému, kdo ndm posle sviij e-mail, budeme vzdy poté, co ndm od néj dojde te-
Seni, posilat kratkou zpravu, ve které potvrdime, zZe reseni skutecné doslo. Klasicka posta byva
nespolehliva a timto zpisobem predejdeme neprijemnym prekvapenim. Sva feSeni mizete sa-
moziejme celd posilat e-mailem na adresu fykos-solutions@mff.cuni.cz.

Aktudlni déni v seminafi sledujte na nasSich www strankach http://fykos.mff.cuni.cz.
Naleznete tam zadani a reSeni uloh, aktualni poradi, diskusni féorum a mnoho dalSich véci.

Prejeme plno napadi pri feseni tloh a s témi pilnymi z vas se tésime na vidénou na jarnim

soustiedéni. .
Honza Prachar

FYKOSI fyziklani

Na zavér druhé série pro vas mame jesté jednu
novinku. V tomto ro¢niku porddame prvni FYKOSi
fyziklani, coz je soutéZ urcend pro nejvyse péticlenna
druzstva studentt stfednich skol v fteSeni fyzikalnich \
prikladd s casovym limitem 3 hodiny. Pravidla soutéze ?) [{[@’
a jiné dilezité informace (datum a misto konéni, po-
zvanka s prihlaskou atd.) naleznete na nasich strankach
http://fykos.mff.cuni.cz. Predbézny termin konani
této soutéze je v poloviné prosince tohoto roku. Pokud
o soutéz mate zdjem, napiste ndm prosim na adresu
fykos@mff.cuni.cz.
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Zadani ll. serie

Termin odeslani: 4. prosince 2006

Uloha I1.1 ... Cerikova pila

Cetikova pila se nachazi na soutoku fek Vydry a Kiemelné na Sumavé. Pojmenovand je
podle obchodnika s dievem Cetika Bubenicka, ktery zde pilu v 19. stoleti postavil. Na jejim
misté nyni stoji vodni elektrarna, ktera je stale v provozu a patii mezi technické pamatky.

Vodni elektrarna vyuziva vyskovy rozdil hladin nad a pod turbinou 10 m, vykon elektrarny
je 96kW. Voda je na turbinu pfivadéna vantroky', které jsou Siroké 1m, a voda v nich saha
do vysky 1,5m. Pti pozorovani proudici vody jsme odhadli, Ze uprostred vantroki ma proud
vody rychlost 1 m-s~'. Odhadnéte, jaké je G¢innost elektrarny.

Uloha I1.2 ... drtivy dopad
Pokuste se najit libovolny vztah mezi rychlosti meteoroidu dané hmotnosti tésné pred
dopadem na povrch Zemé a polomérem vzniknuvsiho krateru.

Uloha I1.3 ... osvétleni stolu
Navrhnéte rozmisténi zarivek na stropé pracovny, ktery je ve vysce 3m nad deskou stolu
tak, aby intenzita osvétleni na ploSe stolu nekolisala vic nez o 0,1 %.

Uloha I1.4 ... jak je daleko Slunce?

Vratte se zpatky do 18. stoleti do doby, kdy jesté nebyla zndma konstanta v Newtonové
gravitacnim zakoné ani vzdalenost Zemé od Slunce ¢i jinych planet. V té dobé Edmond Halley
(astronom, ktery poznal, ze kometa pozorovanad v roce 1682 je stejna jako ta v letech 1456,
1531 a 1607) navrhl uré¢it vzdéalenost Slunce od Zemé proméfenim piechodu planety Venuse
pres slunec¢ni kotouc. Prechody Venuse se bohuzel odehravaji nepravidelné. Prichazeji v parech
po osmi letech, ale potom k nim nedochézi sto let i déle a za Halleyho zivota nedoslo k zddnému.

Myslenka nezapadla, doutnala, a kdyz se blizil dalsi prechod v roce 1761, védecky svét byl
ptipraven. Védci se vydali do sta mist na svété (mj. na Sibif, do Ciny, Jizni Afriky, Indonésie).
Byl to prvni védecky podnik v historii zalozeny na mezinarodni spolupraci.

Po navratu mérici se dospélo k zavéru, ze méreni prechodu bylo v podstaté nezdarem. Ironii
je, ze jednim z problémii byl piilis velky pocet pozorovani, ktera se casto ukéazala jako proti-
kladna. Uspésné méfeni Venusina pfechodu naopak uskuteénil kapitdn James Cook v roce 1769
z jednoho slunného vrchu na Tahiti. Po jeho navratu méli astronomové dostatek informaci, aby
vypocitali, ze primérna vzdalenost ze Zemé ke Slunci ¢ini zhruba 150 miliént kilometri.

Na vas je, abyste tak jako Edmond Halley vymysleli, jak lze z méreni prechodu Venuse
urcit vzdalenost Zemé od Slunce. Samoziejmé neznate jina nez tehdejsi data: polomér Zemé
a dobu obéhu Zemé a Venuse kolem Slunce z astronomickych pozorovani.

1 Vantroky jsou dfevénd stavba — koryto obdélnikového prifezu, kterym je privadéna voda
na mlynské kolo.
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Uloha I1.P ... tr'epani ¢ajem
Vysvétlete, pro¢ kdyz zatfepeme sypanym cajem v plechovce, zlistanou vétsi kousky listka
spise nahore nez dole. Reseni muizete obohatit vlastnim pozorovanim.

Uloha I1.E ... viny na vodé

Na zakladé rozmérové analyzy najdéte vztah pro rychlost vin na vodé. Teoreticky vztah
ovéite a najdéte neznamé konstanty z méreni rychlosti vin v zavislosti na jejich vinové délce.
Uvédomte si, ze existuji dva typy vln — jedny jsou zptisobené gravitaci Zemé a druhé povrcho-
vym napétim.

Serial na pokracovani

Kapitola 2: Matematicky aparat kvantové mechaniky

Drive nez se pustime do taji kvantového svéta, povime si néco o matematickych nastrojich,
jimiz kvantova mechanika disponuje. Tém, kterym toto povidani prijde jako mrhani casem, se
predem omlouvame, pristé budou jisté uspokojeni.

Vektory

Vektor si naivné mtizeme predstavit jako orientovanou Sipku. Pokud ji umistime do pocatku
souradnic, lze ji popsat pomoci tii cisel Vi, Vo a Vs, které zapisujeme do sloupce. Ty tento
vektor potom plné urcuji. Napft.

V=114
1

Jisté miizeme sestavit specialni vektory, které maji vzdy jen jedno z téchto tii ¢isel nenulové
(konkrétné jednotku), a oznacit je

1 0 0
e = 0 y € — 1 y es =
0 0 1

Neni pak problém rozlozit nas pivodni vektor V na soucet jednotkovych vektori, tj.

1 0 0
V=210]|+411|+1|0]| =2e +4ex+ e5.
0 1

Trojice vektori e;, e2 a es se nazyva bdze a do této baze lze rozlozit libovolny vektor, tedy
pro libovolné V
V=Vie + Vaex + Vses,

kde V1, V5 a V3 jsou komponenty tohoto vektoru v bazi tvorené e;, ez, es.
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Dalsim dilezitym pojmem je skalarni soucin. Naivné feceno urcuje, jak jsou si dva vektory
blizké. Pro dva vektory X a Y mame
Y1
X Y=(XX;X3)| Y | =XV1+X5Y+ X3Y5.
Ys

Co jsme tedy vlastné provedli za operaci? No nejdrive jsme vektor X otocili ze sloupce do
radku, komplexné ho sdruzili a poté jsme vynasobili prvni komponentu X s prvni komponentou
vektoru Y atd. A nakonec jsme to celé secetli. Vysledek skaldrniho soucinu je tedy komplexni
¢islo.

Kromé skalarniho soucinu definujeme také dyadicky soucin, ktery ze dvou vektoriu udéla
matici® podle vztahu

Y; YiXP X YiX:
Ve | (X7 X3 X)) = | eX? VaX3 YaX3
Y3 Y3XT Ys3X5 YsX3

Skalarni soucin dvou vektortt ma nékteré zajimavé vlastnosti. Pokud je skalarni soucin dvou
vektorti 0, potom jsou na sebe tyto vektory kolmé. Lze snadno ukézat, Ze toto plati pravé pro
trojici vektoru e, ez, es, tvori tedy tzv. ortogondlni bazi.

Pomoci skalarniho soucinu lze definovat pojem norma vektoru, coz je jen jiny vyraz pro
jeho velikost.

IVI=VV V= V2 +V2+ V2,

Pokud plati ||V|| = 1, mluvime o normovaném vektoru (resp. normovaném na jednotku). To
se bude casto hodit, proto neni od véci si na prikladu ukazat, jak z obecného vektoru udélat
normovany. Opét pouzijeme vektor V' z ivodu. Jeho norma potom je

IV = V22 +42+12 =21.

Normovany vektor dostaneme tak, ze komponenty toho pivodniho vydélime jeho normou, tj.
2

Va1 N
V=% |=—|14
V21
Pro tento vektor uz plati || V'|| = 1. Musime si uvédomit, Ze jsme sice zménili jeho velikost (a to

z v/21 na 1), nicméné jeho smér zustal nezménény. Neni tézké ukazat, ze pro dva normované
vektory plati A- B = cos @, kde ¢ je tihel, ktery spolu sviraji. Odtud také vidime, ze pro kolmé
vektory (¢ = m/2) mame skalarni sou¢in nulovy, pro rovnobézné (¢ = 0) naopak roven jedné.

Zatim jsme diskutovali jen 3-komponentové vektory (urcené tfemi ¢isly), nicméné vse, co
jsme tekli, plati pro vektory s libovolnym poctem komponent. Pokud bychom se pohybovali
pouze na plose, popsali bychom vektor pomoci dvou ¢isel atd. Obecné pro n-komponentovy

vektor potrebujeme pro urceni vektoru zadat n cisel, coz jsou komponenty v bazi e;, ez, ... e,.
Ay
Ay
A= )
Ap

2) Co je matice, se dozvite v zapéti.

4
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Vektory baze potom maji tvar

1 0 0

1 0

e = y € = . y y e, = .
0 0 1

Vsechny vlastnosti ukdzané pro pripad n = 3 plati obecné i tady.

Matice

Tak jako vektor byl pro nas sloupec obecné n cisel, tak matice bude pro nas c¢tvercova
tabulka n x n cisel. Napriklad

3
1
5

o N O

NN
VR
-
[
o |
~.
~_

Prvky obecné matice oznacujeme symboly a;;, kde ¢ a j oznacuji ¢islo fadku a sloupce daného
prvku. Pro prvni z matic je napt. ai1 = 3, a2z = 4. Obecna matice 3 X 3 ma tvar

ail  aiz2 Q13
A= | a21 a2 a3

a31 32 G33

a obdobné pro jiné rozméry. Stopou matice nazyvame soucet diagondalnich elementii a ozna-
¢ujeme ji symbolem Tr (z angl. trace), tj.

TrA= > ai=ai1+ax2+...+ ann.
i=1

Konkrétné u nasich dvou matic vyjde 12, resp. 1. Matici n X n vzdy mtzeme zapusobit na
n-rozmeérny vektor, a to tak, ze skalarné vynasobime prvni raddek matice s danym vektorem,
dostaneme cislo, poté druhy tadek s danym vektorem, atd. Vysledkem této operace je opét
vektor. Napr.

3 0 2 2 3:24+0-4+4+2-1 8
1 2 4 41 =11-2+2-444-1 | =| 14
5 0 7 1 5-24+0-447-1 17

Pro obecnou matici je
n
Yi= 2 ai; X,
j=1

kde X;, Y; jsou slozky vektoru pred, resp. po zaplisobeni matice a;;. To samé miizeme zapsat
symbolicky
Y=A-X.

Tak jako lze skalarné vynasobit dva vektory ¢i nasobit matici s vektorem, mtizeme definovat
i souc¢in dvou matic. Postup je zcela analogicky jako u souc¢inu matice s vektorem, jen druhou
matici si predstavime jako sadu sloupcovych vektort vedle sebe. Poté zaptisobime matici na
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kazdy vektor zvlast a vysledek zapiseme opét do vektori lezicich vedle sebe. Vysledek nésobeni
dvou matic je tedy opét matice. Ukazeme si to na prikladu

(52) (52~ D) (B)6)-
(o ) (GIEL)~(2)G)~ (2 5)

To je pouze pro nazornou predstavu. Obecné vzato, pokud nasobime dvé matice A a B s prvky
a;; a bij, predpis pro prvky c;; vysledné matice C' zni

n

Cij = Y Gikbr;j -
k=1

Pro danou matici® n x n existuje n specialnich vektori, které nazyvame vlastni vektory
matice A, pro které plati
A- X=X,

kde A; jsou tzv. vlastni ¢isla prislusejici dané matici A a vlastnim vektorim X; (pro kazdy
vektor jsou vlastni ¢isla obecné rtiznd), i = 1,...,n. Postup feSeni si ukdZeme na jednoduchém
pripadu matice 2 x 2. Hledame feseni rovnice

—1 2 I1 _ )\ X1 .
1 -1 T2 T2
Dostavame tedy soustavu dvou rovnic pro tfi neznamé

—x1 + 229 = Ax1 T1 — To2 = A\I3.

To je sice na prvni pohled divné, nicméné z rovnice je jasné, ze pokud fesi rovnici urcity
vektor X, bude ji fesit i jeho libovolny nasobek. Nicméné se jednd stale o tentyz vektor, jen
jinak nanormovany (m4 jinou délku). Tudiz komponenty samy o sobé tak dillezité nejsou,
zasadni je, jaky je mezi nimi vztah. Mizeme tedy klidné zvolit x1 = 1, dopocitat z2 a A a poté
nanormovat vysledny vektor, jak je potifeba (vétsinou na ¢islo 1). Dostaneme tedy dvé FeSeni:

V2

V2

1 1
X1:<1),)\1:\/§—1 x2:( 1),)\2:\/54—1
Normované vlastni vektory maji potom tvar?

(D) s (D)

Pro danou matici A miZeme najit tzv. transponovanou matici AT, pro jejiz komponenty
plati a}}- = a;; (prosté matici zrcadlové zobrazime podle diagonaly). Obdobné lze definovat

3) UvaZujeme pouze regularni matice, coz jsou matice s nenulovym determinantem.
4 Je jasné, Ze stejné dobré normované feseni jsou vektory vynasobené —1 nebo obecné ja-
kymkoliv fazovym faktorem e'”.

6
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komplexné sdruzenou matici A*, jejiz vSechny komponenty jsou komplexné sdruzené k ptvod-
nim. Uvedeme kratky priklad. Vyjdeme z matice

1 vt 0
A= -1 2 -2
1+2 0 3

a spocitame k ni matici transponovanou a komplexné sdruzenou.

1 -1 1+ 1 —i 0
AT =i 2 0 , A= -1 2 2
0 —2 3 1—72 0 3

Kromé toho se zavadi také tzv. hermitovsky sdruzend matice AT, ktera je jak transponovana,
tak komplexné sdruzena (a je samoziejmé jedno, v jakém pofadi to udélame). V nasem pripadé

dostaneme
1 -1 1—12

Al=ATYy "= = 2 0
0 2 3

Pokud je matice A shodnéa s néjakou svoji mutaci, fikdme o ni, ze je

e ortogonalni, pokud A = AT,
e redlna, pokud A = A",
e hermitovska, pokud A = A'.

Déle se k dané matici A d& vypodéitat tzv. inverzni® matice A~*, pro kterou plati AA™! =
= A7' A = 1. Postup vypoctu je ponékud zdlouhavéjsi, proto ho tu délat nebudeme, nicméné
lze najit v kazdé ucebnici linedrni algebry. Pokud je inverzni matice A~' shodnéa s matici
hermitovsky sdruzenou A~! = A", nazyvame matici A unitdrnd.

Hilbertiv prostor stavi

Pro dalsi vyklad zavedeme abstraktni oznaceni® pro vektory. Sloupcovy vektor X budeme
oznacovat jako |X), faddkovy vektor (ten u skaldrniho soucinu) jako (X|. Toto oznaceni bude
mit velké vyhody, které se zahy ukazou.

Hristé, na kterém budeme kvantovou mechaniku budovat, se nazyva Hilberttiv prostor. Je
to prostor vSech vektord | X) s tim, ze muzeme zavést skalarni soucin mezi dvéma vektory |A)
a |B). Rekneme, Ze prostor je n-dimenzionalni, pokud jeho baze ma n nezavislych vektort.
Oznacme je |k), kde k probiha od 1 do n a vektory jsou na sebe kolmé. Kolmost vektortu
béze |k) lze v této notaci jednoduse vyjadiit jako (k|m) = Spm.  Bézové vektory jsou piimym
analogem vektoru e;, obecny vektor [¢)) mizeme tedy do této baze rozlozit jako

n

) = > exlk) = er|l) + e2|2) + ... + caln)
k=1

5) Pfesnéji jde to jen pro tzv. regularni matice.
6) Toto znadeni se nazyva Diracova notace.
") Kroneckertiv symbol djk je 1 proj =k a0 pro j # k.
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kde ¢ jsou néjaka (obecné komplexni) ¢isla. Tyto vektory se oznacuji jako kety (¢i ket-vektory).
Obdobné lze zavést prostor vektortu (| s bazi (k|, kde rozklad do baze ma tvar

(= > ekl =ci(l] +c2(2[ + ...+ cu(n].
k=1
Tyto vektory se nazyvaji bra (¢i bra-vektory). Vétsinou se pracuje pouze s kety, protoze pro-
story obou typu vektorid jsou stejné, kazdému ketu |1)) odpovida néjaky bra (i|. Koeficienty
rozkladu do baze lze reprezentovat pomoci vektoru v klasickém smyslu, tj.

C1
C2

1Y) = : , (W =(ci 5 ... cp) .

Cn

Skalarni soucin vektoru | X) a |Y') potom zapisujeme ve tvaru (X|Y'). Po rozepsani vektoru | X)
a |Y) do baze a vyuziti kolmosti vektoru vyjde

|X>=k

(XIY)=XV1+XoYo+...+ X, Y, .

Fakticky tedy délame to, ze danému ketu |A) prifadime bra (A| a ,,pfibouchneme® ho zprava
na ket | B). Je to pfesny analog skalarniho souc¢inu dvou sloupcovych vektoru (kety), kdy jeden
z vektord oto¢ime na Fadku (bra), aby je bylo mozno vynéasobit. Je ziejmé, ze plati dulezity
vztah

Xilk), 1Y) = > Yilk),
- k=1

(AlB) = (B|A)",

tudiz obecné neni jedno, v jakém jsou poradi.
Ted by nas zajimalo, jak vypocitat koeficienty cj v rozkladu |¢) do baze |k). Pokud vztah
pro rozklad |¢) skalarné vynasobime s bazovym vektorem (j|, dostaneme

() =

k

ck(ilk) = >0 crdjn = ¢ .

n n

Jediny nenulovy ¢len v sumé je pro j = k, tedy skalarni soucin s (j| vybira z rozkladu pro [¢)
koeficient c;, napf. tedy c2 = (2|¢)). Pro normovany vektor plati (¢|¢) = 1, tj.

n
Sleil? = le? + e’ + o4 enl = 1,
j=1

coz je signéal pro to, ze c? souvisi s pravdépodobnosti vyskytu |j) ve vektoru |v).

Samoziejme neexistuje pouze jedna baze. Pro popis si mtzeme zvolit pro nas nejvyhodnéjsi
bazi. Ozna¢me prvni bazi jako |k) a druhou béazi |k}, kde k, k' = 1,...,n. Samoziejmé obé
baze volime tak, aby byly ortogonalni, coz znamena, ze bazové vektory jsou navzajem kolmé,
tj. (k|m) = Okm, (k'|m') = dxm/. Vektor |1b) lze potom rozlozit i do nové baze |k')

n

W) = 3= culk) = a1|l') + c2]2') + ... + culn).

k=1

Samoziejmé koeficienty ¢, jsou obecné rizné od koeficientii ¢, ackoliv rozkladame stejny vektor
|). Jak tyto koeficienty spolu souviseji, si povime za chvili.
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Operatory na Hilbertové prostoru
Dilezitym pojmem hojné uzivanym v kvantové mechanice je operdtor. Standardné jej zna-
¢ime ﬁ, H , atd. a pusobi na Hilbertové prostoru tak, ze zkratka méni jeden vektor ve druhy.
Napr.
AX) = hly),

kde |X) a |Y') jsou normované vektory a h je ¢islo.
Pro dany operator jsou vSak podstatné pouze vlastni vektory a vlastni cisla, ktera se po-
dobné jako u matic definuji jako R
AlXi) = Ml Xi),
kde \; je vlastni ¢islo prislusejici vlastnimu vektoru |X;), i = 1,...,m, pocet vlastnich vektoru
je m. Casto maji vlastni vektory a vlastni ¢isla stejné oznaceni jako operator

AlA;) = A Ay

Vlastni vektory jsou kolmé, tudiz plati (A;|A;) = J;;. Pokud pocet vlastnich vektora m je
stejny jako pocet vektoru baze n (¢ili dimenze prostoru)s, muzeme za bazi tohoto prostoru
zvolit pravé vlastni vektory |A;), coz bohaté vyuzijeme pozdéji.

Obecny operator vzdy nakonec vyjadiujeme v néjaké konkrétni bazi. Oznacéme |k) orto-
gonalni bazi v Hilbertové prostoru. Operator pak mizeme vyjadrit jako matici, kterda ma
komponenty”

Apm = (k|A|m),

kde k cisluje kromé prvka baze i ¢islo fadku a m cislo sloupce. Témér kazdy operator jde
takto vyjadrit pomoci matice, mluvime v tomto ptripadé o tzv. maticové reprezentact. Hledani
vlastnich cisel a vlastnich vektori operatort se tak vétsinou prevede na vypocty s maticemi.
Stejné jako u matic je soucin dvou operatori opét operator.

Zajimava je skutecnost, ze pokud udélame dyadicky soucin dvou libovolnych vektoru | X)
a |Y'), chova se vysledny objekt jako operator, tedy méni jeden vektor ve druhy, napf. zaptso-
benim na néjaky jiny vektor |i)) dostaneme

A=1X)Y] = Ajg) = |X)(Y|p) = alX),

kde a = (Y|1)) je né&jaké ¢islo. Vidime tedy, Ze ptuisobenim operatoru A se vektor |1) preménil
na vektor | X) vynasobeny ¢islem. Specidlnim pripadem takovéhoto operatoru je tzv. projekcni
operdtor, ktery libovolny vektor |¢) zobrazi do pfedem daného vektoru | X)

P=|X)(X| = Pl)=|X)(X[$)=a|X),

kde a = (X|¢) udava, jak moc jsou si vektory |¢) a |X) blizké. Pro a = 0 jsou oba vektory
kolmé, pro a =1 jsou identické.'® Takovéto projekéni operatory lze samoziejmé sestavit i pro
bazové vektory, Py = |k)(k|. Pak zaptusobenim na libovolny vektor |¢) dostaneme

Prlvy) = k) (kleb) = cxlk),

8) V pifstim dile uvidime, ze mize byt m < n.

9 Vysledek ,,oblozeni“ operatoru vektory dostaneme skutecné cislo, pokud zaptlisobi opera-
tor na vektor |m) dostaneme obecné néjaky jiny vektor a pak ho skaldrné vynasobime s (k|
a dostaneme Ccislo.

10) Za predpokladu, ze oba vektory jsou normované na jednotku.
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kde cx = (k|v) je zndmy koeficient z rozkladu |¢) do baze. Vidime tedy, Ze projekéni operator
nam z toho rozkladu vybral pfesné ¢len prislusejici svému bazovému vektoru |k). Zajimavy
pripad nastane, pokud vezmeme projekcéni operatory od vsech bazovych vektori a secteme je.
Zapusobenim na libovolny vektor potom dostaneme

n

3 PY) = 3 R)(k) = 3 exlk) = i)

k=1

Dostali jsme tedy opét ten samy vektor. Proto takovyto specidlni operator nazyvame operato-
rem tdentity a zapisujeme ho ve tvaru

Pomoci této uzitecné formule mizeme snadno ukéazat slibovany vztah, jak spolu souviseji
bazové vektory |k) a |k') a koeficienty ci a ¢}, rozkladu obecného vektoru |¢)) pravé do téchto
bézi. Zaptusobime identitou na vektor |k")

1) + hog

2Y+ ...+ hnw

n,

k) =T|&") = 32 [k)(k[K') = 3= hawlk) = haw
k=1 k=1
kde hirr = (k|k'). Pro koeficienty ¢}, rozkladu vektoru |1)) do baze |k’) mizeme psat
ck = (K'[¢) = (K'[T]Y) = kZ (K'|k) (kl) = kZ hirieCr s
—1 -1
kde jsme trikové vlozili identitu a rozepsali pomoci projektorti na bazové vektory |k). Obdobné

pokud méame zadany operator A v bazi |k), 1ze ho vyjadiit v ¢arkované bazi vektort |k’)

> (K'[k) (k| Alm) (m|m') =

1m

hk’kAk:m hmm’ ,

1

Aprn = (K'|Alm') = (K'[IAI|lm/) =
= =1

n

1M

k k=1

kde hir = (K'|k), hmm = (m|m') = (m/|m)* = hl,.

Takze pokud mame operatory a vektory uréené v bazi |k) (tj. zndme koeficienty rozkladu cx
u vektord a maticové elementy Ay, u operdtori) a zname koeficienty prechodu hi, mezi
bazemi |k) a |k}, 1ze tyto vektory a operatory vyjadfit v této nové éarkované bazi.

Zvolme ted za bézi vlastni vektory |A;) né&jakého operatoru A (pocitame s tim, Ze jich
je stejné jako je dimenze Hilbertova prostoru). Potom plati kouzelna formulka, kterd rika, ze
tento operator lze vyjadrit ve tvaru

~ n

A= AP =Y AJA) (Al = AiAD)(Ad| + ..+ An] Ap)(An]
=1 =1

kde A; jsou vlastni &sla operatoru A piislusné vlastnim vektorim |A;). Lehko ukazeme, 7e
zapusobenim na vlastni vektor tohoto operatoru |Ay) skutecné dostaneme opét tento vlastni
vektor vynasobeny vlastni hodnotou Ag.

AlAr) = 3 Al A (AilAr) = 32 AslAi)din = Ar|Ax) .
=1 =1

10
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Specidlnim typem operatori, ktery nas bude v pristim dile eminentné zajimat, jsou tzv.
hermitovské operatory. Maji totiz velmi dilezité vlastnosti:
1. Jejich vlastni ¢isla jsou realna.
2. Je jim jedno, jestli plisobi vlevo ¢i vpravo, tj. jestli ptisobi na bra ¢i ket vektor. Presnéji to
znamena platnost vztahu

(XIAlY) = (Y|A]X)"

3. V konkrétni bazi maji tvar hermitovskych matic, tudiz pro né plati A = AT.

Podobné jako u matic lze zavést inverzni operator A1 , pro ktery platl AAT! = 2_121
Velky vyznam maji také tzv. unitarni operatory, pro ktere plati Al = A- 1 tedy AAT AT
=1L

Jednoduchy priklad — astice se spinem 1/2

Céstice se spinem 1/2 (napt. elektron) se mtize nachazet ve dvou stavech projekce spinu
na osu z. Bud spin mifi nahoru, pak se nachazi ve stavu |1), ¢ doli, to je ve stavu ||)!'. Tyto
dva stavy jsou na sebe kolmé, tj. (T|]) = 0, pfitom jsou normované (T|1) = (||]) = 1. Tvori
tedy bazi dvoudimensionéalniho Hilbertova prostoru popisujici pravé ¢astici se spinem 1/2. Ve
své vlastni bazi maji tyto vektory tvar

Libovolny vektor z tohoto prostoru lze rozlozit do baze jako
a
) =aln+ol1) = (5 )

Aby byl normovany, musi navic platit (1|¢)) = 1 — a® + b = 1.
Na tomto prostoru lze definovat operatory spinu Sl, Sy a S5 (indexy 1, 2, 3 odpovidaji
osam x, y, z). V bazi vektort |T) a ||) je mizeme vyjadfit pomoci matic 2 x 2, kde bude platit

(IS (1181 .
Sl_<<i|5m> (l|Si|l>>’ b

V této bazi maji operatory spinu az na nasobek tvar Pauliho matic o;, tedy S; = %O’i

1/0 —i 1/0 1 1/1 0
Sl:i(i 0)’ SQ:§<1 o)’ 5325(0 —1)'

1) Sipky nahoru a dolt zde pouzivame jen proto, Ze je to hez¢i a nazornéjsi oznacéeni. Samo-
ziejmé muzeme tyto dva vektory oznaéit |1) a |2) v souladu s pfedchézejicim vykladem, ale je
to jedno, jde o pouhé oznaceni.

11
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Uloha I1.S ... &istice se spinem 1/2
a) Napiste, jak vypada operator identity na tomto prostoru v feci vektori |T) a [[).
b) Najdéte vlastni Vektory a vlastnl Cisla matlc S1, 52 a Sg
c) Mate zadany operatory S+ a S_ ve tvaru S’+ =T, S_ = |1)(T]. Najdéte jejich vyjadieni
v béazi vektoru |T) a |]) a urcete, jak pusobi na obecny vektor |1) = a|1)+b|]). Jak vypadaji
vlastni vektory téchto operatori a jaka jsou vlastni ¢isla?
d) Definujme vektory

1®) = — (I1) + 1)) |@>=%m>—u>>.

1
V2
Ukazte, ze tyto vektory tvori bazi na nasem Hilbertové prostoru a najdéte vztah mezi
koeficienty a, b v rozkladu |1) do pivodni baze a koeficienty ¢, d v rozkladu [¢)) = ¢|®)+d|®)
do nové baze. L
e) NapiSte tvar operatoru spinu Si, Sz a S3 v bazi vektori |®) a |®). Uréete jejich vlastni

¢isla a vektory.
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