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Mili resitelé FYKOSu!

(ale i vyrazng) polepsit. Ulohy jsme peélivé vybirali, snad vas zvédavost podniti se do nich
pustit. Opravena reSeni dostanete spole¢né s feSenim 5. série a zavérecnou vysledkovou listinou
béhem cervna.

Piejeme vam hodné tspéchtl v zavéreéném obdobi skolniho roku.

Organizatori
7 Ve VA
Zadani VI. séerie
Termin odeslani: 21. kvétna 2007
Uloha VI.1 ... tfi vdlce déda vSevéda
Zjistéte, za jakych podminek bude soustava tii valct na obrazku 1 v rov-
novaze. Hustota materidlu valci je o, spodni valce maji polomér R, horni
valec ma polomér r. Soucinitel tfeni je mezi vSemi povrchy stejny.
7
Uloha VI.2 ... podivna atmosféra Obr. 1

Okolo planety o poloméru R se nachéazi atmosféra, jejiz index lomu se
méni s vyskou podle vztahu n = no — ah. Zjistéte, v jaké vysce h nad povrchem planety se
svételny paprsek vyslany tecné k povrchu bude pohybovat po kruznici okolo planety.

Uloha VI.3 ... étverdk &tverec

Obvod na obrazku 2 vznikne spojenim nekonec¢né mmnoha
draténgch ¢tverct, pricemy kazdy nasledujici je v/2-krat mensi.
Drat, ze kterého je obvod vyroben, o délce rovné strané nejveét-
$tho ¢tverce ma odpor R. Urcéete odpor obvodu mezi krajnimi

body vlevo a vpravo. @
Uloha VI.4 ... zdkrytova dvojhvézda

Magnituda jisté zakrytové dvojhvézdy se méni se ¢tyrdenni
periodou v této posloupnosti:

vedlej$i minimum m = 3,5,

maximum m=3,3, Obr. 2. Draténa sit
hlavni minimum m =4,2, neznamého odporu.
maximum m=3,3.

Vétsi slozka této dvojhvézdy ma také vyssi teplotu nez jeji pruvodce. Za predpokladu, ze
Zem¢é lezi v obézné roviné dvojhvézdy, vypocitejte magnitudy jednotlivych slozek a pomér
jejich délkovych rozmért. Prevodni vztah mezi magnitudou m hvézdy a osvétlenim FE, které
zpusobuje, je

m = —2,5 log (E/Ey),

kde Ey je pevné definovana hodnota.
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Uloha VI.P ... jak vypadaji ufoni?
Zamyslete se nad tim, jestli by néjaké zvife mohlo teoreticky komunikovat pomoci elektro-

magnetickych vin rddiovych frekvenci (10 Hz—100 MHz). Zkuste navrhnout, jak by vypadaly
biologické ekvivalenty potfebnych elektrickych soucastek.

Uloha VI.E ... slintaci iiloZka
Zméite, jaky maximalni podtlak (i pretlak) je ¢lovék schopen vyvinout sdnim (nafukova-

nim) Gsty.

FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

180 00 Praha 8

www: http://fykos.mff.cuni.cz
e-mail pro reSeni: fykos-solutions@mff.cuni.cz
e-mail: fykos@mff.cuni.cz
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Reseni IV. série

Uloha IV .1 ... nakupujeme mineralky (4 body; primeér 2,21; 7esilo 19 studenti)

Urcité jste si v super(hyper)marketu vsimli, Ze plastovd ldhev oblibeného nédpoje se pii
rozjeti pohyblivého pasu pokladny zacne otacet a k pokladni ji ¢asto musite postréit az rukou.
Proc¢ to tak je?

Zkuste analyzovat nasledujici modelovy piipad. Lahev je poloZena na pas osou kolmo na
smér pohybu pasu a ldhev i pas jsou v klidu. Nahle se pas rozjede konstantni rychlosti v =
= 10 cm/s. Jakou vyslednou rychlosti se bude pohybovat

41
lahev? Nejdrive analyzujte, jak se budou chovat rizné idea- <
lizace — jako tfeba tuhy valec. Pak si uvédomte, ze lahev je O v_,
plna napoje, ktery se nerad otaci. Pro jednoduchost uvazujte (o) (©

viskozitu napoje za nulovou, pak se zamyslete nad tim, jak Obr. 3. Lahev na pasu.
do hry vstoupi viskozita.

Ulohu vymyslel Jano Lalinsky na ndkupu v TESCU.

Predstavme si, ze na pasu, ktery je v klidu, lezi valec; dejme tomu, Ze ma polomér R,
hmotnost m a moment setrvacnosti I. Ted se najednou pas rozjede rychlosti o velikosti v.!
Jakou rychlosti v1 se bude pohybovat valec? (Protoze valec se bude otacet, za vi bereme
soufadnici rychlosti jeho hmotného stiedu.) Rozjeti pasu trva kratkou dobu At, béhem ni
pas pusobi na valec proménnou silou a dodd mu impulz Ap ve sméru pohybu pasu. Spolu
s impulzem ovsem vélec ziska i moment hybnosti AL = RAp. Déle predpoklddame, ze valec
se bude otacet bez prokluzu. Z tohoto divodu dolni bod valce, ktery se dotyka pasu, bude mit
stejnou rychlost v jako pas. Z prvni impulzové véty vyplyva, ze dodany impulz se rovna zméné
hybnosti valce

Ap =muv . (1)

Podle druhé impulzové véty plati
RAp = Iw. (2)

Jaka je thlova rychlost w vélce, jehoz dolni bod se pohybuje rychlosti v a stfed rychlosti v 7
Pokud se budeme pohybovat spolu s valcem rychlosti v1, uvidime, ze jeho dolni bod se pohybuje
rychlosti v — v1, a tedy thlova rychlost valce je w = (v — v1)/ R.%Z Po dosazeni tthlové rychlosti
do posledni rovnice obdrzime

v — U1

Ap =1 .
RAp I

Z prvni rovnice vyjadiime Ap, dosadime do posledni, vyjadiime v; a dostavame

_ I
o I—&—mRQU'

U1

3)

1) Jak funguje automaticky posun pasu? Na jeho konci je snimag, ktery hlid4, zda je na konci
néjaké zbozi. Pokud tam je, pés se zastavi; pokud pokladni sebere zbozi z cesty infracerveného paprsku
snimace, pas se rozjede.

2) Uhlova rychlost je stejna v kazdé inercialni soustaveé, protoze kdyz téleso otoCime o thel ¢ v jedné,
v druhé je toto otocCeni stejné.
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Jak se budou podle tohoto vzorecku chovat rizné télesa? Tenky vélec (napf. prazdnd PET
lahev) mé moment setrvacnosti mR?, tudiz jeho vysledna rychlost bude %’U = 50cm-s !,
tj. polovina rychlosti pasu; v pfipadé plného valce je moment setrvacnosti mR?/2 a vysledna
rychlost bude 1/3 rychlosti pasu, tedy vzdy méné nez rychlost pasu. Kratké zamysleni potvrdilo
nase zkusenosti z nakup.

Jak to ale dopadne se skute¢nou lahvi s mineralkou? Pro jednoduchost predpokladejme,
ze lahev je zcela vyplnéna napojem, takze nebudou nastévat problémy se Splichanim vody
uvnitf. Tésné po rozjezdu se lahev pohybuje rychlosti v1 a plastovy obal se jesté k tomu otaci,
ale napoj uvniti ne! (Cést kapaliny se pfece jen trochu otaéi, protoze kapalina blizko stény
lahve sleduje pohyb stény; pokud je vSak ldhev dostatecné Sirokd, vétSina kapaliny je daleko
od stén a tento efekt muZzeme zanedbat.) Ozna¢me hmotnost plastového obalu m, a hmotnost
napoje my; plati m = mo + my. Protoze se po rozjeti pasu otaci jen obal, celkovy moment
hybnosti je dan jen momentem hybnosti plastového obalu. To mizeme do rovnic zahrnout tak,
7e cely moment setrva¢nosti lahve je moment setrvaénosti obalu I = meR?. Ten dosadime do
posledniho vztahu (3) a pro rychlost ldhve dostaneme

Mo __ Mo
~—,

V)= ————0
2meo + mn Mn

ponévadz pomér me/mn je fadu 10~2. Pfi rychlosti v; ~ 0,1 cm-s~! by prodavacka na lahev
cekala nékolik desitek minut.

Podivejme se na ldhev z hlediska soustavy spojené s pasem. Obal se otaci a ldhev se vali
po pasu rychlosti v1 — v. Protoze kapalina je viskdzni, ¢asti kapaliny v lahvi se tfou o sebe
a uvadéji se do otacivého pohybu. Tteni v kapaliné vznika pouze, pokud se jednotlivé valcové
vrstvy kapaliny pohybuji riznymi rychlostmi. Po néjaké dobé by se mél vzajemny pohyb vrstev
zastavit, a tudiz by se méla ldhev pohybovat, jako by byla tuhym télesem.

Predpokladejme na chvili, Ze pfi valeni neptisobi na ldhev zadny valivy odpor. Rychlost
lahve a tthlova rychlost obalu se samoziejmé v pribéhu roztaceni vody uvniti lahve méni. Po
celou dobu roztaceni a ustalovani kapaliny uvnitf ldhve pisobi pas na lahev nenulovou silou.
Ted byly impulz a moment hybnosti dodany 14hvi béhem dlouhé doby, po ustaleni vSak opét
plati rovnice (1) a (2). Moment setrvagnosti celé lahve je po ustaleni kapaliny I = moR? +
maR?/2 a pro vyslednou rychlost dostavame

2meo + mn 1
VAR =0,

Y2 Lo + 3mn L3

Pokud tedy pockame, az se pohyb tekutiny v lahvi ustali, ldhev se bude pohybovat jako tuhy
vélec a jeji vyslednd rychlost bude piiblizné 1/3 rychlosti pasu, coz je stejny vysledek, jaky
jsme dostali pro tuhy valec.

Ale pozor! Jsou tu i jiné vlivy, jako t¥eba valivy odpor. Ten zpusobi, Ze po dost dlouhé
dobé se vSechna télesa vzhledem k pasu zastavi, prestanou se otacet a budou unasena rychlosti
pasu dal. Mizeme si ted polozit zajimavou otazku. Ktery vliv bude podstatnéjsi pro pohyb —
viskozita nebo valivy odpor? Pokud bude vyznamnéjsi valivy odpor, fize pohybu s rychlosti %’U
popsana vyse viubec nenastane; valec to po chvili roztaceni vody vzda a za¢ne se pohybovat
bez otaceni stejnou rychlosti jako pas.

Ptesné odpovédét na tuto otdzku je obtizné, museli bychom fesit pohybovou rovnici pro
obal a napoj v ném. Mizeme vSak alespon orientacné fict, ktery vliv je dominantni podle toho,
jak dlouho mu trvéa, nez se projevi.

4
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Za jakou dobu se diky viskozité rozto¢i cely obsah ldhve na stejnou dhlovou rychlost?
Pomoci si muzeme rozmérovou analyzou. Ocekavame, Ze doba bude timérna poloméru valce
(maly valec se musi rozto¢it hned), nepfimo tmérna viskozité (s velkou viskozitou je ¢as nulovy)
a jisté i tmérnd hustoté (téz8i kapalina mé vétsi setrvacnost). Jedinou veli¢inou s rozmérem
Casu, kterou mtzeme jednoduse zkonstruovat z veli¢in R, o a n, je t1 = ng/n, jeji hodnota je
pro dvoulitrovou lahev vody asi t1 =~ 1 h. To je az podeziele hodné, ¢ekali bychom asi mnohem
mensi dobu. V tomto pfipadé tedy rozmérova analyza nedava nejlepsi vysledky. O valivém
odporu vime, ze norméalné se na nepohyblivé podlozce lahev zastavi v pritbéhu nékolika sekund.
Valivy odpor je tedy prevladajicim vlivem nad viskozitou a prechodny stav tfetinové rychlosti
nenastane. Lahev by se méla po chvili prestat otacet, to vSak, zda se, neodpovida skutecnosti.
Castéji je mozno vidét ldhev stabilné se otacet na misté. Pro¢, tézko Fict. Svou roli zde muize
hrat zfejmé nerovnost podlozky pasu (mirnd prohlubeni vznikla v misté kontaktu ldhve a pasu)
a moznd i nerovnomérnost chodu pasu (proménna rychlost, vibrace, ... ).

Pii cteni vasich feseni jsem byl prekvapen, jak néktefi z vas v této tiloze vyuzivali zékon
zachovani mechanické energie. Ten je sice pékny a plati v nékolika akademickych problémech
s idealnimi vazbami, ale ve skute¢nosti se mechanické energie mélokdy nezachovava. Opravdu
fundamentalni zdkony jsou prvni a druhd véta impulzova. Nékteti z vas pouzili specialni pred-
poklad, ze béhem rozjizdéni pasu na lahev piusobi tieci sila Fy = fN. Tento predpoklad je
nadbytecny, protoze pfesny charakter sil neni podstatny. Navic je pravdépodobné Spatné, pro-
toze pro klidové treni plati Fy < fN. Uzitecny by byl az tehdy, kdyby bylo tfeni mezi ldhvi
a pasem smykové a nas by zajimala doba, za kterou se ldhev uvede do pohybu. Zajimavou
otazkou tedy je, zda béhem rozjizdéni pasu je tfeni mezi lahvi a pasem skute¢né klidové, nebo

kové hy. Al Z je jina tloha. . , .
smykové povahy. Ale to uz je jina tloha Jén Lalinsky

jano@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .2 ... §vestkové vino v ¢&iné (3 body; primér
2,17; Tesilo 18 studenti) P
V oblibené cinské restauraci na Vinohradech déavaji kaz-

dému hostu k uc¢tu jako pozornost Svestkové vino. Napoj na-
lévaji do malych keramickych misti¢ek s dvojitym dnem (viz
obr. 5). Horni dno je sklenéné a je pod nim vidét obrazek sedici
éinanky (viz obr. 6). Po vypiti vina obrézek ¢irianky zmizi (viz
obr. 7). Podrobné vysvétlete, pro¢ se tak stane. Prazdna mis-
ticka s vypouklym sklenénym dnem je vyfocena na obrazku 4. Obr. 4

Barevné a kvalitnéjsi obrazky najdete na nasich webovych
strankach. Vymyslel Honza Prachar po nékolikdté navstéve zminéné restaurace.

Kdyz je misticka prazdna, tvoti kulové dno silnou spojku s malou ohniskovou vzdalenosti
a obrazek neni vidét, protoze svétlo z néj se rozptyli, nebo ani neprojde rozhranim mezi sklem
a vzduchem kvuli totdlnimu odrazu. Pfilité vino méa velmi podobny index lomu jako sklo
a paprsky prochézejici rozhranim (ted uz) mezi sklem a vinem se téméf neldmou a dochézi
pouze ke zdanlivému pfiblizeni obrazku ke hladiné (hul do vody vnofend, ... ).

Tento jev se objevuje hlavné v podvodnim svété — kdyz se potopime pod vodni hladinu,
vidime velmi $patné pravé z tohoto divodu. Aby vodni zivo¢ichové viibec vidéli, musi k tomu
byt uzptsobeno jejich oko.
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Obr. 5 Obr. 6 Obr. 7

Vétsina fesiteli této tlohy pochopila, ze za zmizeni obrazku muze zména optickych vlast-
nosti soustavy po vypiti vina, ale néktefi se zamotali do prehrsle zobrazovacich rovnic, které
daii obeiit fvaho. 3 )
se daji obejit tivahou Ales Podolnik

ales@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .3 ... dostavba Temelina (4 body; primér 3,00; Tesilo 8 studentt)

Odhadnéte tloustku vody potfebnou k odstinéni zafeni z jaderného reaktoru s vyko-
nem 980 MW v planovaném novém bloku JE Temelin. Z celkové energie uvolnéné pri Stépeni
jadra uranu pfipadne zhruba 82 % na kinetickou energii fragmentii, 6 % odnesou neutrina, po
6 % maji neutrony a gama fotony.

Ndpovéda. Pravdépodobnost, ze cCastice projde materialem do hloubky d, je priblizné
rovna e "% kde n = N/V je hustota molekul materidlu (v nasem piipadé pocet molekul
vody v 1 mg) a o je uéinny priifez (cross section) pro absorpci ¢astice na molekule. Usinny
priifez ma rozmér plochy (Gasto se uziva jednotka barn = 100 fm”) a zavisi na energii Castic.
Hodnoty uc¢innych priifezii se pokuste najit na internetu nebo v piislusnych tabulkach.

Ulohu Tesil Karel Tima na zkousce z jaderné fyziky.

Interakce zareni s latkou je obecné dost slozity proces. Pokud si zafeni predstavime jako
skupinu leticich kulek, situace se znac¢né zjednodusi. Proléta-li zareni latkou, cas od casu se
nékteré z castic priplete do cesty molekula prostiedi, kterym zareni pronika. Podle typu zatfeni
pak nasleduje prislusny karambol. V nasem pfipadé budeme predpokladat, ze Gcastnik srazky
nepokracuje v dalsim letu.

Abychom mohli kvantitativné analyzovat danou situaci, predstavme si, ze z latky, kterou
zafen{ pronika, vytizneme kvadr o plose S a malé tloustce dz. Pfedpoklddejme, Ze zafeni dopadé
na sténu kvadru kolmo, abychom se vyhnuli zbyteénym poc¢tim s vektory, které situaci jesté
vice komplikuji.

Pokud tedy vystfelime ¢astici kolmo na sténu naseho malinkatého kvadru, je pravdépo-
dobnost, Ze ¢astice neprojde skrz, rovna poméru plochy, kterou pfi pohledu zeptfedu zakryvaji
molekuly prostiedi, ku plose S kvadru. Plocha, jiz zakryva jedna molekula, se nazyva aéinny
prifez. Jelikoz tloustku kvadru volime velmi malou, lze zanedbat fakt, Ze se n&které zbabélé
molekuly mohou schovavat pred stielami za ostatni molekuly. Matematicky zapsano mame pro
pravdépodobnost p takovouto rovnici
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Pokud je dand latka tvofena jenom jednim typem molekul, lze soucet Géinnych prifezi ), oy
zjednodusit. Uvnitf objemu kvadru se nachéazi n- S dz molekul, kde n je hustota molekul (pocet
molekul v 1m®) dané latky. Kazda z molekul mé stejny Géinny prifez o, takze méame

Zai =onSdx.

Pro pravdépodobnost, Ze ¢astice neprojde skrz kvadr, dostaneme
p=ondz.

Pokud vystielime na kvadr N ¢éastic, neprojde jich p- N. Obdobné je to i s intenzitou zafeni
(celkova energie ¢astic, kterd projde plochou 1 m? za 1s). Nartist intenzity dI po prichodu kva-
drem je nepochybné zaporny a s pivodni intenzitou I souvisi vztahem dI = —p- I. Dosazenim
za pravdépodobnost p a poloZenim dx — 0 obdrzime diferencidlni rovnici

I

7= —ondx.

Rovnici vyfesime metodou tzv. separace proménnych. Trik spociva v tom, ze kazdou stranu
rovnice zintegrujeme podle pfislusné proménné.

/%dl:—on/dx = Inl=-onz+C = [=e o"otC,

Hodnoty integrac¢ni konstanty C' se dopatrame tak, ze pro x = 0 polozime [ = Iy. Jednoduse
feceno, intenzita zareni tésné predtim, nez zacne prochazet latkou, ma hodnotu Io.

I=TIpe """, (4)

Celé toto odvozeni bylo vlastné zbytecné, jelikoz vztah (4) je uveden v ndpovédé v zadani.
Nicméné takto jsme se dobrali hlubsiho pochopeni vyznamu jednotlivych ¢lent a celého vztahu,
coz je mnohem cennéjsi vysledek.

Nyni k samotnému reaktoru. Fragmenty jadra uranu se v latce okamzité zastavi, jejich
kineticka energie se na velice kratké vzdalenosti pfeméni na teplo, které udava vykon reaktoru.
Neutrina jsou schopna bez jediné interakce proletét cely vesmir, takZze s témi si taktéz neni
nutné lamat hlavu. Zbyvaji gama fotony a neutrony.

Nejdfive k neutrontim. Intenzita neutronového zareni I, kterou je potieba odstinit, je pfimo
umérnd vykonu P = 980 MW reaktoru a nepfimo umérna plose S stény reaktoru. Konstantu
umérnosti uréuji zlomky energie odpovidajici $tépnym produktiim (82 %) a neutrontum (6 %,
viz zadani). 6 p
T82 S 5)

Absorbovana davka zafeni® D je definovana jako energie zéfeni, které se absorbovala v jed-
notce hmotnosti, D = E/m. Dle normy maximélni neskodna absorbovana déavka zéfeni za rok
je Dy = 0,05 Gy.

I,

3) Jednotka absorbované davky je Gy, vyslovuje se gray. Jednotka byla takto pojmenovéana na pocest

Louise Harolda Graye.
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Pro dostatecnou bezpec¢nost predpokladejme, ze primérny chlap vazici m = 80 kg vysedava
u stény reaktoru 24 hodin denné. Davka, kterou dostane za 7' = 1rok, je s ohledem na (5)
a (4) rovna
D T SenIne™ 7™ 7
m
pficemz Sqn je plocha chlapa. Pro nejhorsi pfipad polozme S, &~ S, pak pro potiebnou tloustku
stény mame
1 TP
“on 10D,m

Hustota molekul vody je n = Nag/Mm, kde Na je Avogadrova konstanta, ¢ je hustota vody
a Mm je molarni hmotnost vody. Po nalezeni celkového Géinného prufezu neutront na jadrech
vodiku a kysliku o, = 20 - 1072* cm? (hodnota pievzata z [1]) dostaneme p¥iblizné d ~ 0,5 m.

Situace s gama zafenim je mnohem komplikovanéjsi. Pfi prichodu latkou se stale zachovava
tvar rovnice (4). Obvykle se piSe ve tvaru I = Ipe™"®, kde p znaéi linedrni zeslabovaci
koeficient. Koeficient p nelze ani zdaleka povazovat za konstantni. Zavisi pomérné dramaticky
na energii fotont. Na jednoduchosti véci neprida zvlasté fakt, ze gama fotony mohou interagovat
s latkou tfemi zpisoby:

1. Fotoelektrickd absorpce
Gama foton interaguje s valen¢nimi elektrony v atomech prostifedi obdobné jako pfti foto-
elektrickém jevu. Cast energie se pouzije k piekonani vazebné energie elektronu. Zbytek se
pouzije na kinetickou energii elektronu, ktery po interakci odléta pry¢ ze svého ptvodniho

stanovisté.

2. Comptoniv rozptyl
Comptoniv rozptyl je proces, pii kterém 103 Fotoelekt. absorpce
gama zafeni interaguje s volnym nebo slabe | - Compton(v rozptyl

- — — Produkce part
Celkem

vazanym elektronem. Elektron ziskd cast
energie fotonu. V souladu se zakonem za-
chovani energie a hybnosti neni mozny taplny
zénik fotonu. Tim padem z mista interakce
odléta foton se zmensenou energii a elektron.
3. Produkce elektron-pozitronovych pdri
Pokud ma foton energii vétsi nez 1,022 MeV
(to odpovidd dvojndsobku klidové energie
elektronu 2mecz), mize samovolné vygene-
rovat elektron-pozitronovy par. Pokud se
tak stane v blizkosti jadra, elektron a pozi-
tron se rozleti od sebe a pfebytecna energie
nad 1,022 MeV se rozdéli mezi elektron a po-
zitron v podobé kinetické energie. Pozitron
je zpomalovan prostfedim, az nakonec ani-
hiluje, coz vyprodukuje dva fotony s energii 10-2 )
0,511 MeV. Tyto gama fotony s nizsi energii 1072 101 10° 10t
mohou déle interagovat. Nemtzou vsak uz
vygenerovat elektron-pozitronovy par.

102

10!

10°

107!

Lineérni zeslabovaci koeficient [cm ™|

Energie fotonu [MeV]

Obr. 8. Linearni zeslabovaci koeficient

Kazdy Gsobt interaki latiuj .
azdy ze zpusobi interakce se uplatiiuje gama zéfeni v Nal.

v jiné Casti energetického spektra. Energetické
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spektrum linedrniho zeslabovaciho koeficientu pro jodid sodny Nal (krystal Nal se pouziva
v mnoha detektorech gama zafeni) je zndzornéno na obrazku 8. Z né&j je jasné patrné, jak
vyznamnou roli hraji pfi dané energii jednotlivé typy interakeci.

Pokusme se kone¢né odhadnout, jakéa tloustka vody bude potfeba k odstinéni gama zafeni
z reaktoru. Energie uvolnéné pfi rozpadu jednoho atomu uranu je zhruba 180 MeV. TakZe na fo-
tony pfipada asi 11 MeV. Reknéme, Ze na kazdy pfipadne energie tfeba kolem 2 MeV. Linearni
zeslabovaci koeficient pro tuto energii se d4 odeéist z obrazku 9 a je roven zhruba 0,05cm™".
Pokud pouzijeme stejné parametry reaktoru a pracovnika JE jako v pfipadé neutront, dosta-
neme pro tloustku vody d ~ 7m.

Vysledky, které jsme obdrzeli, naznacuji, ze odstinit vodou neutrony se ukazuje jako dobry
napad, jelikoZ neutrony se rady zachytavaji na jadrech vodiku. OvSem s gama zafenim je
situace trochu horsi. K jeho odstinéni se nejlépe hodi tézké prvky. Atomy s vét§im poctem
protont propoustéji gama fotony mnohem méné a byly by k tomuto Géelu vhodnéjsi. V praxi
se k tomuto pouziva olovo nebo wolfram, kterym je obaleno jadro reaktoru.

10000

Linear attenuation coefficient [1/cm]

001 L L L L
0.001 0.01 0.1 1 10 100

Photon Energy [MeV]

Obr. 9. Linearni zeslabovaci koeficient gama zéafeni ve vodé
(pfevzato z [3]).
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Uloha IV .4 ... Kochova vlo¢ka (5 bodi; primeér 2,28; vesilo 18 studentii)

Urcete moment setrvacnosti Kochovy vlocky zhotovené z homogenniho plechu vzhledem
k ose kolmé na jeji rovinu a prochazejici jejim stfedem. Uvazujte, ze vlocka ma hmotnost m
a prumér a.

Kochova viocka je autvar vznikly iterativnim lepenim vzdy tiikrat mensich rovnostrannych
trojuhelnikii na strany predchoziho utvaru (viz obr. 10). Priimérem Kochovy vloc¢ky rozumime

vy

vzdalenost vrcholii jejich protéjsich cipii.

A TLESES

Obr. 10. Prvni ¢tyfi iterace pri vytvareni Kochovy vlocky.

Prvnim moznym pfistupem k problému uréeni momentu setrvacnosti je pfimé vyuziti jeho
definice pomoci integralu. V pripadé Kochovy vlocky K by vsak vypocet prislusného integralu

I= / r2odV
K

byl zifejmé velmi obtizny. K nééemu nam vsak toto vyjadieni momentu setrvacnosti pfece jen
pomuze. Lze z néj totiz jednoduse odvodit, Ze zménime-li vSechny rozméry plosného objektu
k-krat (pii zachovani polohy osy a hodnoty plo$né hustoty), zméni se hmotnost kazdého ele-
mentu dV k2-krat a p¥islusna vzdalenost r od osy k-krat. Moment setrva¢nosti se tedy zméni
k*-krat. Tuto skutecnost pozdéji vyuzijeme.

Nevede-li k cili pfimé pouziti definice, je uzitecné prostudovat pfipadné symetrie ¢i jiné
pravidelnosti. Nejcharakteristi¢t&jsi vlastnosti Kochovy vlocky (a obecné vSech fraktali) je jeji
sobépodobnost. Co to konkrétné znamena? Podivame-li se na jednu ze ,stran“ Kochovy vlocky
(kterou budeme dale pro jednoduchost nazyvat Kochovou kiivkou), snadno nahlédneme, ze se
sklada ze ¢tyl na sebe napojenych trikrat mensich Kochovych kiivek.

Zavedme si pro Kochovu kiivku zjednodusenou grafickou znacku*

4)  Schémata pouzitd v tomto textu v zdjmu nazornosti neobsahuji popisky délek a tihli. Zjednodusené

feCeno vsak plati, ze to, co vypada jako thel 30°, 60°, resp. 120°, jim také skutecné je.

10
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Potom mutzeme napriklad celou Kochovu vloc¢ku znazornit takto

A

Zminénou sobépodobnost Kochovy kiivky vyjadiuje nasledujici ,,rovnost

. .‘.JA/\X.JH

Dulezité je, ze Kochova krivka je jedinou omezenou kfivkou, ktera vykazuje pravé popsanou
sobépodobnost. Tento fakt ponechame bez dikazu. Zajemctim muZeme prozradit, ze k nému
lze pouzit tzv. Banachovu vétu o kontrakci (nékdy téZ zvanou Banachova véta o pevném bodé).

To vsak jesté stale neni to, co bychom chtéli, protoze jde o sobépodobnost kiivky ohra-
nic¢ujici Kochovu vlo¢ku. My se v8ak zajimame o samotnou plochu. Hodilo by se tedy nalézt
sobépodobnost Kochovy vlo¢ky s nékterymi jejimi ¢astmi. Zfejmé je rozumné soustiedit se na
Sest cipu vlocky. Kazdy z nich je totiz ze dvou stran ohranicen Kochovou kfivkou. Pokud si
podobné dokreslime i tfeti strany, dostaneme

11
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Situace zacind vypadat slibné. Kochova vlocka se sklada z Sesti t¥ikrat mensich vlocek
a jistého ,zbytku“, ktery taktéz velmi silné pfipomind vlocku. Jak ale dokazeme, Ze zbyla
vnit¥ni oblast je skutecné také Kochovou vlockou? K tomu by zfejmé stacilo ukazat, ze kazda
dvojice sousednich stran oblasti tvoifi dohromady Kochovu ki¥ivku. Zavedme si pro tyto dvojice
schématické oznaceni

Jednoduse lze ukazat, ze takto napojend dvojice Kochovych kiivek vykazuje pfesné stejnou
sobépodobnost jako samotna Kochova kfivka. Postup dikazu znazornuje nasledujici série rov-
nosti

mf(.slm:.@%{.}.@%: ./(“»\:/(5\.

Prvni z nich je jednoduse rozepsanim kazdé znacky pro dvojici kfivek na dvé znacky pro
jednotlivé kiivky. Druhé plyne ze sobépodobnosti Kochovy kiivky (viz obrizek vyse) a tfeti
opét vyjadiuje pouze prechod k symbolu pro dvojici kiivek. Jelikoz vSak, jak bylo uvedeno
vyse, je jedinou omezenou kiivkou s touto sobépodobnosti pravé Kochova kfivka, musi s ni byt
skutecné kazda dvojice stran uvazované oblasti totozna.

) /s

Obr. 11. Geometrie Kochovy vlocky.

12
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Tim jsme korektn&® dokézali néco, co je kazdému &lovéku ,,jasné z obrazku®, totiz ze zbytek
po odriznuti Kochovych vlocek predstavujicich cipy ptivodni vlocky je také Kochovou vlockou.

Od vyteseni ulohy nas uz déli jen trocha elementarni geometrie (viz obr. 11) a nékolik
jednoduchych uvah. Vyuzijeme skutecnost, ze moment setrvacnosti dvourozmérného objektu
o dané plogné hustoté roste se étvrtou mocninou jeho charakteristického rozmeéru (v nasem
pripadé primeéru vlocky). Je-li moment setrvacnosti Kochovy vlocky o priméru a (vzhledem
k ose o prochézejici stfedem) roven I, pak je moment setrvacnosti vnitini oblasti vzhledem
k téze ose roven I/9. Moment setrva¢nosti kazdého z cipi viéi ose prochazejici jeho vlastnim
stiedem je I/81 a vzhledem k ose o pak podle Steinerovy véty I/81 + ma?/81 (hmotnost
cipu je m/9). Celkovy moment setrvacnosti I ale musi byt roven souétu jednotlivych dil¢ich
momentu, tj.

I=31+6(&1+ &ma®) .

Odtud pak jiz snadno vyjadfime vysledek I = ﬁmaz. Marek Pechal
marek@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV . P ... mastny papir (5 bodi; primeér 2,06; vesilo 16 student)

Jisté jste se jiz setkali s tim, kdyz kapka oleje ukapla na papir. Z bilého papiru se razem
stal papir prusvitny. Vysvétlete, ¢im to je. Najdéte ve svém zivoté pripady, kdy se uplatiiuje
stejny jev, avSak tieba v uplné jiné situaci.

Na problém narazil Peter Zalom pri ¢tent o snéhovych vlockdch.

Prévé ted se divate na pokus o vyfeSeni zdhady mastného papiru, a pokud zrovna ne-
brouzdate po strance FYKOSu, divate se na bily papir s ¢ernymi pismeny. Jednoduse feceno
s papirem prichazime tak ¢asto do styku, Ze si toho ani nevS§imame. Jenomze tentokrat bude
pravé papir v centru déni. Proto se pfipoutejte a nezamastéte si brozurky.

Celuléza (pod star$im ndzvem téz buniina) je polysacharid sestévajici se z beta-glukdsy.
Mezi samotnymi glukdsovymi jednotkami je vazba beta 1,4. Takto tvori celuléza dlouhé a ne-
rozvétvené Tetézce, které jsou zcela nerozpustné ve vodé. Vyrabi se ze dfeva odstranénim
ostatnich slozek (lignin, hemicelulosa aj.). A pro¢ nas zajimé pravé celuléza? ProtozZe je také
mimo jiné zdkladni surovinou na vyrobu papiru. Jenomze ten ma od téhle substance (celulézy)
hodné daleko. Takze jak ziskdme krasny bily papir?

Pomeérné jednoduse, mtizeme si ho dokonce vyrobit vlastnoru¢né. Jako surovinu na vyrobu
miuZeme pouzit prumyslové vyrabénou bélenou sulfatovou buniéinu z jehli¢nant. Nésledné celu-
16zu pomeleme pomoci holandru (coz je p¥istroj vhodny k tomuto Gcelu). Mletim se mimo jiné
zkrati vlakna, uvolni se fibrily z povrchu vldkna a jako vedlejsi ucinek se casto objevuje kom-
prese nebo prodlouzeni ve sméru osy vladkna, zplosténi a zkrouceni vlaken. Pomletou bunic¢inu
zfedime vodou a dobfe promichame, aby byla vysledna substance co nejvice homogenni.

V nasledujicim kroku budeme potiebovat sito vhodného tvaru (zejména jeho otvory nesméji
byt moc velké a sito by mélo byt rovné). Sito nasledné ponotfime do této homogenni hmoty
a tfeseme s nim, az se zbavime veskerého prebyte¢ného odpadu. TTesenim se také usporadaji
vldkna a ¢ast vody odtece skrz sito. Sito pfikryjeme (nejlépe vlnitym suknem, které nasaje

5) I kdyz lo pouze o hrani s obrazky, daly by se popsané uvahy snadno zformulovat do ,skutecného®
matematického dikazu. Jedinym slabym mistem je pravé jiz zminénd otazka jednoznacnosti kiivky

s uvedenou sobépodobnosti, jejiz dukaz jsme vynechali.
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dalsi ¢ast vody), pieklopime a znovu pfikryjeme textilii. Pfebytecné vody se zbavime pomoci
véletku. Pak to celé slisujeme, ususime a papir je na svété.’
Vysledkem je papir, ktery zblizka vypada jako na nésledujicich obrazcich:

&8

v

Obr. 12. Zvétseno 100x. Obr. 13. ZvétSeno 1000 x. Obr. 14. Zvétseno 2500 %.

Vidime tedy, Ze papir rozhodné neni homogenni, spiSe se skldda z nescetného mnozstvi
do sebe spletenych vldken celulézy. Mezi nimi je vSak pomérné veliky prostor a ten bude hrat
v nasem zduvodnéni zdhady mastného papiru podstatnou roli.

Predem si vSak shrneme par velmi dulezitych postfehti. Mastny papir je prusvitny. Papir
vodu moc dobfe nesaje. Navzdory tomu, kdyz ho dostatecné navlhéime, je také prisvitny.
Kdyz je papir mokry, tak se velice snadno trhé. Mastnotu z papiru jiz tak lehce nedostaneme
(proto také nejime nad feSenim FYKOSu). Voda se z mokrého papiru rychle odpafi, ¢imz je
papir opét neprusvitny a obvykle se vyrazné zkrouti. To dokazuje, ze v pfitomnosti vody maji
vldkna tendenci zkroutit se. Nic podobného vSak nepozorujeme na mastném papiru. Také je
evidentni, Ze v mastném ani vlhkém papiru nedochézi k zadné chemické reakci (minimélné se
nejednéd o tutéz reakci). Nanejvys dochdzi k oslabeni vazeb mezi vldkny (disledkem toho se
milze papir rozlozit na samotné vlakna).

Co se tedy stane, kdyZ posvitime na obycejny papir? Mezery mezi vldkny papiru jsou velmi
malé. Kdyz na sebe ulozime vice takovych vrstev, pak svétlo nemiize projit skrz papir jenom
tak. V cesté mu bude témér vzdy stat néjaké to vldkno, které ho rozptyli do vsech smeérd.
Jenom zlomek svétla projde, dojde k diftzi svétla (proto je rozptylené svétlo bilé, resp. papir
je bily, a¢ toto zavisi také na pfidanych barvivech). Papir, jenz je sdm o sobé pomérné tenky,
tedy neni Gplné neprusvitny.

Jind situace nastane, kdyz jsou mezery vyplnéné olejem nebo vodou. Vldkna celuldzy jsou
nesmaciva jak vodou, tak i olejem, proto se rozhrani mezi olejem nebo vodou v papife a vlakny
vyhladi. To je néco velice podobného, jako kdyz namocime tabuli. Ta je pak tmavsi, ale pod jis-
tym uhlem odrazi vice svétla a je svétlejsi. V pripadé svétla tedy vyhlazeni povrchu uvnitf
papiru vede k tomu, Ze svétlo, které se §ifi olejem, bude ¢astéji odrazeno takovym zpusobem,
ze projde skrz papir. Tohle posledni tvrzeni by se dalo formulovat také tak, ze dojde ke vzniku
jakychsi vlnovodu v papife. Rozptyl svétla na nepravidelnostech vldken se diky odrazu svétla
na rozhrani mezi olejem vldkny vice (ale ne zcela) potladi.

Kdy se uplatnuje stejny jev, avSak tfeba v uplné jiné situaci? Ze stejného divodu, proc
neni papir prihledny, je neprihledny snih (ale led ano), maji mraky bilou barvu a v mlze

6) Tohle jsme si jesté osobné nevyzkouseli, ale podrobnosti véetné barevnych fotek najdete na strance:

http://www.obnova.sk/modules.php?name=clanky&file=clanok&sid=1998.
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dohlédneme jen na nékolik metri. S odrazem svétla od povrchu vody se setkavame doslova na
kazdém kroku, tfeba jiz na zminéné tabuli.

A na zavér bych jenom dodal, Ze k rozlousténi zdhady mastného papiru nedoslo rozhodné
vibec pfesvédCivé a nevyvratitelné. Pouzil jsem spise védomost jistych analogickych procesi.

Jenomze nékteré analogie jsou problematické. Peter Zalom

peter@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .E ... vytiete ndm zrak (8 bodi; primeér 5,61; vesilo 18 studentii)

Zméite, jak zavisi soucinitel smykového treni mezi dvéma vami vybranymi materialy na
velikosti stykové plochy a na hmotnosti smykajiciho se télesa. Nezapomerite nam napsat, s ¢im
a jak jste mérili.

Uloha napadla Honzu Prachate pti éteni Feynmanouvych pedndsek z fyziky.

Teorie

Pfi méfeni soucinitele smykového treni je dulezité si uvédomit, ze existuji dva rtzné sou-
Cinitele. Tedy zZe existuje soucinitel klidového tfeni a soucinitel smykového tfeni. Klidova tfeci
sila je definovand jako sila puisobici na stojici téleso, kdezto smykova treci sila je sila, ktera
pusobi proti pohybu pfi smykani jednoho télesa po druhém. Pro klidové tieni plati F' < fo IV
(rovnost nastava tésné pred uvedenim télesa do smykavého pohybu), pro smykové tfeni plati

F=fN,

kde N je pritla¢nd sila kolma k podlozce a F' je vySe definovana tteci sila. Klidové treci sile
odpovida soucinitel klidového tfeni fo a smykové tfeci sile zase soucinitel smykového tfeni f.
Souéinitel klidového tfeni byva zpravidla o néco vyssi nez soucinitel smykového tfeni.

Pro méreni téchto souciniteld se pouzivaji tribometry. Nej-
Castéji jste pouzivali sklonny tribometr, ktery je na obrazku 15.
Na tomto tribometru lze mérit jak soucinitel klidového tfeni,
tak soucinitel smykového tfeni. Soucinitel klidového tfeni se
méfi jednoduse tak, ze polozime zkoumané téleso na smykaci
plochu a zvétSujeme thel néklonu ¢, dokud se téleso nepocne
pohybovat, a tento mezni thel si zapiseme. ¥

Meéteni soucinitele smykového tfeni je o néco komplikova- ~ QObr. 15. Sklonny tribometr.
néjsi, hleda se totiz thel, pii kterém se zkoumané téleso bude
pohybovat po pocateénim postrceni rovnomérné piimocare, tedy ani zrychlené, ani zpomalené.
Zde je znatelnéjsi vliv subjektivniho vnimani, a proto je lep$i méfeni pro stejné parametry né-
kolikrat zopakovat, ¢imz snizime statistickou chybu.

Z nalezeného thlu ¢ uréime dany souéinitel f diky jednoduché geometrii a rozkladu tihové

sily jako
f—E—t
=N By 5

Neéktefi z vas také pouzili vodorovny tribometr, vyobra- lL ]
zeny na obrazku 16. Na tomto tribometru lze opét mérit jak
soucinitel klidového tfeni, tak soucinitel smykového tfeni. Ob- Obr. 16. Vodorovny
dobné jako u sklonného tribometru soucinitel klidového tifeni tribometr.
hledame tak, ze za konec provazku tahame stale vétsi silou a hledame mezni silu, pfi které
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se zaCne t€leso pohybovat. Souéinitel smykového tfeni urcujeme tak, ze hledame silu, kterou
tahat za provazek tak, aby se téleso po poc¢ateénim postréeni pocalo pohybovat rovnomérnym
pfimocarym pohybem. Opét je zde vyznamny vliv subjektivniho vnimani a odhadu pro rov-
nomérny pohyb. Z nalezené mezni sily Fy, vypocitdme soucinitel f opravdu trividlnég, jelikoz
velikost Fi, je diky kladce rovna velikosti F', tedy

f==2
Meéreni

My jsme pouzili sklonny tribometr a méfili jsme klouzani nelakovaného tvrdého dfeva po
tvrdém nelakovaném dievu. Pro zménu hmotnosti jsme pouzivali smés magnetti a zeleznych
krouzku pripevnénou ke dfevu pomoci hiebicki, ¢imz jsme dosahli vcelku rovnomérného roz-
lozeni ptidédvané hmotnosti. Pro zménu povrchu jsme vzdy kousek dfeva ufizli. Nejdiive jsme
zkoumali zavislost soucinitelti na hmotnosti télesa, potazmo tedy na pritlacné sile. Pro kaz-
dou hmotnost zavazi jsme mérili pétkrat a v nasledujici tabulce jsou uvedeny vzdy prumeérné
hodnoty. V této tabulce uvadime pouze statistické chyby méfeni, o celkové chybé méfeni se
zminime v diskusi.

Meéfeni zavislosti souéiniteld na hmotnosti.

mlgl | ¢[’] f @o[°] fo

170 | 28,1 +£0,4 0,533 + 0,005 | 32,7 + 0,5 | 0,641 + 0,006
220 (28,3 40,4 0,537 & 0,004 | 32,7 4 0,5 | 0,643 & 0,006
250 | 27,8 0,6 | 0,527 & 0,007 | 32,5 & 0,4 | 0,638 & 0,005
300 | 28,7+ 0,6 (0,548 & 0,006 | 33,1 & 0,6 | 0,651 = 0,007
400 | 30,4 40,5 0,588 & 0,006 | 33,0 & 0,5 | 0,650 & 0,006

Obdobné jsme pro kazdou velikost sty¢ného povrchu také mérili pétkrat a primérnou hod-
notu véetné statistické chyby jsme zanesli do tabulky. Zavislost na povrchu jsme mérili pfi
hmotnosti télesa 250 g.

Meéreni zavislosti souciniteld na velikosti sty¢né plochy.

Slem®]] ¢[°] / wo[°] Jo
150 |27,8£0,6 0,527 4+ 0,007 | 32,5 + 0,5 | 0,638 4+ 0,005
120 |28,0£0,4]0,532 4+ 0,005 | 32,8 4+ 0,7 | 0,645 4+ 0,008
100 |28,3+0,5|0,539 & 0,006 | 32,7+ 0,5 | 0,642 + 0,007
80 28,1+ 0,710,535+ 0,008 | 33,2 £ 0,5 | 0,654 £ 0,006
50 28,7+ 0,6 | 0,547 £+ 0,007 | 33,0 £ 0,6 | 0,651 £ 0,007

Diskuse

V literatuie” se lze doéist, ze pomoci vySe popsanych tribometrii lze dosdhnout pfesnosti
kolem 10 %. Kdyz vezmeme v potaz to, Ze samotné urcovani tthlu ¢i zavésené hmotnosti je
zatiZzeno v amatérskych podminkich nékdy i podobné velkou chybou, je ziejmé, Ze celkova
chyba méreni je podstatné vyssi nez vyse uvedené statistické chyby, konkrétné v nasem piipadé

™) Broz, J.: Zdklady fyzikdlnich méveni (I). SPN, Praha 1983.
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odhadujeme chybu kolem 15 % danou také tim, ze realnd plocha ¢i hmotnost zkoumaného télesa
jsou také o néco jiné nez nami stanovené.

Vysledek experimentu silné zavisi na zvoleném povrchu zkoumaného télesa, povrchu skluzu
a zkoumaném oboru parametri. Dopfedu nelze vyloucit prakticky zadné kvalitativni chovani.
Jedind , jistota“ je, ze souclinitel klidového tfeni by mél byt vyssi nez soucinitel smykového
tfeni. Nicméné zavislost obou soucinitelt by méla byt velmi pozvolna, takika konstantni. Pii
relativné malych hmotnostech muze hrat velkou roli nedokonalé dosednuti tfenych ploch. Pti
vyssich hmotnostech sice téleso dosedne lépe, ale zase hrozi prohnuti kluzné plochy. Celkové
mohou také ovlivnit méreni jakékoliv nehomogenity tfenych povrchii.

Poznamky k doslym resenim

Vétsina feSiteltt nezaznamenala zadnou zavislost souciniteld ani na hmotnosti télesa, ani
na sty¢né plose. Ti, ktefi néjakou zavislost zaznamenali, povétsinou nepiekonali relativni roz-
dil 10 % mezi nejvétsim a nejmensim naméfenym soucinitelem, a je tedy diskutabilni, zda lze
tuto zavislost povazovat za néco jiného nez chybu méfeni. Pfi naSem méreni jsme se také pouze
priblizili k relativnimu rozdilu odpovidajicimu chybé méreni, a tedy jsme neprokézali Zddnou
zévislost soucinitele smykového ¢i klidového treni ani na hmotnosti télesa, ani na velikosti

sty¢né plochy. Petr Sykora

petr@fykos.mff.cuni.cz

Uloha IV .S ... spinova precese (6 bodi; primeér 5,00; vesilo 6 studenti)

Uvazujme dééstici se spinem 1/2 v magnetickém poli, které mifi ve sméru osy z, B =
= (0,0, B), a zanedbejme vSechny stupné volnosti kromé téch spinovych. Jako jeden piiklad
baze, kterou zde mizeme zvolit, je dvojice vektoru s ostrou hodnotou projekce spinu na osu z:
|Ss =1/2), |Ss = —1/2). Hamiltonidn piislusny této ¢astici Ize napsat ve tvaru

ﬁ:ﬁwgg,

kde w = eB/2m.

a) Napiste vlastni vektory a vlastni ¢isla hamiltonidnu H. Urcete, jak ptisobi hamiltonian na
obecny vektor |¢) = a|Ss = 1/2) 4 b|S3 = —1/2). Taktéz vypoctéte, jak pusobi operdtor

U(t,0) = exp(—iHt/h).

b) Piedpoklddejme, ze v éase t = 0 se ¢dstice nachézi ve stavu s ostrou hodnotou z-ové projekce
spinu, tj. |1 (0)) = |Ss = 1/2). Urcete, v jakém stavu se bude nachdzet v ¢aset = 7 a s jakou
pravdépodobnosti naméiime cédstici ve stavu |S3 = 1/2) a s jakou v |S3 = —1/2).

¢) V pFipadé, Ze v ¢ase t = 0 se Céstice nachézi ve stavu s ostrou hodnotou projekce spinu na
osu y nahoru, tj. ve stavu |S» = 1/2), urcete, v jakém stavu se bude nachdzet v éaset = 7.
Urcete také pravdépodobnosti, ze pfi méfeni spinu ve sméru y naméfime hodnoty +1/2,
resp. —1/2.

Definujme stfedni hodnotu operatoru vztahem
(A) = S w; Ay,
J
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kde wj je pravdépodobnost, ze naméfime hodnotu A;. (Rozmyslete si, Ze je to pfirozend definice
stfedni hodnoty.) Predpoklddejte, ze se v ¢ase t = 0 nach4zi ¢astice ve stavu s ostrou hodnotou
projekce spinu na osu y nahoru, tj. ve stavu |S; = 1/2).
d) Uréete stiedni hodnoty operatorii spinu, tj. (S;), (S2) a (S3) v dase t = 0.
e) Ty samé stfedni hodnoty vypoctéte v case t = 7. Okomentujte, jak vysledek souvisi s na-
zvem ulohy.
Zadal autor seridlu Jarda Trnka.

a) Protoze hamiltonidn je az na nsobeni redlnym ¢&islem hw pfimo operator t¥eti komponenty
impulsmomentu S3, mé s nim spole¢né vlastni vektory a vlastni ¢isla jsou

H|S3 = 1/2) = E4|S3 = 1/2) = Lhw|S3 = 1/2),
H|S3 = —1/2) = E_|S3 = —1/2) = —Lhw|S5 = —1/2).

Pisobeni hamiltonidnu na obecny vektor [¢)) je nyni uz jasné.
Operétor U(t,0) je funkce H. Ze seridlu vime, Ze vlastni vektory jsou identické s vlast-
nimi vektory H. Vlastni ¢isla pak nejsou nic jiného nez pfislusné funkce energie.

U(t,0)|Ss = 1/2) = exp (—iE,t/h) |Ss = 1/2) = exp (—3iwt) [Ss =1/2),

U(t,0)|Ss = —1/2) = exp (—iE_t/h)|Ss = —1/2) = exp (Liwt) [Ss = —1/2).

b) Operator ¢asového vyvoje z ¢asu t = 0 do ¢asu ¢ = 7 je pro nas systém piesné U (7,0)
(proto jsme ho v prvni tloze zkonstruovali). Uz vime, jak ptisobi na vektory |Ss = £1/2),
které jsou pro néj vlastnimi. Tudiz pro vektor |¢(0)) = |Ss = 1/2) dostaneme

[4(7)) = U(,0)|S5 = 1/2) = exp (—Liwr) |S5 = 1/2) .

Bystrym okem snadno nahlédneme, Ze je to nas stary dobry vektor |S3 = 1/2) pouze
vynasobeny fazovym faktorem. Proto nas nepiekvapi, ze pravdépodobnost, ze naméfime
v ¢ase t = 7 hodnotu z-ové komponenty spinu +1/2, bude

wy = [(Ss = 1/2|exp (—3iwT) [Ss = 1/2) =1.

Logicky pak w_ = 0. Analogicky vysledek bychom dostali i pro po¢ateéni stav |S3 = —1/2).
Tento vysledek ma obecnéjsi platnost. Vektor se az na fazovy faktor pfi casovém vyvoji
neméni, pokud je vlastnim vektorem operatoru ¢asového vyvoje.

¢) Zde je vyhodné rozlozit si vektor |Sz = 1/2) do béaze tvorené vektory |S3 = +1/2). Vybaveni
znalostmi ze seridlu nebudeme mit s timto rozkladem problém.

Sz =1/2) = 75|85 =1/2) + |85 = —1/2).
Analogicky pro druhy z vektoru plati
Sz = —1/2) = 5|83 =1/2) — 5[5 = ~1/2).
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Casovy vyvoj je opét zprostfedkovdn operatorem U 7,0), kterym zapisobime na vektor
Yy vyvo] ] Y
[¥(0)) = |S2 = 1/2). A ted je jiz jasné, pro¢ je rozklad do ndmi zvolené baze vyhodny.

[%(7)) = J5U(7,0)|S5 = 1/2) + J5U(7,0)|S5 = —1/2) =

% exp (—3iwT) [S3 = 1/2) + \%exp (3iwT) |Ss = —1/2).

Pravdépodobnosti naméfeni y-ové komponenty spinu £1/2 potom jsou

wy = [(S2 = 1/2]p(r))|* = i ’exp (—%in) + exp (%iaﬁ)‘z = cos® (%MT) ,
2

w_ = |{S2 = —1/2|1,!)(7')>|2 = i }exp (—%in) — exp (%iw7)|2 = sin (%wr) .

d) Velmi podobnym postupem, jakym jsme Fesili piedchozi ulohy, budeme pokracovat i zde.
7 definice dostaneme pro stfedni hodnotu operatoru S; v ¢ase t = 0

(S1) = [(S1 =1/2|2 = 1/2)* - § +[(S1 = —1/2|82 = 1/2)|*- (-3) =0,
(S2) = [(S2 =1/2|S2 = 1/2)]> - L + [(S2 = —1/2|S2 = 1/2)]* - (-1) = 1,
(Sa) = (S =1/2|S = 1/2)]* - L + (S5 = =1/2|S> = 1/2)* - (=3) = 0.

Vidime tedy, Ze jsme dostali pfesné to, co bychom intuitivné ocekavali.

e) Podstatné zajimavéjsi je situace v pfipadé, ze nechame systém casové vyvijet. Postup vy-
poctu je vsak zcela analogicky. Systém tentokrat nemame popsany pocateénim vektorem
|1(0)) = |S2 = 1/2), ale ¢asové vyvinutym vektorem [¢)(7)), ktery jiz zndme

|v(T)) = % exp (7%i0j7’) |Ss =1/2) + % exp (%iUJT) |Ss = —1/2).

Pocitanim maticovych element dostaneme

(S1) = (St = 1/2/0(T))* - & +[(S1 = —1/2[(1)[* - (=1) = —Lsinwr,
(S2) = [(S2 = 1/2](T))]* - L +(S2 = —1/2p(1))* - (=1) = L coswr,
(S3) = (S5 = 1/2|9(m)* - L + (S5 = —1/2[p(m)[* - (=) =0.

Tyto vysledky ospravedliiuji nézev ulohy. Stfedni hodnoty spinového vektoru ,konaji“ pre-
cesni pohyb v roviné zy, stfedni hodnota projekce na osu z zlstava neménna.

Jarda Trnka
jarda@fykos.mff.cuni.cz
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Serial na pokracovani

Kapitola 6: Pokrocilé partie kvantové mechaniky

partii kvantové mechaniky.

Poruchova teorie

Jednou ze zékladnich metod vypocti v kvantové mechanice je tzv. poruchovd teorie (téz
perturbacni teorie). Jeji princip je jednoduchy. Mé&jme néjaky systém popsany hamiltonia-
nem Hgy a predpoklddejme, Ze zndme jeho vlastni vektory |¢,) i vlastni ¢isla E2. Klicova
otazka pak zni, jak se situace zméni, pokud je v systému mald porucha popsanad hamiltoni-
dnem H' < H 0. Obecné se tato metoda provadi iteracné, tj. v prvnim kroku zjistime prvni
opravu k energii i k vlastnim vektorim a v kazdém dalsim kroku tuto korekci zpfesnujeme.
Samoziejmé s tim, Ze druhd oprava je o hodné mensi nez ta prvni atd. Zajemce, ktefi chtéji
tento nastroj solidné ovladnout, odkazuji na nékteré z ucebnic kvantové mechaniky. Kviili ne-
dostatku prostoru zde jen pro ilustraci uvedu, jakym zptsobem se pocita prvni oprava k energii
systému. Jak i zde uvidime, Casto se stane, Ze se puvodni energie v disledku poruchy rozstépi.

Korekce k energii ES v disledku poruchy mé v prvnim fadu tvar
AB, = (§nlH'ltpn)

kde |¢) je vlastni stav ptivodniho hamiltonianu i o piislusejiciho energii E2. Samozifejmé tato
korekce muze zaviset i na dalsich kvantovych ¢islech, coz je pric¢inou jiz zminéného rozstépeni
energetickych hladin. Konkrétni vypocet si ukazme na ptikladé.

Uvazujme Céstici v radidlnim elektrostatickém poli (Gasto se mu fikd coulombické pole),
jako priklad muze slouzit elektron v atomu vodiku. Ptislusny hamiltonidn ma tvar

~2 2

Ho=2L— - ¢
2me  4weor?
Vlastni energie jsou
2.4
0 mee
E,=—-——"— n=12

2:,2,2 [ A

8h2egn

Operatory H 0, L? a Ls tvoii Uplnou mnozinu pozorovatelnych, vlastni vektory mizeme oznacit
jako |n,l,m). Presto pro pevné n, coz je tzv. radidlni kvantové ¢islo, nélezi vSem vektortium
|n,1,m) stejnd energie EJ (prosté energie EJ nezévisi ani na I, ani na m). Toto berme jako
vstupni fakta naseho problému.

Vlozme tento systém do vnéjsiho magnetického pole, které reaguje s orbitalnim impulsmo-
mentem a zpusobi malou interakci popsanou hamiltonidnem

H/:uB~§.
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Ukolem je pak uréit, jak se zméni energetické spektrum v diisledku této malé poruchy. ProtoZe
volba soutradnicovych os je zcela na nds, zvolime vyhodné osu z ve sméru vektoru B. Podle
definice mé pak zména energie podobu

AE” = <7'L, l7m|ﬁ/|n7 l7 m> = .u‘B<n7 l7m|i3|n7 l7m> )

kde B = |B|. Vypocitat tento maticovy element je vSak nadmiru snadné, nebot vektory |n,l, m)
jsou vlastnimi vektory Ls, tedy
AFE, = uBm.

To je zvlastni vysledek. Korekce energie k n-té hladiné sice nezavisi na radialnim kvantovém
Cisle n, nicméné zavisi na tfeti komponenté orbitalniho impulsmomentu m. To tedy znamena,
7e kazda z energii ES se (21 4 1)-krat rozstépi. Vyslednd energie se zapo¢tenim prvni poruchy
ma tedy podobu

Epm = E) + uBm, kde m € {=1,—1+1,...,1}.

Napt. pokud je elektron v prvnim excitovaném stavu (I = 1), jeho druhd energetickd hladina
(n = 2) se tiikrat rozstépi

. mZed Ey 1= 1;38 —ubB,
FEy = — FE>o =FE
2 32h2e2 - 2,0 2

E>1 =E9+ uB.

Druhé kvantovani

Doposud jsme kvantovou mechaniku formulovali v terminech operatori a jejich vlastnich
vektort. Tomuto pristupu se ikd proni kvantovdni. Jiny postup pii budovani kvantové mecha-
niky, ktery je s tim prvnim samoziejmé ekvivalentni, je tzv. druhé kvantovdni. Diraz je zde
kladen na stavové vektory a jejich Casticovou interpretaci. Zakladem je tzv. vakuum, coz je stav
systému, ktery nemd zadnou éastici. Nejc¢astéji ho oznacujeme jako |0). Systém, v némz mame
Céstici se spinem s a hybnosti p, popiSeme vektorem |p, s). Tento vektor dostaneme z vakua
pomoci kreaéniho operdtoru @' (p, s), ktery tuto castici vytvori

p,s) =a'(p,)[0).
Opacnou préci vykonad anihilaéni operdtor a(p, s), ktery danou ¢astici vymaze ze svéta
a(p, s)lp, s) = 10).

Samoziejmé na vektor |p, s) lze zaptisobit dalsim kreaénim operatorem af(p’, s'), jenz vytvaii
¢éstici s hybnosti p’ a spinem s’. Vysledkem pak bude vektor popisujici dvoucasticovy systém

a'(p', s )p,s) = Ip, s;p', ') -
Naopak zaptisobenim anihila¢niho operatoru a(p’, s') na vysledny stav dostaneme
a@,s)p,s;p',s') = Ip, s) .
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Pokud zapisobime anihila¢nim operatorem castice na vektor, ktery tuto Castici neobsahuje,
nemé co anihilovat a cely vektor zrusi, tj.

a(p',s")lp,s) = 0.
Kreacni a anihila¢ni operatory spliuji velmi dilezité relace

a(p,s),a'(p.s)] =1,  [alp,s),a' (¥, s")] =0,
@'(p,s).a'(p,9)] =0,  [al(p,s),a(p,s)] =0

a navic pro né plati, ze jsou k sobé hermitovsky sdruzené (proto ten kiizek u krea¢niho ope-
ratoru). Casto se zde logika véci obraci, tj. dva operatory, které jsou spojeny hermitovskym
sdruzenim a spliiuji vyse uvedené relace, nazveme kreaénim a anihilaénim. Casticova interpre-
tace vSak neni jedind mozna. Jak za chvili uvidime, ma smysl je definovat i pro systém jako
celek, ktery je v n-tém excitovaném stavu popsan vektorem |n). Krea¢ni operator potom tento
systém posune o hladinu nahoru, anihila¢ni naopak o hladinu dol&®

aT\n>—>|n—|—1>, aln) — jn —1).

Jiz vime, Ze vSechny vektory z Hilbertova prostoru jdou kreovat z vakua |0). Jak ale v tomto
formalismu nalozit s operatory? No, vtip je pravé v tom, ze je vyjadiime pomoci kreacnich
a anihila¢nich operdtort! A u téch uz vime, jak na dany stav ptisobi. Proto v jistych ptfipadech
je tento postup velmi vyhodny pii hledani vlastnich stavii a vlastnich hodnot.

Vse si ukdzeme na klasickém prikladé, jejz lze najit ve vSech zakladnich ucebnicich.

Linearni harmonicky oscilator

Linearni harmonicky oscilator je popsan hamiltonidnem

Samozfejmé tlohu nalezeni vlastnich vektort a vlastnich ¢isel lze FeSit standardnim zpuso-
bem, nicméné prislusna bezcasova Schrodingerova rovnice je velmi osklivou diferencilni rovnici
a neni lehké ji fesit. Druhé kvantovani vyzaduje nalezeni krea¢nich a anihila¢nich operatort
tohoto systému®. Rozumny nastiel by mohl byt linearni kombinace operatori XaP (ty vy-
stupuji v hamiltonianu)

a=aX +P, at=a*X +8°P.

Platnosti komuta¢nich relaci a rozmérové duvody ihned vedou k vysledku

~ Mw (5 i = ~t Mw (5 i =
a=\—7|X+—P a =\/— | X—-——P.
2h ( Mw ) ’ 2h ( Mw
8) Rovnitko neni v téchto vztazich kviili tomu, #e se zde muize objevit néjaky normalizaéni faktor.
9) Yixs

vice. Vézte, ze muZeme, nicméné vSechny jsou unitarné ekvivalentni, tj. jednu dvojici na druhou lze
pfevést pomoci unitarni transformace.
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Zpétné lze také vyjadrit XaP jako

v _ h ~F ~ D
X = 2Mw(a +a), P=i

Odtud jiz snadno dostaneme i podobu hamiltonianu
H = hw (6T6+ %) .

VsSechny stavy linedrniho harmonického oscilatoru dostaneme zapiisobenim kreacnimi ope-
ratory na vakuum. Protoze zde mame pouze jeden krea¢ni operator (zadné ¢astice zde nejsou),
kazdy stav lze charakterizovat pomoci ¢isla n, které rika, kolikrat jsme zapiusobili kreaénim
operatorem na vakuum®° 1

n
n) = — ()" 10).

-~ Vnl
Na zakladé této definice pak snadno zjistime, Ze plati
a'ln) =vn+1iln+1),  dn)=+vnn—1).

Kombinovanym zaptsobenim dostaneme!*

a'an) = nln).

Ale to je presné kombinace krea¢niho a anihila¢niho operatoru, kterad se vyskytuje ve vyrazu
pro hamiltonian. Jeho ptisobeni na vektor |n) dava

Hin) = hw (a*a+ %) In) = hw (n+ 1) n) .

Vektor |n) je tedy vlastni vektor hamiltonidnu piislusny vlastni hodnoté E, = hw (n + %)
Vlastni energie jsme tedy dostali pomérné snadno, vlastni stavy zname jen v terminech kreac-

deme ji zde fesit.!?

10)  Giselny faktor je zde zvolen tak, aby vektory byly normovény na jednotku. Vektory jsou samozfejmé
na sebe také kolmé, tj. plati (n|m) = dnm.

11)
12)

Tento operator se ¢asto oznacuje jako N=ataga nazyva se operdtor poctu cédstic.
Postup je nasledujici. Vyjdeme z rovnice a|0) = 0, kterou pfepiSeme v z-reprezentaci

kde o(x) = (x|0). Reseni této rovnice je funkce

Mw\ 4 Mw
z)=|— e ——x .
Yo(w) (ﬂh) Xp( o )
V dalsich krocich budeme na tuto funkci pasobit krea¢nimi operatory vyjadfenymi v z-reprezentaci, coz

vzdy povede na diferencidlni rovnici, vzdy vsak o poznani snazsi, nez by byla bezcasova Schrodingerova
rovnice pro tento ptipad.
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Na tomto misté je nutné udélat drobnou poznadmku. Obé formulace kvantové mechaniky —
prvni i druhé kvantovani — jsou zcela ekvivalentni a davaji identické vysledky. Prvni kvantovani
je vice intuitivni, protoze mame pod kontrolou hodnoty fyzikalné méfenych veli¢in. V druhém
kvantovani se nékteré operatory spatné vyjadiuji pomoci kreacnich a anihila¢nich operatori,
nicméné piiklad linedrniho harmonického oscilatoru ukézal, Ze tento postup je c¢asto vyhod-
néjsi. Navic druhé kvantovani predstavuje jakysi spojovaci mustek mezi kvantovou mechanikou
a kvantovou teorii pole.

Fermiony a bosony

V predchozich dilech jsme jiz zavedli pojem spinu ¢astice. Presto jsme prozatim nevidéli
zadny velky rozdil mezi stavem popisujicim ¢éstici se spinem 1/2 ¢ 1. Fundamentdlni rozdil
zde vSak je a souvisi se vztahem mezi spinem a statistikou. Ten Fika, ze Castice s polociselnym
spinem — nazyvame je fermiony — se mohou nachazet pouze v antisymetrickych stavech. Naopak
bosony, coz jsou &astice s celodiselngm spinem, mohou byt pouze v symetrickych stavech.'®
Hned to vysvétlime na dvoucasticovém prikladu.

Méjme dvé éastice, které samostatné popiSeme pomoci stavovych vektort |¢1), resp. |¢2).
Pokud tyto c¢astice popisujeme dohromady jako dvoucasticovy systém, pak zavedeme vektor

[Y1,92) = 1) |92) -

Analogickou situaci jsme uz zazili pfi skladéni impulsmomentt. Pokud jsou &astice stejné*
a navzajem je vyménime, miZe se zménit jen faze vlnové funkce, nebot jeji absolutni hodnota,
kterd urcuje hustotu pravdépodobnosti a vysledky experimentii, musi zlstat stejna.

|tha, 1) = €'¥|eb1,1ha) .

v vz

P1i opétovné vymeéné ¢astic se faze znovu zméni o ¢, ale musime dostat ptivodni vlnovou funkci,
takze plati €'Y = 1, a tedy jsou jediné dvé moznosti ¥ = +1. Kladné znaménko odpovida
bosontum, zadporné fermionim

fermiony |¢2,91) = —[1,¢2), bosony [¢2,91) = |11, %2) .

Obecné pfi prohozeni dvou stejnych fermiond se zméni znaménko vlnové funkce, u bosont ne.
Toto vede k naprosto zasadnimu tvrzeni. Zvolme ted |1) = |¢2) = |¢), tj. obé Eastice jsou
ve stejném stavu. V pripadé bosonu se nic zajimavého nedéje, dvoucasticovy stav je popsan
vektorem

1, ¥2) = Y2, 1) = [¥,9).
V pripadé fermioni je situace daleko zajimavéjsi. Jednoduchou manipulaci totiz dostaneme

W’ﬂ@ = |1/}15w2> = 7|w2aw1> = *‘wﬂl’) .

Takze jako vysledek dostaneme |1, 1)) = 0. Dva fermiony se tedy nemohou nachézet ve stejném
stavu, tj. nemohou mit vSechna kvantova ¢isla stejna. Tuto zkuSenost mame jiz ze stfedoskolské

13)  Agkoliv tento teorém je pouzitelny na trovni kvantové mechaniky, jeho odvozeni vyzaduje aparat

kvantové teorie pole.
14)  Piipadem riiznych &stic se zde zabyvat nebudeme, ale tento formalismus se da rozsifit i na né.
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chemie pfi kresleni chliveckt a Sipek v elektronovych konfiguracich atomu. Sada chliveckt
predstavuje stav s konkrétni hodnotou ! a kazdy z chliveckt pak stav s dgnyrr/l\ m. Kazda
z nakreslenych Sipek pfedstavuje elektron, jenz je ve vlastnim stavu operatori L? a Ls. Elektron
m4 vSak jesté spin, jehoZ projekce na t¥eti osu miize nabyvat hodnoty +1/2. To znamen4, ze
pro pevné [ a m (tj. do kazdého chlivecku) mtizeme nakreslit dva elektrony — jeden s projekci
spinu nahoru a druhy s projekci spinu doli. Tomu také odpovidaji prislusné sipky. Proc ale
nemuzeme dvé stejné Sipky nakreslit do jednoho chlivecku? Odpovéd jsme dostali pfed chvili.
Znamenalo by to totiz, ze tyto elektrony maji naprosto shodna kvantova cisla a nachéazely by
se v uplné stejném stavu. To vSak nelze, nebot elektrony jsou fermiony. Kdyby byly bosony,
situace by byla tplné jina, v kazdém chlivecku by klidné dvé stejné $ipky byt mohly (tj. dva
bosony ve stejném stavu). A nejen dva, i milion stejnych elektront by se tam veslo. U bosont
totiz zddné omezeni neni.

Toto vie se d4 formulovat i na trovni kreaénich a anihila¢nich operatorti. Oznacme a' (1))
krea¢ni operator Castice popsané stavem |1), analogicky anihila¢ni operator je a(¢)). Potom
plati

(1, 92) = @' (1)@ (12)[0)

a rovnéz pro anihilacni operator plati stejné relace, napft.

a(2)|v1,v2) = 1) & a(y1)2) =0 pro 1) # [P2).

Vime totiz, ze plati
a' (1) @' (¥2)[0) = |1, P2) # |2, 1) = @' (=) @' (1)]0) .
Odtud vidime, ze a' (1) @' (v2) # al (v2)af ().

Vlastnosti fermiont i bosonti na trovni stavovych vektord se daji prenést i na droven
kreac¢nich a anihila¢nich operatorid. Pro bosony plati

@aw),a' @)l =1, [@aw),aw) =@ )a' ) =0.

Pro operédtory dvou stejnych &astic v riznych stavech (tzn. jsou to stejné Castice, jen maji
napf. jinou orientaci spinu ¢&i orbitalni impulsmoment) plati

[@(¥1), @' (2)] = @), a(¢2)] = [@' (¥1),a" (2)] = 0.
Vsechny tyto vztahy se daji zkondenzovat do nasledujicich
[@(41),a (Y2)] = O,y (A1), @(42)] = [@' (1), @' (¥2)] = 0,

kde dy, v, je nase staré znamé Kroneckerovo delta.
Relace pro fermiony jsou téméf stejné, jen se komutatory nahradi antikomutatory'®, coz je
zcela zasadni rozdil, tj.

{@(Wn), @ (Y2)} = Spuwe s {@Wn),@(w2)} = (@' (1)@ (v2)} = 0.

15)  Pro pfipomenuti — komutétor je definovan jako [a,b] = a-b—b-a, zatimco antikomutator {a,b} =

=a-b+b-a.
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Z téchto vztahti dostaneme ihned i naSe zjisténi, ze dvé castice se nemohou nachézet ve stejném
kvantovém stavu. Z posledni antikomutac¢ni relace mame

{@a'(w),a' ()} =a' W) (v) +a'(wia'w) =0 = [&@'Ew) =0,

pak plati
[, v) =a'(y)a’ ()[0) = [a' (¥)]*|0) = 0.

Uloha VI.S ... linedrni harmonicky oscildtor ve vnéjsim poli
Uvazujme linearni harmonicky oscilator s hamiltonidanem

= P15,
Hoy = o + M X°.
a) Urcete maticové elementy
Xinn = (m|X]|n) Pon = (m|Pln),

kde |n) (resp. |m)) jsou vektory zkonstruované v textu seridlu.
b) Vypoditejte stiedni hodnotu energie ve stavu [n) a urcete, jaka Cast této energie pochazi
od kinetického ¢lenu P2 /2M a jaké od ¢lenu potencialni energie Mw2X2/2

Vlozme cely systém do slabého homogenniho elektrického pole. Interakce se systémem je

pak popsana hamiltonidnem R R

H =-FX,

kde F je konstanta a plati H’ < Ho.

¢) Vypoditejte v prvnim fadu poruchové teorie opravu k energii n-té hladiny.

d) Reste tuto ulohu piesn& a srovnejte vysledek s poruchovym feSenim. R
Ndpovéda: Jak neporuseny hamiltonian Hy, tak i celkovy hamiltonidn H = Ho + H' jsou
transla¢né invariantni, tj. hodnota energie se nezméni, pokud operator soufadnic posuneme
o konstantni hodnotu X — X — ¢&.
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Kategorie ctvrtych rocniki

jméno skola 1234PES IV % X
Student Pilny MFF UK 4 3455 8 6 35 100 136
1. Jakub Benda G Jana Nerudy, Praha 23 -—-476 22 97 116
2. Jan Jelinek G Konstantinova Praha 2225 2 3 4 20 71 91
3. Lukds Malina G Ch. Dopplera, Praha - - - - - 0 8 69
4. Pavel Motloch G P. Bezruce, Frydek-Mistek - - - - - - 6 6 97 62
5. Tomds Tintéra G Ch. Dopplera, Praha - - - - - - - 0 98 55
6. Pavol Pseno G Ruzomberok - - - - - -6 6 96 b54
7. Ondrej Bogdr G Ludovita Stiara, Trenéin 32 -1-25 11 69 50
8. Frantisek Pribyl G Milevsko - - - - 0 49 48
9. Martin Formdnek G Uherské Hradisté - - - - - - - 0 79 42
10. Krystof Touska G J. Vrchlického, Klatovy - - - - - = = o 77 37
11. Daniel Simsa G J. Jungmanna, Litomérice - - - - - - - 0 68 32
12. Radim Pechal SPSE Roznov p. R. - - - - - - - 0 64 27
13. Tomds Bzdusek G Piestany - - - - - - - 0 100 23
14. Michal Pavelka G Strakonice - - - - - - - 0 48 21
15. Jakub Hromddka G Frydlant nad Ostravici - - - - - - - o 79 19
16. Petr Sdcha G Tachov - - - - - - - 0 60 15
17. Ales Pilgr - - - - - - - 0 83 10
18. Hana Jirkd G Terezy Novékové, Brno - - - - - - - 0 58 7
19. Martin Judiny G Ludovita Sttra, Trenéin - - - - - - - 0 42 5
20. Matyds Rehdk G Nymburk - - - - - - - 0 36 4
21.—22. Pavel Kunsta G Milevsko - - - - - - - 0 25 2
Jaroslava Lavkovd G Poprad - - - - - - = 0 22 2
Kategorie prvnich rocniki
jméno skola 1234PES IV % X
Student Pilny MFF UK 4 3455 8 6 35 100 136
1. Petr Cagas G Lesni ¢tvrt, Zlin 2342 46 2 23 56 67
2. Jdn Bogar G Ludovita Sttra, Trendin 4 2 -1 3 4 - 14 61 60
3. Jana Bazovd G Ludovita Stara, Tren¢in - - - - -6 6 69 38
4. Tereza Steinhartova G J. K. Tyla, Hradec Krélové 225147 21 72 21
5. Tereza Jerdabkovd SPS a SOU Letohrad - 6 - 6 67 14
6. Simona Lankovd G Havli¢ckuv Brod - - - - - = - 0 28 5
7.—8. Lumir Gago SPS Hronov - - - = - - - 0 67 4
Tomads Kohlschtter SPS Hronov - - - - - - - 0 40 4
9. Vojtéch Mrdzek G Milevsko - - - = - - - 0 50 2

27



Fyzikalni korespondené¢ni seminai UK MFF

roénik XX

¢islo 6/7

Kategorie tretich rocniku

jméno skola 1234PES IV % X

Student Pilny MFF UK 4 3 45 5 8 6 35 100 136

1. Dalimil Mazac¢ G Jana Keplera, Praha - - -5 - -6 11 91 102

2. Jan Hermann G Cesky Krumlov 2 - -5 - - - 7 80 69

3. Helena Svobodovad G Ch. Dopplera, Praha - - - - - - 0 82 64

4. Lukas Ledvina PCG Karlovy Vary - - = - - = - 0 82 59

5. Marek Necada G Jihlava - - - = - - - 0 88 58

6. Airidas Korolkovas 3334 - - — 13 8 39

7. Pavel Trudi¢ SPS Hronov -31- - - - 4 73 38

8. Jakub Michalek - - - - - 0 90 35

9. Petr Sedivy G Dasicka, Pardubice 1 3 - 0 - - 4 43 33

10. Zdenék Vais G Boskovice 2 - -2 1 6 - 11 64 28

11.-12. Tomds Talanda G Tisnov - - - = - - - 0 75 24

Jan Valdsek G Ch. Dopplera, Praha - - - - - - 0 73 24

13. Juraj Hartman Jirdskovo G Nachod 21 -2 - - - 5 61 23

14. Lucie Pospisilovd G Matyéase Lercha, Brno - - - - - 0 88 22

15.-16. Jakub Marian G Litomértickd Praha - - - = - - - 0 52 12

Pavel Motal SPS a SOU Kufim - - - - - - - 0 28 12

17. Iva Kocourkovd G nam. TGM, Zlin - - - - - - 0o 73 11
Kategorie druhych rocniki

jméno skola 1234PES IV % X

Student Pilny MFF UK 4 3 45 5 8 6 35 100 136

1. Helena Paschkeovd G Terezy Novakové, Brno 23 -2 2 6 - 15 57 63

2. Lukds Cimpl G Frenstat pod Radhostém 212206 - 13 51 55

3. Michael Hakl G Ch. Dopplera, Praha 21313 3 - 13 49 49

4. Martin Vyska G Nad Aleji, Praha - - - - - - - 0 94 48

5. Peter Vanya G Ludovita Stara, Trenéin 2 - =21 5 - 10 46 45

6. Katarina Bazovad G Ludovita Stara, Trenéin 32 - - -5 — 10 69 35

7. Zuzana Chlebounovda G M. Kopernika, Bilovec - -—-116 - 8 67 33

8. Alzbéta Pechovd SPSS Vsetin -1 307 - 11 62 31

9. Jana Figulova G TLudovita Sttra, Trenéin 2 2 - 1 6 — 11 52 25

10. Michal Maizner G Zilina - Vl¢ince 2 2 4 4 7T - 21 72 21

11. Dana Suchomelovd G Ludovita Stara, Trenéin - - - - - - - 0o 75 18

12. Jan Sedek SPS Hronov - - - - - 0 69 11

13. Lenka Bendovd G Ludovita Stara, Trenéin - - - - = = = 0 83 10

14. Radek Kticek G Décin - - - - - 0 45 9

15. Jan Hylmar SSS vyp. techniky Praha 23 -03 - - 8 47 8

16. Dmytro Mishchuk SPS Hronov - - - - - - = 0 22 6

17.—18. Petr Motloch G P. Bezruce, Frydek-Mistek - - - - - - - 0 100 3

Richard Polma G Mlad4a Boleslav - - - - - - = 0 43 3

Fyzikalni koresponden¢ni semindf je organizovan studenty UK MFF. Je zastiesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiki a fyziku.
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