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Mili resitelé!

Dostavate do rukou autorskd feseni prvni série tiloh spole¢né se svymi opravenymi tilohami.
Ve vzorovych feSenich se nejen dozvite, jak mélo vypadat feSeni spravné, ale i jaké jste délali
nejcastéji chyby apod. S jakymikoliv dotazy ¢i nesrovnalostmi se mizete obratit na opravovatele
uloh, jejichz e-maily jsou uvedeny pod pfislusnym vzorovym feSenim.

Na konci brozury najdete vysledkovou listinu po jednotlivych ro¢nicich. U Studenta Pilného
je napsan plny pocet bodi za pfislusné ulohy. Pokud jste dostali bodl vice nez on, znamené
to, Ze se vase FeSeni opravovateli libilo natolik, ze vam udélil prémii. Ve sloupci oznac¢eném ,I“
je uveden soudet bodt za prvni sérii, ve sloupci ,,%* procentuélni zisk z tiloh, které jste letos
poslali. A ve sloupci poslednim je uveden celkovy pocet bodi ziskany za aktuélni ro¢nik.

Déle bychom chtéli pozadat ty, ktefi ndm letos jesté neposlali Feseni Zadné tlohy,
a presto chté&ji dale dostavat nova zadani a vzorova FeSeni, aby nam napsali dopis ¢i
mail. Pokud tak neucini, dalsi postu jiz od nas letos dostavat nebudou.

Vasi organizatori

Zadani lll. série

Termin odeslani: 21. ledna 2008

Uloha III.1 ... Angli¢ani a Skoti

Mlady Malcolm MacDonald ze Skotska odjel studovat na univerzitu v Oxfordu.

Maminka se ho po prvnim mésici pobytu na kolejich taze po telefonu: , Tak co, jak to jde? Co
skola? Co koleje?*

,Skola je v pohodg, ale koleje moc ne. Ti Angli¢ani jsou neskute¢né hluéni lidé. Na pokoji vlevo
ode mé porad nékdo mlati hlavou do zdi, napravo zase nékdo celou noc fve a jeci.”

»Chudacku. A jak to zvladas s témi hluénymi Anglany?*

»Nic si z toho nedélam. Jen tak tiSe stojim v pokoji a hraju si na dudy.”

Predmétem této ulohy je, abyste odhadli, jak by se zménila rychlost rotace Zemé, kdyby
Anglicani a Skoti zacali jezdit vpravo misto vlevo.

Uloha III.2 ... vytah aZ do nebe
Urcete, jaké fyzikalni vlastnosti musi mit material zavésného lana vytahu, ktery spojuje
povrch Zemé a obéznou geostaciondrni drahu. Je viibec takovy material na Zemi dostupny?

Uloha III.3 ... hopsdni po naklonéné roviné
Malou kulicku hodime vodorovné na naklonénou rovinu.
Kulicka po ni zacne poskakovat a po N odrazech dopadne

kolmo k povrchu naklonéné roviny (viz obr. 1). Jaky je thel « @
naklonéné roviny? Predpokladejte, Ze se kulicka odrazi doko- Obr. 1. Priklad trajektorie
nale pruzné, rotaci kulicky neuvazujte. kuli¢ky pro N =4
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Uloha III.4 ... &dstice na poli

Meéjme elektrostatické pole neménné v ¢ase. Do toho pole vkladame na stejné misto nabitou
Castici s nulovou pocatecni rychlosti. Peclivé sledujeme, jak se ¢astice pohybuje, a zazname-
navame si jeji trajektorii. A co nas prekvapi — trajektorie ¢astice nezavisi na jeji hmotnosti.
Dokazete to vysvétlit?

Uloha III. P ... priliv a odliv

Priliv a odliv jsou zptsobeny slapovymi silami, tj. pfedevsim gravitacni silou Mésice. Priliv
se opakuje kazdych 12 hodin a 25 minut, nicméné na zemékouli pozorujeme vzdy dva piilivy
na opacnych stranach zemeékoule. Tzn. jeden priliv obéhne Zemi za dvojnasobek doby, tj. asi
25 hodin. Tudiz na rovniku o délce 40000km se pfiliv musi pohybovat ptiblizné rychlosti
40000/25km/h = 1600 km/h. To je dokonce vice nez rychlost zvuku ve vzduchu.

Ze zkuSenosti vSak vime, Zze voda v mofi touto rychlosti neproudi, nebot lodé ndm vozi ba-
nany z Kostariky atd. Je tedy néjaka chyba ve vypoctu, nebo je potfeba vysledek interpretovat
jinak?

Uloha III1. E ... zkoumame pohyb Slunce

Zméfte co nejpresnéji vysku Slunce nad obzorem v pravé poledne a dobu od vychodu stfedu
slune¢niho disku do jeho zapadu. Odvazlivci se mohou pokusit vypocitat teoretickou délku dne
a hodnoty srovnat a okomentovat pfipadny nesoulad.
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Reseni |. série

Uloha I.1 ... mihdni krajiny (38 body; primér 2,46; vesilo 56 studenti)

Prozkoumejte skutecnost, ze se pii pohledu z jedouciho vlaku vzdélenéjsi objekty na hori-
zontu zdanlivé pohybuji po okné pomaleji, zatimco sloupy u trati se jen tak mihnou. Jak zavisi
tato zdanliva rychlost pohybu krajiny na jeji vzdalenosti od cestujici vefejnosti?

Cestou domu napadla tuloha Tomdse Jirotku.

Nejprve je dilezité si uvédomit, ze pii sledovani
svého okoli pozorujeme whlové veli¢iny (zorny Ghel,
uhlova rychlost, Ghlové zrychleni...). Uvazujme
nyni situaci jedouciho vlaku v soustavé spojené
s vlakem. Vlak tedy stoji (zanedbavame drobné vy-
chylovani jednotlivych vozi) a jeho okoli se pohy-

v VAt objekt

A

buje rychlosti v. Sledujeme objekt ve vzdalenosti [, =

ktery se vici nam pohybuje rychlosti v. Uhel, ktery vagén vlaku

svira vektor rychlosti se spojnici vlaku s objektem,

ozna¢me «. Pro thlovou rychlost objektu na ob- Obr. 2. Zdanlivy pohyb krajiny

zoru poté dostavame vztah

_ % _ 1 arct vAtsin o
YTAL T A &\ I " vAtcosa ’

Jelikoz se pii pohybu obecné tihel mezi rychlosti a spojnici méni, musime uvazovat neko-
neéné malé casové useky, proto v limité dostavame

w— lim 1 arct vAtsin « _ vsina
T At—0 At 8\l "vAtcosa )| = 1

Zde jiz vidime hledanou zavislost, zdanliva rychlost objektt je nepfimo timérna vzdalenosti

od cestujici vefejnosti. V obecném pfipadé je téZ tmérna sinu thlu mezi vektorem rychlosti
jnici teli laku. . .

a spojnici s pozorovateli ve vlaku Lukds Malina

lukasm@fykos.mff.cuni.cz

Uloha I.2 ... zachrarite bublinu (5 bodi; primér 2,08; vesilo 38 studentii)

Batyskaf Trieste se ponofil do velké hloubky Marianského piikopu a vypustil bublinu, ktera
zacala stoupat. Jakou rychlosti bude stoupat? Bude se tato rychlost ménit? Za jaky c¢as vy-
stoupd az na hladinu? Jak velka je nejrychlejsi bublina?

Z hloubt duse vybublalo Janovi Lalinskemu.

Vypusténou bublinu o objemu V' zZene nahoru vztlakova sila Fy, = Vpxg a proti ni ptsobi
odpor prostiedi spolu s tthou Fg. Pro odporovou silu pouzijeme Newtonuv vztah

Fodp = %CSQkWQ .
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Bublinka brzdénd touto silou dosdhne velice brzy ustdlené rychlosti dané (pro jeji okamzité
rozméry) rovnovahou

Fodp+FG :FVZ7
%CSQkUQ +nMmg = Voxg,

kde n znaéime ldtkové mnozstvi a My, molarni hmotnost vzduchu (= 29 g/mol).

Neni zadnym prekvapenim, ze velikost bubliny se bude béhem stoupani ménit, protoze se
méni okolni tlak. Vztah mezi tlakem a hustotou (objemem) néjaké latky popisuje jeji stavova
rovnice. V extrémnich podminkidch Maridnského pfikopu musime pouzit van der Waalsovu
rovnici, protoze vzduch, byt daleko za kritickym bodem, tu ztraci vlastnosti idedlniho plynu.

Plati (era (%)2) , (% 719) = RT,

kde a = 0,14 J-m®mol™2 a b = 3,64 - 107> m® mol~*. Tlak p v hloubce k je p(h) = hoxg+ Patm,
nicméné atmosféricky tlak lze bez obav zanedbat (chyba timto zanedbanim zptsobena je v fadu
desitek sekund).

Chtéli bychom nyni ze stavové rovnice vyjadrit V jako funkci hloubky h, coz je dost obtizné,
a hlavné vysledek by byl kvili slozitosti dale nepouzitelny. Neudélame ovsem velkou chybu,
kdy? ¢len a(n/V)? prohlasime za mnohem mensi nez p a z nasich tivah ho vypustime. Zarovei
predpokladame, ze teplota bubliny T bude konstantni a rovna ptiblizné 4 °C, kterou ocekavame
v takovych hloubkach (je to teplota nejhustsi vody). Pak

RT
V =nb <1 + bhorg ) = nbv(h),

kde jsme pro usporu mista zavedli funkci hloubky v(h).

Dalsi problém je otazka tvaru bubliny. V literatufe® se lze doéist?, Ze malé bublinky zacho-
vavaji priblizné kulovy tvar, zatimco vétsi bubliny se mohou rtizné protahovat ¢i zplostovat
v zavislosti na rychlosti obtékani. Také samotné stoupani se nedé€je po primce, nybrz po spirale.
My tu uvazujeme kulovou bublinu stoupajici pfimo vzhiru. Pak je C' = 0,48 a pfi¢ny prufez
bubliny je roven

) v \2/3 9
S=mnr‘=m (4—) = ¢/ —mn2b2v2(h).
3T 16
Ustéalend rychlost stoupani tak (z vySe uvedené rovnovahy sil) vychazi

[ 2g \/7\/121/
90.C o/ov(h

Protoze se rychlost s hloubkou méni, ¢as neziskdme jinak nez integraci casového elementu
dt = dh/v(h) pfes vSechny hloubky od H = 11km az k hladiné. Tudiz

9w 930362 Yv(h)

t=
128n /b Qk_

1) http://www.mae.cornell.edu/mingming/RecentResearch/3Dtracking/PF02.pdf
2) Nektefi to odpozorovali v bazénu jako Zuzka Doéekalovd.
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Tento integral ndm staci vypocitat numericky, coz zvladne i lepsi kalkulacka, natozpak Cte-
nar letosniho seridlu, a vydcislime-li i ostatni konstanty (hustotu mofské vody bereme px =
= 1050kg-m~?), dostaneme

t= £~104 s-mol*/® .
n
0 T T T 7 T
-2+ R .
_4 B N /, ,) N
£l g
< —6r p .
-8 ',,’:’ g -
,,;’,‘:’/ van der Waalsova rovnice
10 L Zjednodusena VdW rovnice (a = 0) ------- ]
B Rovnice pro idelni plyn (a My =0) -~ --
I I I I
0 50 100 150 200

t [min]
Obr. 3. Graf zavislosti h(t) pro jednomolovou bublinku

Jednomolova bublina (pokud se po cesté nerozpadne) vyplave asi za 3 hodiny. Vétsi bublina
poplave rychleji, mensi pomaleji. Na pfilozeném grafu je vynesena zavislosti okamzité hloubky
bublinky na ¢ase podle ruznych stupmi pfiblizeni pfi feSeni této tlohy. Pokud bychom pouzili
stavovou rovnici idealnfho plynu a neuvazovali hmotnost vzduchu (pro¢?), dostali bychom
asi 2,5hodiny. Naopak pokud bychom postupovali podle nezjednodusené van der Waalsovy
rovnice, ¢as vystupu bubliny by se oproti uvedenému vypoctu pfiblizné o pil hodiny protahl.
V kazdém pripadé jsme ziskali jen dolni odhad ¢asu; netusime, po jaké trajektorii bublinka ve
skutec¢nosti poplave.

Jedna poznamka na zévér. Mnoho z vas pouzilo Stokestv viskézni odpor, tj. Foap = 6nnro,
pak by ovSem ustalend rychlost bubliny byla pfilis velkd na zachovani laminarniho obtékani.
Takovy pohyb musi vyvolat turbulence, které bere v ttvahu pravé Newtoniv vztah pro turbu-

lentni odpor. Jakub Benda
jakub@fykos.mff.cuni.cz

Uloha 1.3 ... vaZime si Slunce (4 body; primér 3,08; vesilo 38 studentd)
Navrhnéte nékolik metod ke stanoveni (odhadu) hmotnosti Slunce, dostatecné je vysvétlete
a vypoctéte podle nich hmotnost nasi nejblizsi hvézdy.
K zahrati mozku do nového roéniku FYKOSu zadal Pavel Brom.

Hmotnost Slunce ur¢ime nejsnaze z pozorovani gravitacniho ptisobeni Slunce na jeho obé&z-
nice. Jelikoz vétsina z vas dokaze odvodit treti Kepleriv zakon pro pohyb po kruznici, ukadzeme
si, Ze stejné plati i pro pohyb po elipse, a nakonec uré¢ime samotnou hmotnost Slunce. V celém
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feSeni budeme znacit hmotnost Slunce M a hmotnost hmotného bodu kolem Slunce obihajiciho
pak m.

Oznaéme si plosnou rychlost vy, periodu obéhu T'. Plocha elipsy je rovna wab (a je velikost
hlavni poloosy, b pak velikost vedlejsi). Z vyznamu plosné rychlosti pak vyplyva, ze

vpT = wab. (1)

Potfebujeme vyjadrit plosnou rychlost. Moment hybnosti L hmotného bodu vzhledem ke
stfedu centralni sily (Slunci) je konstantni (moment sily jakozto vektorovy souéin dvou rov-
nobéznych vektord je nulovy a zaroven je éasovou derivaci momentu hybnosti), tedy i jeho
velikost L = rmusin a (o znaéi thel mezi vektory r a v). Vyraz rvsin a/2 je konstantni a od-
povida plosné rychlosti vp. Spojenim poslednich dvou rovnic dostavame 2. Keplertv zékon,

tedy Ze plo$na rychlost I

U = 2m

je konstantni. Po dosazeni do rovnice (1) ziskdme

LT = 2nwmab. (2)

Elipsa, po které téleso obiha, se da zapsat v polarnich souradnicich takto

p

r(e) = 1+ecos(p—k)’

Geometricky vyznam p je pomér mezi ¢tvercem velikosti malé poloosy a velikosti velké poloosy.
Fyzikalni vyznam je vSak jesté jiny, nicméné jeho kompletni odvozeni sahd za rdmec tohoto
vykladu®. Jedna se o vztah

12
P=GmeM
Ze zminénych vyznamu p plyne, ze
b2
L? = —Gm’M.

a

Zbyva uz jen dosadit do vztahu (2) a rovnici upravit na kone¢ny tvar

12 _ 4r?
a3 GM’
Pro hmotnost Slunce plati
4r? a3
M=——
G T2

a stac¢i jiz dosadit pfislusnou periodu obéhu a velikost hlavni poloosy. Jelikoz se nemusime
omezovat na planety obihajici ptiblizné po kruznicich, pocitejme s Halleyovou kometou. Doba
jednoho obé&hu je 75,3roku, jeji hlavni poloosa pak 17,3 AU. Po pievedeni na jednotky SI
a dosazeni vychazi hmotnost Slunce

M =1,98-10*kg.

3) Zajemcim jej samoziejmé muzeme zaslat (vychdzi ze zédkona zachovani mechanické energie), pii-

padné je uvedeno naptiklad v Havrankové Klasické mechanice I., kapitola 4.3.

6
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Navrhovali jste mnohé dalsi metody, od téch jednodussich vyuzivajicich hustotu a objem,
pres volné pady az po relativistické efekty. Nevyhodou vétsiny metod je jejich naprosta nepro-
veditelnost, a i proto se jako nejlepsi metoda jevi vyse uvedena. Nicméné jsme uvitali vsechny

vase navrhy a zadny neztstal neohodnocen. Krystof Touska

krystof@fykos.mff.cuni.cz

Uloha 1.4 ... zachrarite pivo (4 body; primér 3,14; vesilo 44 studenti)

Nakladni automobil jedouci rychlosti v veze lahve piva. Ridi¢ si ndhle v$iml, Ze po ujeti
vzdalenosti d ho ¢eka nebezpecna zatacka, ktera ma polomeér R. Vzijte se do Fidice a vymys-
lete, jakou taktiku zvolit pii brzdéni, jestlize pocet rozbitych lahvi piva je umérny nejvétsimu
zrychleni a vy jich chcete rozbit co nejméné. Zbytek piv mizete za odménu vypit.

Vymyslel Marek Pechal pri jizdé narvanou 112kou.

KedZe nie kazdy mé rad pivo, Glohu si rychlo zredukujeme na hladanie pohybu automobilu
takého, aby maximéalne zrychlenie pocas tohto pohybu bolo ¢o najmensie. Mame pevne zadant
trajektériu pohybu r(s) a pociatoénii velkost rychlosti v. Ulohou teda je najst funkciu prejdenej
drahy s(t) v zavislosti na Gase tak, aby jej derivdcia (¢o je velkost rychlosti) v poéiatoénom
¢ase to = 0 bola rychlost v, teda s’(0) = v, dalej takd, ze s(0) = 0 (to si tiez volime), a nakoniec,
¢o je najdolezitejsie, aby maximaéalne zrychlenie auta pocas pohybu bolo ¢o najmensie.

Je potrebné si uvedomit, Ze s’/ (t) nie je vSeobecne zrychlenie pohybu. Pre¢o? Funkcia s(t)
pohyb plne neurcuje. Je to len funkcia prejdenej drdhy a nehovori ni¢ o ,tvare“ trajektorie.
Preto ani nemo6zme cakat, ze z nej dokdzeme vypocitat
zrychlenie, kedze zrychlenie je tak velmi zavislé préave na
tvare trajektorie. Vsak si len predstavte odstrediva silu,
ktord na vas posobi v autobuse v zatacke a ktora vas
mozno neraz zhodila na zem, a prave ta je dosledkom
zrychlenia spésobeného nie tym, Ze autobusar $lapol na
plyn, ale tym, Ze skrutil volant! Zrychlenie je tak isto ako
poloha ¢i rychlost vektor a dostaneme ho tak, Ze dva krat

Lo

Obr. 4. Rychlost a zrychlent zderivujeme polohovy vektor ako funkciu éasu. Cize
hmotného bodu _ & B M
A2 A2

Ak tak spravite (pri¢om vyuzijete, Ze poznéte ,polomer otac¢ania®) a vyjadrite si velkost tohto
vektora, dostanete celkom zrejmy vztah

a= \/s”z(t) + (Sli(t)f ()

ktory vyjadruje fakt, Ze zrychlenie mé vo vSseobecnom pripade dve zlozky — tzv. te¢né zrychle-
nie, vyjadrujice to, ¢i autobusar Slapol na plyn (¢i na brzdu), a normélova zlozku, stvisiacu
s pohybom po zakrivenej trajektorii. V nasom pripade je v prvej ¢asti pohybu, ked sa blizime
k zékrute po rovnej ceste, druhy ¢len nulovy (r ide k nekone¢nu) a naopak, ak sa pohybujeme
rovnomerne po kruznici, tak vztah (3) d4 znamy vzorec pre dostredivé zrychlenie (s polomerom
otacania r).

Vratme sa vSak k tlohe. Ak sa na tlohu pozerame viac matematicky, moze sa ndm javit ako
nelahkd — hladdme funkciu s(t), ktord je oproti inym funkcidm z celej skaly funkeii v nieCom

7
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lepsia — ak poc¢itame zrychlenie jednoducho dosadenim do vzorca (3) a nakoniec ndjdeme to
maximalne, tak je vzdy mensie ako keby sme zobrali hociktort int funkciu. Ako takito tlohu
riesit?

V zasade pojde o to, Ze sice hladat jednu najlepsiu funkciu je tazké, ale povedat o funkcii,
Ze najlepSou nie je, az také nemozné nebude, kedze stac¢i ndjst Tubovolnt funkciu, ktora je
lepSia! Zoberme si teda na musku skupiny funkcii s nejakou vlastnostou a snad sa ndm podari
v kazdej skupine vylucit ¢o najviac funkcii a tloha sa potom moze znacne zjednodusit.

Ak by sa auto pohybovalo tak, ze dorazi k zatacke s nejakou rychlostou vg < v, tak
tvrdime, Zze nemédze byt vyhodnejsi pohyb ako ten, ked vodi¢ v zatacke (s > d) neslape na
plyn a nebrzdi, teda s”(t) = 0, a ked od pociatku az po zadiatok zatacky (0 < s < d) sa vodi¢
pohybuje s rovnhomernym zrychlenim. Vzorec (3) ndm potom uréi velkost zrychlenia v zatacke
az = v3/R a pred zatackou® a; = (v* — v)/2d. Preco neexistuje lepsi pohyb pri danom vo?

Ak by vodié¢ niekde v zatacke dupol na plyn (alebo pribrzdil), tak v tomto okamihu bude
pred zatackou: Ak by sa vodi¢ rozhodol, Ze bude spomalovat so zrychlenim nutne mensim
ako a1, tak sa mu zjavne nepodari dobrzdit na rjchlost vy na zaciatku zatacky. Bolo by to
Este osetrime patologicky priklad, Zze by vodi¢ pred zatackou svoju rychlost zvysil, tj. dupol na
plyn. V tomto pripade je tplne zjavné, ze ak by sa vodi¢ nakoniec umudril a zac¢al brzdit (znova
so zrychlenim mensim ¢&i rovnym a1), tak by to uz neubrzdil. Takze vdaka tymto Gvahdm sme
dosli k zaveru, ze pohyb, kde vodi¢ najskoér rovnomerne spomaluje a v zatacke nerobi ni¢, da pri
danom vo najmensie maximalne zrychlenie z celej skaly réznych pohybov jednak v prvej casti
pohybu do zatacky, ako aj v zatacke. To ale znamenad, Ze naozaj neexistuje pohyb, pri ktorom
by vodi¢ dosiahol mensie maximélne zrychlenie pocas celého pohybu a zaroven do zatacky
vosiel rychlostou vg. Keby ndhodou taky existoval, tak by nutne jeho maximélne zrychlenie
muselo byt mensie ako jedno zo zrychleni a1 a az a teda i oba maximdlne zrychlenia tohto
pohybu v casti do zdtacky a v zdtacke by museli byt mensie ako aspon jedno z a1 a a2, ¢o ale
nastat nemoze.

Existuje nejaka rychlost, s ktorou ked rozumne vojdeme do zitacky, takd, ze pri vSetkych
ostatnych moznych rychlostiach bude maximalne zrychlenie zodpovedajice danému pohybu
vzdy vicsie? Odpoved mozme najst celkom lahko, kedZe pre kazd vy vieme najst prislichajace
minimalne maximélne zrychlenie, ktoré vieme dosiahntf. Toto zrychlenie je prave to vicsie ¢islo
z a1 a az. ESte raz si napiSme, ¢omu sa tieto zrychlenia rovnaju

(U2 — ’U%) 4y — @
2d R

a; =

Vsimnime si, ze a1 pre vo idice od 0 po v klesd az dosiahne nulu a a2 naopak z nuly stupa

Vo =V R
° =" R12d-

To sa ale moézme len a len tesit! Nasli sme dokonca préve jeden pohyb, ktory je lepsi ako vSetky
ostatné. Len samozrejme ak uvazujeme, ze auto do zakruty vobec dorazi dokonca s rychlos-

Rovnost zrychleni nastane pre

4) Kedze sa zrychluje rovnomerne a zrychli sa z rychlosti v na vg, priemerna rychlost bude (v+wo0)/2,
¢ize drahu d prejde za ¢as t = 2d/(v+vp) a zrychlenie uz lahko dopocitame zo vzorca (3), tj. a1 = |s”|.
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tou vy < v. No tychto pripadov sa zbavime uz lahko. Ak by auto dorazilo do zatacky s rych-
lostou vg > v, lahko sa presved¢ime, Ze jeho zrychlenie v zatacke bude uréite vicsie ako as
v pripade nasho najdeného pohybu. Podobne ak do zatacky vobec nedorazi, tak urcite niekde
vo vzdialenosti s < d od zaciatku zastane. Zrejme by mohol svoje spomalovanie trocha zmier-
nit takym spdsobom, Ze by zabrzdil presne na zaciatku zatacky. No to sme uz ve vySetrenom
pripade, o ktorom vieme, Ze existuje lepsi.

Takze kone¢ne modzme prehlasit, Ze pohyb taky, Ze vodi¢ rovnomerne spomaluje so zrych-

lenim )
v

“TR+ad
a v zatacke udrziava zodpovedajicu rychlost konstantni, sposobi najmensie maximalne zrych-
lenie zo vSetkych moznych pohybov.

Ulohu sme samozrejme mohli riesit viacej intuitivne (no i teraz sme sa niekedy na intuiciu
spoliehali) a mozno niektoré veci tolko neodévodiiovat, ale chceli sme byt poriadnej$i a pri
nasSich dékazoch i matematickejsi. To, ¢i sa ndm to podarilo a ¢i to malo vyznam ponechame
zhodnotit vam.

Pavol PsSeno
semo@fykos.mff.cuni.cz

Uloha I.P ... orosend odména aneb at vam kozel neutede (/4 body; primér 2,56; vesilo
32 studenti)

Chovate neposlusného kozla, jehoz oblibou je preskakovat plot k sousedim. Nahanéni kozla
uz mate pokrk, proto jste nakoupili vyssi pletivo, kterym chcete sviij pozemek nové oplotit.
Misto, kde ma plot stat, je ve svahu, a tak je situace trochu komplikovanéjsi. Vy si ale jisté
poradite. Pod jakym thlem plot vzhledem ke svahu postavit tak, aby bylo pro kozla co mozna
nejobtiznéjsi jej preskocit?

Napadlo Honzu Prachare na navstéveé pribuznych majicich podobny problém.

Pro jednoduchost uvazujme, Ze kozel je hmotny bod a preskofenim plotu myslime, ze
prekona krajni bod plotu. Kozel taktéz nemtize po plotu 1ézt, byt by to ve skutec¢nosti mohlo
byt mozné.

V zadéni neni jasné fecené, jak pozemek vypadd a jak je situovan. Budeme predpokladat,
ze ohrada je obdélnikova a celd lezi ve svahu o sklonu ¢. Kozel si tedy miize vybrat, jestli
preskoCi tu ¢ast ohrazeni, ktera lezi ve vrstevnici, nebo se pokusi zdolat ohradu kolmou na
vrstevnici. Se stranami plotu vystavénymi kolmo na vrstevnice nebudeme mit velkou préci.
Kozel se k nim blizi po roving, tudiz mame pfipad znamy z bézné praxe. Jak postavit plot,
pouzili jakykoliv jiny thel, jen by se snizila celkova vyska plotu, coz by kozlovi pomohlo.

Zaméime se nyni na spodni okraj ohrady. Na kozla plisobi jedina sila — tihovéa sila. Toto
pusobeni muzeme snadno rozlozit do dvou smért, te¢ného (rovnobézného se svahem)

F, =mgsinp

a normalového (kolmého na svah)
F, =mgcosyp.

Diky piisobeni téchto sil se kozlovi zda, jakoby ho néco popostrkovalo dopfedu a také trochu
nadleh¢ovalo (coz je pfesné ten pocit, ktery zazijete, kdyz si stoupnete do svahu se zavdzanyma

9
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o¢ima). Teén4 sila kozlovi viibec nevadi, ba naopak, je to ta sila, kterd mu pomaha se pofadné
rozbéhnout. Jediné, co musi ve skutecnosti pfekonavat je normalova slozka tihové sily. Nejhtire
si proto povede, pokud bude donucen preskakovat prekazku, kterda ma vrchol co nejdéle od
roviny svahu. Touto tvahou jsme prevedli pfiklad na pfipad plotu v roviné a uz vime, ze
odpovéd zni stavét kolmo, ale tentokrat kolmo ke svahu.

Pro plot na horni strané pozemku plati stejnd tivaha. Akorat pro chudaka kozla se zde
situace komplikuje te¢nou slozkou tihové sily, kterd mu ted nepomdha, ale brzdi ho.

Je zajimavé, ze takto se ve skutecnosti ploty nestavéji. Na plot, ktery je kolmy ke svahu,
pusobi totiz nenulovy moment tihové sily a bez opér zespodu by jisté brzy spadl. Navic pokud
by byl svah dostate¢né prudky, nas kozel by plot klidné mohl prelézt.

Vétsina fesitelu se pokousela k problému pristoupit z matematického hlediska a vypocitat
thel mezi plotem a svahem. Spravnym pristupem je vyjadfit si rovnici ochranné paraboly (tedy
kiivky, kterd udava, kam viude se mizeme s danou pocateéni rychlosti dostat) a hledat misto,
kde ma te¢na k této parabole stejny sklon jako svah. Tento pfistup jisté vede k cili, ale u této

ulohy je mozna az zbytecné komplikovany. Martin Formdnek

martin@fykos.mff.cuni.cz

Uloha 1. E ... ulovte si hlemy#dé& (7 bodi; primér 4,09; tesilo 23 studentii)

Zmérite, jaky nejpomalejsi pohyb je schopné zaregistrovat lidské oko. Konkrétné mérte
nejmensi okamzitou thlovou rychlost vybraného objektu vzhledem k nehybnému pozadi, kterou
vase neustale oteviené oko dokaze zpozorovat béhem doby maximalné 5 s.

Par tipt na pomalé pohyby: plazeni hlemyzdé, pohyb Slunce vii¢i obzoru pfi zapadu, otaceni
hodinovych rucicek, rist rostlin, rust zivocichi, vzajemny pohyb hvézd. ..

Napadlo Honzu Prachare pri cekdni v dopravni zdcpé.

Teorie

Lidské oko je z hlediska vniméani pohybu pomérné nedokonalym piistrojem. Navic, oko
kazdého jedince je citlivé jinak, proto je cely pokus véetné vysledka velmi zavisly na subjektu
experimentatora. Kromé toho jsou rozliSovaci schopnosti zavislé také na denni dobé, aktualnim
fyzickém i dusevnim stavu apod. Déle je tfeba si uvédomit, ze ¢lovék nevnima velikosti (a tedy
ani rychlosti téles) absolutné, nybrz relativné vzhledem ke vzdalenosti od sebe. Proto budeme
nadale dusledné pouzivat pojem thlova velikost usecky, jejz budeme chéapat jako velikost thlu
sviraného paprsky spojujicimi nase oko a krajni body pozorované tusecky, a také zavedeme
termin tthlova rychlost néasledujicim vztahem

V= g ) (4)
kde v je skutecna rychlost objektu ve vztazné soustavé spojené s pozorovatelem a d je vzda-
lenost mezi nim a pozorovatelem. Pozorny c¢tenafr si jisté vSimne, ze stejnym zpisobem je
definovana thlova rychlost rovnomérného pohybu po kruznici; je tedy na misté dovysvétlit,
e zmitiovany zlomek ma velmi malou hodnotu®. V zadaném experimentu jde totiz o zméfeni
nejmensi takové rychlosti, kterou je clovék schopen zjistit, a proto si uvedenou aproximaci
pfimocarého pohybu na kruhovy mutzeme dovolit.

5) Poznamenejme, 7e tg o ~ a plati pro malé hodnoty a.
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Nyni, majice slovnic¢ek pojmi, jsme pfipraveni na teoretické vypocty. Literatura obvykle
uvadi, Ze minimalni dhel, pod kterym je ¢lovék s to rozlisit dva objekty, je wo = 60" =
= 7/10800. (Napiiklad pozorujte tecku za touto vétou z riznych vzdélenosti.) Je vSak t¥eba
podotknout, Ze tato hodnota se tyka dvou ve stejnou dobu existujicich bodi, nikoliv jednoho
se pohybujiciho. Nicméné mizeme predpokladat, ze v prvni moment si zapamatujeme polohu
objektu a na pét sekund zavieme o¢i (dle zadani). Jestlize se thlova vzdalenost mezi polohami
pfed zavienim a po otevieni o¢i bude ligit alesponi o o, pozorujeme pohyb (¢i v tomto ptipadé
spise jeho ,diskrétni model“). Neni tézké vypocitat, ze tthlova rychlost pozorovaného télesa

musi byt alespon
o1 __T

5° T 54000°
A to je pomérné malo, o ¢emz se ostatné mizeme piesvéd¢it dosazenim do vztahu (4). Berme
proto tuto hodnotu jen jako jakysi dolni odhad. Pro pozorovani skute¢ného (spojitého) pohybu
je navic dobré mit vhodné referen¢ni pozadi. Jisté ze zkusenosti vime, Ze je mnohem néaro¢né;jsi
vS§imnout si pohybu modrého ¢tverecku 1 x 1cm nad bilym papirem nez téhoz nad papirem
milimetrovym, kde méame dostateéné hustou sourfadnicovou sif.

vo 1 ~582-107°s

Priprava a provedeni experimentu

Vzhledem k vzorci (4) uvazme nasledujici bézné pohyby jako vhodné pro nase méfeni: pohyb
hvézd a planet po obloze, jizda vlakem a sledovani vzdalenych domi (na lokdlce i blizkych;
viz tloha I.1), plazeni hlemyzdé, plynulé otaceni ruc¢icek hodin apod. Kromé téchto si mizeme
sami n&jaky ,pomaly“ (ve smyslu malé dhlové rychlosti) pohyb vytvofit®. Tuto funkci splni
i obycejny program simulujici pohyb na monitoru pocitace. Nastavime tedy vhodnou rychlost
pohybu (0,29 mm-s™") néjakého vyrazného obrazce a zbytek plochy nechdme jednobarevny.
Budeme se postupné priblizovat k monitoru, dokud v pribéhu casového intervalu 5 sekund
nepozorujeme pohyb. Optiméalné provedeme nékolik méfeni s riznymi lidmi.

Tabulka vysledkd méfeni

¢islo méreni | vzdalenost chyba kvadrat chyby
1 3,87 —0,03 0,00
2 3,79 —-0,11 0,01
3 3,92 0,03 0,00
4 4,05 0,16 0,02
5 3,90 0,01 0,00
6 3,85 —0,05 0,00
7 3,67 —0,23 0,05
8 3,88 — 0,02 0,00
9 4,11 0,22 0,05
10 3,91 0,02 0,00
d= 3,90 >, (di —d)? = 0,14

7 osobni zkusenosti s timto méfenim musime ovSem priznat, ze je velmi tézké zamérit se
pouze na pohybujici se objekt a nesledovat ,,nehybné* okoli. Navic je tloha zatiZzena pomérné

6) Na tomto misté bych rad pochvalil Zuzku Chlebounovou za jeji neotiely pristroj vyuzivajici lasero-
vého ukazovatka jakozto indikatoru zmény vysky vodni hladiny.
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znacnou a tézko odhadnutelnou chybou, ktera je zptisobena velmi subjektivni metodou detekce
pohybu. Z téchto divodu je nutné brat nasledujici vysledky s rezervou a stejné tak i statistické
odchylky, kterych jsme se dopocitali.

Pro naméfené hodnoty vychéazi smérodatna odchylka pfiblizné o = 0,05 m. Maximéalni vzda-
lenost, ze které jsme jesté byli schopni rozeznat pohybujici se ¢tverecek béhem doby 5 sekund,
pak je (3,9 £0,1) m. Odtud jiz snadno vypocitdme thlovou rychlost pomoci vzorce (4)

029 .y _ 5 1
Y= 2500 £100° (7,4+0,2)-10" s,
coz je jen nepatrné vic oproti thlové rychlosti rotace Zemé (7,27 - 107° sfl). A skutecné, pfi
sledovani zapadu nasi zivotadarné hvézdy v blizkosti rovniku se ve dnech rovnodennosti kazdy
miuize presvédcCit, jak Slunce doslova ,mizi“ pfed o¢ima. Déle je patrné, Ze nas teoreticky dolni
odhad nebyl az tak Spatny, jak se na prvni pohled mohlo zdat.

Vétsina z vas, kdo jste se dobrali néjakého ¢iselného vysledku, namétila hodnoty z okoli
naseho vysledku, proto je celkem pravdépodobné, Ze je rozumné spravny.

Na zavér bych chtél upozornit na pomérné ¢astou chybu. Mnoho fesiteltt Spatné pochopilo
pojem uhlovd rychlost. Oproti nasemu pojeti jste se uchylovali k pohybu po kruZnici a obcas
i nechavali hlemyzdé krouzit po vytycené kruhové trajektorii.

Tomas Jirotka
byrot@fykos.mff.cuni.cz

Uloha 1.8 ... gravitace (6 bodi; primér 4,67; tesilo 15 studentii)

Uvazujte dvé stejné tézké hvézdy, které kolem sebe obihaji po kruznici. Po ose této kruznice
se k nim zac¢ne nahle priblizovat hvézda tieti, kterd ma na zacatku stejnou rychlost, jakou se
pohybuji hvézdy obihajici, a rovnéz sdili i jejich hmotnost. Pocitacové nasimulujte, co se bude
dit. Zadal autor seridlu Marek Pechal.

Jako autorské feseni vam podrobné predvedeme tilohu druhou vysSetfujici pohyb ti hvézd,
na které ilustrujeme i fesSeni tlohy prvni.

Na prvni pohled se miize zdat, ze neni-li konkrétné zadana hmotnost hvézd M ani polo-
mér R trajektorie obihajici dvojice, pak nejsme schopni o jejich pohybu nic kloudného fict.
Nastésti je vSak opak pravdou. Zménou hmotnosti se nezméni charakter pohybu, ale pouze
gkala jeho charakteristickych rozmért a éasu (jako bychom napt. zvétsili, resp. zmensili obraz
a pustili zdznam zpomalené, resp. zrychlené). Pokud si zavedeme bezrozmérny ¢as T a prosto-
rové privodice g, nasledujicim zptisobem

t = - r; = Rp, ,
T %M ki gl
ziskaji pohybové rovnice zvlasté jednoduchy tvar
d%p;, _ 23: e, —@;
dr2 - _p.3°
e el

v némz uz nefiguruje M ani R.
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Domluvime-li se, ze obihajici hvézdy se budou na pocatku pohybovat v roviné xy okolo
poéatku, pak po&ateéni podminky budou”

d*e
gl :(_17070)7 d’7'21 :(07_%70)7
d*e
02 = (17070)7 d’7'22 :(0,%70),
d*e
93 = (07 Oa _OO) ) dT23 = (0707 %) .

Tyto rovnice uz mizeme jednoduse fesit, mame-li k dispozici slusny program pro modelo-
vani gravita¢ni interakce téles. Stac¢i polozit hodnotu gravitacni konstanty a hmotnosti vSech
tii hvézd za jednotkové, nastavit prislusné pocatecni polohy a rychlosti a spustit simulaci.

Pascalovsky program gravitace.pas, ktery pfislusny vypocet provadi pomoci Runge-Kut-
tovy metody 4. fadu, si muzete stdhnout z webu FYKOSu. Jde o jednoduchy ,simulator
gravitace“, do kterého muzete snadno nasézet libovolny (rozumny) podet téles a pak napiiklad
pomoci gnuplotu kreslit jejich trajektorie.

Veskeré grafy ve vzorovém feseni této ulohy byly ziskdny za pomoci pravé tohoto programu.
,Vnéjsi“ hvézdu jsme pii simulaci na za¢atku posadili na osu z do vzdalenosti 1000 (bezroz-
mérnych jednotek) od pocatku. Tato vzdalenost je vzhledem k rozméram soustavy obihajicich
hvézd velmi velkd, a tak muzeme pfiblizné Fict, ze vnéjsi hvézda priletéla ,z nekonecna“.

Velikost kroku pfi FeSeni pohybovych rovnic jsme nastavili na 0,02 (bezrozmérné jednotky
¢asu). Tento krok je snad dostateéné maly — za takovou dobu opisi obihajici hvézdy ve své
rotaci thel pfiblizné 0,01 radidnu. O chybé, kterd bude zvolené hodnoté kroku odpovidat, se
vSak muzeme pouze dohadovat. Urcitou kontrolu bychom nad ni méli, pokud bychom uzili
nékterou z metod s proménnou délkou kroku. Pro tentokrat tedy jednoduse predpokladejme,
ze krok je skutecné dost maly.

P1i simulaci jsme provedli 200000 vypocetnich krokd. To pfi zvolené délce kroku dava
celkovy Casovy tusek 4000 jednotek, kterd pohodlné obsidhne dobu potiebnou pro pfibliZzeni
vnéjsi hvézdy i jeji opétovné vzdaleni do ,velké* vzdalenosti.

Jesté nez ukazeme, jak zkoumany pohyb vSech t¥i hvézd podle naseho vypoctu vypada, by
bylo dobré fict, které idaje z vypoctenych dat vlastné potifebujeme. Rozhodné totiz nemusime
zpracovavat vSech osmnact souradnic poloh a rychlosti. Diky pocatecni osové symetrii situace
se souradnice poloh a rychlosti obou obihajicich hvézd navzdjem lisi maximélné znaménkem
(z-ové soufadnice polohy a rychlosti jsou si dokonce rovny). Navic se vnéjsi hvézda zfejmé bude
pohybovat pouze na ose z (opét diky symetrii). A dale diky zdkonu zachovani hybnosti vzdy
miuZzeme urcit z-ové souradnice polohy a rychlosti obihajicich hvézd, zndme-li z-ovou soufadnici
polohy a rychlosti vngjsi hvézdy. Pro specifikaci stavu soustavy tedy staci pouze Sest udaj®.

Zavislosti xz-ovych a y-ovych soufadnic poloh a rychlosti obihajicich hvézd na ¢ase pro nés
nejsou prili§ zajimavé (a zvidavy Fesitel si jejich grafy jisté dokdze vykreslit sdm). Ukazeme tedy
pouze grafy zavislosti z-ovych souradnic poloh a rychlosti na ¢ase a tvar primétu trajektorie
obihajicich hvézd do rovin xzy a xz (yz se bude od xz lisit jen malo).

” Symbol co zde pouze reprezentuje ,hodné velké“ ¢islo.

8) Ve skutecnosti ¢tyfi, protoze jsme zapomnéli na zdkony zachovani momentu hybnosti a energie.
Jimi vyjadfené vztahy mezi soufadnicemi poloh a rychlosti jsou vSak jiz ponékud krkolomné, a tak se
spokojime s Sesti parametry.
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Obr. 6. z-ové soutadnice poloh a rychlosti v zavislosti na case

100

r
obihajci hvezdy
vnejsi hvezda

20 L L L L L L
1800 1900 2000 2100 2200

Obr. 7. z-ové soutadnice polohy v zavislosti
na cCase — detail

14



Fyzikalni korespondené¢ni seminair UK MFF ro¢nik XXI ¢éislo 3/7

Na zavér jesté urcime, jakou rychlosti se bude pohybovat vnéjsi hvézda po opétovném
vzdaleni ,,do nekonec¢na“. Mohli bychom to udélat naptiklad tak, ze bychom jednoduse odecetli
posledni vypoc¢tenou hodnotu z-ové soutadnice jeji rychlosti. Lepsi by ovSem bylo vzit v ivahu
i fakt, ze se rychlost bude i dale ménit (tfebaze jen mélo), a pokusit se extrapolovat jeji hodnotu
v nekonecnu.

Vsimneme-li si v grafu rychlosti, ze jeji zavislost ke konci sledovaného casového tseku
vypadad téméf jako linedrni lomend funkce, muzeme se pokusit ¢ast vypoctenych dat touto
funkei fitovat (tj. najit takovou linedrni lomenou funkeci, kterd data co nejlépe aproximuje)
a z jejich parametri odhadnout rychlost hvézdy ,,v nekonecnu“. Tuto préaci za nas mize velmi
rychle provést napiiklad program gnuplot®.

Ukazuje se, Ze Casovy vyvoj rychlosti skuteéné velmi dobie aproximuje linedrni lomena
funkce, hodnota rychlosti se limitné blizi (podle vypoétu gnuplotu) —0,1069.

Vnéjsi hvézda se tedy po interakci s obéma dalsimi ,odrazi“ rychlosti pfiblizné pétinovou
oproti pocatecni. Pouzitim zakona zachovani hybnosti si snadno odvodime, Ze obihajici hvézdy
se budou pohybovat ve sméru osy z rychlosti rovnou asi tfem pétinam vychozi rychlosti vnéjsi
hvézdy.

Pokud se zaméfime na kinetickou energii odpovidajici pouze pohybu zucastnénych téles
v z-ovém smeéru, zjistime, Ze se ji pfi interakci hvézd pfiblizné ¢tvrtina ,nékam ztratila“. Jisté
uhodneme kam — do potencidlni energie soustavy obihajicich hvézd a do kinetické energie jejich
pohybu v roviné zy (coz lze ostatné pozorovat i na primétu trajektorii do této roviny — jejich
tvar se zménil z kruhového na elipticky, coz je nutné provéazeno zménou energie obéhu). V jistém
smyslu jde tedy o nepruzny raz. Povazujeme-li obé obihajici hvézdy za jediné téleso, pak jejich
potenciélni energie a kinetickd energie pohybu v roviné zy reprezentuje vnitini energii tohoto
télesa.

Pii zkoumani diskutovaného problému se samoziejmé nemusime omezovat jen na zadany
specialni pripad, kdy se vnéjsi hvézda na pocatku pohybuje stejnou rychlosti jako obihajici
hvézdy. Muzeme napriklad zkoumat zavislost charakteru pohybu vsech t¥i hvézd na pocatecéni
rychlosti vnéjsi hvézdy. Vysledky, které jsme v tomto smeéru ziskali, jsou pomérné zajimavé
(soustava hvézd totiz — ponékud vagné feceno — vykazuje zaroven chovéni klasického i chao-
tického systému). Protoze jsou vSak jiz ponékud nad rdmec zadéni tlohy a jejich zahrnutim
by se toto autorské feseni netimérné natahlo, umistili jsme je pro pripadné zdjemce na nase
webové stranky v elektronické podobé. Zde se také muzete docist, jak lze do vypoctu zavést
jisté uzitecné korekce. Marek Pechal

marek@fykos.mff.cuni.cz

9) Viz studijni texty na webovych strankich FYKOSu.
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Serial na pokracovani

Kapitola 3: Nahodné jevy

Po druhém, matematicky ladénéjsim dile, si odpocineme studiem nédhody. Vezmeme si na
musku vzrusujici biologii. Pokud jste zacali ¢ist seridl az nyni, tak to viibec nevadi, nebot
nepotiebujete znalosti z kapitol pfedchazejicich.

Metoda Monte Carlo * T .

Monte Carlo je metoda pocitacové fyziky zalozena na na- s
hodé a poctu pravdépodobnosti. Ilustrujeme ji na jednodu- ‘e
chém prikladu. Chceme zjistit plochu rybnika. Jako numericky %o L
velmi vhodnd metoda se jevi vzit délo a stfilet ndhodné do @ ”
¢tverce, ve kterém se cely rybnik nachazi. Po kazdém vystielu o . *
budeme poslouchat, zda uslysime splouchnuti vody, nebo ne. . .
Necht ma étverec obsah kupfikladu 100 m?. Vystielime-li sto- Obr. 8. Méfeni plochy
krat, bude podet Splouchnuti odpovidat metrim ¢tvereénim rybnika metodou Monte
rybnika. Ovsem s n&jakou ,spolehlivosti“!?, nebot jde o na- Carlo

hodny proces.

Co je to plocha?

MIuvili jsme o plose. Pochopeni tohoto pojmu shledavam natolik dtlezitym, ze mu vénujeme
nékolik odstavcl a rozehrajeme matematickou, nékdy az filosofickou diskusi zdkladniho pojmu —
plocha. Budeme se snazit vyhnout technickym vécem a slozitym vypoctam.

Ve skole vam jasné vysvétli plochu (obsah) ¢tverct, obdélniki a trojthelnikt!!. Potom vam
viak také feknou, Ze plocha kruznice je wr2. Tusite pro¢?

Vsimnéme si podstatné véci. Pomér obvodu a poloméru kruznice
je zfejmé pro kazdou kruznici stejné cislo, pojmenované 2w. Déle
nakreslime do libovolné kruznice shodné rovnoramenné trojihelnicky,
z nichz vznikne pravidelny n-thelnik o délce strany a vepsany dané
kruznici.

Plocha trojuhelnika je zdkladna a krat vyska v, déleno dvéma. Vi-
dime, Ze zjemnujeme-li trojuhelniky, tak jejich vyska v, se bude velmi
presné shodovat s polomérem kruznice r a obvod nami zkonstruova-
ného n-tihelniku se zacne blizit zndmému obvodu kruznice o = 2nr.

Obr. 9. Vypocet
obsahu kruhu

oxn-a.

10) Pokuste se ji néjak odhadnout.

11) Napiiklad metr Gtvereéni se zavede jako plocha &tverce metr krat metr. Jeho polovina, t¥eba ob-
délnik pul metru krat metr, je polovina metru ¢tverecniho. Jednoduse tedy plochu zobecnime pro
obdélniky. Nasnadé jsou i trojuhelniky, nebot kazdy z nich miizeme rozdélit na dva pravouhlé trojuhel-
niky. A pravouhly trojihelnik vznikne z obdélniku se stranami stejné velkymi, jako jsou jeho odvésny,
rozptlenim podle thlopficky.
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Plocha n-tihelniku bude pfi zmensovani zakladen trojihelnikd pokryvat plochu vnititku kruz-
nice, pokusime se ji vypocitat.

Jak jsme jiz zminili, plocha St jednoho trojthelnika se rovna av,/2 a pfi velmi malém a
se bude v, rovnat r, proto

St~ zar.

D=

Z ptedchozi rovnice svazujici obvod kruznice a obvod obrazce tvofeného trojuhelniky muzeme
vyjadrit, kolik trojihelniki o zdkladné a se na kruznici vejde

0 2nr
n — = —.

a a

Timto poctem je potfeba plochu jednoho trojuhelnika vynasobit, abychom ziskali plochu celého

kruhu S. )
S =1lim & .20 _ 2,
a—0 2 a

Co se stalo? Touto tivahou jsme uréili obsah kruhu. Podobné se odvozuje integral. Chceme-li
integrovat funkci, tj. zjistit plochu pod jejim grafem, tak plochu rozkrajime na malinkaté
obdélniky a seGteme jejich obsahy (pro kruznici byly sice §ikovnéjsi trojihelniky, ale s obdélniky
to jde také). Zkuste si tento postup pro funkci f(xz) = konst, f(x) = x nebo f(z) = 22,
napiiklad na intervalu [0, 1]. Takto se zobecni pojem plocha pro slozitéjsi utvary, nez jsou jen

obdélniky a trojuhelniky.

Souvislost urcitého integrdlu a primitivni funkce

vvvvv

pod grafem funkce (jde o Riemanntv integral). Integrél vSak muzeme zavést také jako opak
derivace

[f@)dx = F(z), jestlize F'(z)= f(z).

Funkci F(z) nazyvame funkci primitivni k f(z) (integralu zavedenému jako opak derivace
fikdme Newtoniv integral).

Integrujeme-li funkci f(z) na intervalu [a,b], jednd se o wurcity integrdl f; f(x)dz, nebot
vysledkem integrace je ¢islo — plocha pod grafem funkce mezi body a a b. Magicky se vypocita
jako rozdil primitivni funkce k f(x) v bodé a a v bodé b.

[ f(z)da = F(b) — F(a). (5)

Cuiceni: Nadrtnéte si funkci 1/,/ a 1/22. Pokud znate Newtoniv integral'?, vypoctéte fol 1/\/zd=x
a floo 1/22 dz. Vysledek je 2 a 1. Odtvodnéte, proé se lisi o pravé 1 vasim nacértkem (symetrie).

Ale pro¢? Pokusime se odpovédét a esencialni formuli dokazat. Dikazu pfedesleme dveé lem-
mata'®, Rolleovu a Lagrangeovu vétu o pifristku funkce. Neni to samot&elné, nebot Lagran-
geova véta je jednou z hlavnich vét matematické analyzy.

12) Newtoniiv integrél je velice hezky vysvétlen v Integrdlnim poétu ve fyzice z knihovnicky Fyzikalni
olympiady.
13) Lemmata jsou matematickd tvrzeni, mezi ktera se rozdéluje ditkaz celé véty.
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F(z) Y

a \\\/// ¢ T x

Obr. 10. Ke znéni Rolleovy véty

Mé&jme libovolnou funkci F(z), ktera méa viude na néjakém intervalu [a, b] spojitou'* deri-
vaci, a F'(z) v bodé a i F(z) v bodé b se rovnaji nule.

F(a) = F(b) = 0.

Rozmysleme si, ze potom musi v néjakém bodé £ z [a, b] existovat te¢na ke grafu funkce F'(x)
takova, Ze je rovnobé&zna s osou z (viz obr. 10). Protoze smérnice teény je derivace funkce,
plati, ze F’'(£) = 0, coz je znéni Rolleovy véty.

Uvédomme si, ze tvrzeni plati také, je-li F'(a) = F(b) = A, kde A je néjaké ¢islo. Nebot se
jenom s F'(x) posuneme nahoru nebo dolii, coz nemd na hledanou te¢nu rovnobéznou s osou x
vliv. Formalné bychom mohli uzit argumentu, ze derivace konstanty se rovna nule.

|

S ———— — — =

|
|
|
|
PN

a 3
Obr. 11. Ke znéni Lagrangeovy véty

Zobecnéni pro ,sklonéné* funkce je také nasnadé — jde o tvrzeni Lagrangeovy véty: Necht
F(z) ma vSude na néjakém intervalu [a, b] spojitou derivaci. Potom existuje takové £ z inter-
valu [a, b], ze F'(€§) = (F(b)—F(a))/(b—a). Neboli te¢na v bodé ¢ bude rovnobé?na s piimkou p
danou predpisem y = (F(b) — F(a))/(b—a) - (x — a) + F(a).

Dikaz se provede jednoduse z Rolleovy tim, zZe se funkce ,nakloni“. Rozmyslete si ho za
cviceni (uzijte pfimku p).

Nyni jsme pfipraveni na dikaz véty samotné. Interval [a,b] ekvidistantné rozdélime, ¢ili
rozdélime jej na n intervalka [z;, ziy1] (1 =0,...,n; o = a; x, = b) stejné délky n = (b—a)/n.
Na kazdém intervalku podle Lagrangeovy véty existuje &; takové, ze

F(;L’z) — F(i‘i_l) )

F'(&) = "

14) Derivace funkce na intervalu je opét funkce. Spojita funkce je takova, jejiz graf mizu nakreslit, aniz
bych zvedl tuzku.
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Definujme funkci f(&;) = F'(£;). Na kazdém intervalku funkci f(z) dodefinujeme tak, Ze méa
na celém i-tém intervalu hodnotu f(z) = f(&;) pro = € [xi—1,z].

Y
|
|
F(z) |
\ &1 z1 & !
a i ! To &3 T3 ... b T

Obr. 12. K diikazu souvislosti Newtonova a Riemannova
integralu

Vypoditejme plochu pod grafem funkce f(x). Plocha pod funkci na i-tém intervilku je
hodnota f(&;), kterou na ném funkce f(z) nabyva, krat délka intervalu.

F(zit1) — F(z:)
n

Si=f(&)n=F(&)n= n=F(zit1) — F(z;).

A celkova plocha S pod f (z) na intervalu [a, b] bude souétem pres vSechny intervalky

Sy = g:l F(zi) = F(zio1) = F(z1) = F(2o) + F(x2) — F(21) + -+ + F(an) + F(2n-1) =
— F(an) — F(zo) = F(b) — F(a).

Nase argumentace zistava v platnosti pro jakékoli n. Nechame-li n rist nade vsechny
meze, intervalky se nekone¢né zmensi — stanou se z nich body realné osy. Funkce f(z) plné
prejde v derivaci F'(x) na [a, b], ¢ili F((x) bude primitivni funkci k f(x). A plocha pod grafem
funkce f(x) na intervalu [a,b] je

Pravdépodobnost

Otéazku, jaka je pravdépodobnost, Ze bude na Titanu ¢i Europé Zivot si polozil asi kazdy
z nas. Slovo pravdépodobnost pouzivaji lidé od nepaméti. Pfijde nam samoziejmé tvrzeni,
ze pravdépodobnost padnuti Sestky na hraci kostce je jedna Sestina. Tibetsti mnichové se
pokouseli toto tvrzeni ovérit, a tak cely zZivot v klastefe hazeli kostkou a sledovali, jaké jsou
pravdépodobnosti padnuti jednotlivych cisel. Bohuzel jim to samoziejmé nikdy presné jedna
Sestina nevychéazelo, nebotf nikdy nevyrobili absolutné dokonalou kostku.

Pouc¢me se vSak od nich v jedné véci. Mohlo by se zdat na prvni pohled zvlastni prav-
dépodobnost méfit. Ale stejné jako hmotnost uréujeme vazenim, hoflavost hofenim, svitivost
svicenim, tak pravdépodobnosti méfime hazenim.
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Pravdépodobnosti jsme se v Evropé zacali matematicky zabyvat az v 1. poloviné 17. stoleti
ve Francii v souvislosti s hazardnimi hrami a ndhodnymi jevy. Zakladateli byli predevsim
Pascal, Fermat a Huygens. Hravalo se tehdy v kostky a sézelo se naptiklad na to, jestli pfi
n hodech kostkou padne Sestka. Vyvstala tedy otdzka: Jak mam vsadit, abych neprohloupil?
Zvladnete odpovédét?

Kolikrat musim hodit kostkou, aby padla Sestka s pravdépodobnosti vétsi nez jedna po-
lovina? Hodim-li n-krat kostkou, miize padnout 6™ vysledkt (6" neuspofadanych n-tic). Pfi
kazdém hodu je pét moznosti nepfiznivych — Sestka nepadla. Celkem, pfi n hodech, je nepti-
znivych 5" vysledka. Predpokladame, ze kazdy vysledek je stejné pravdépodobny. Potom je
prirozené urcit pravdépodobnost jako pomér poctu vSech pozitivnich vysledkt ku poctu vSech
moznych vysledkt. Pravdépodobnost P(n) padnuti Sestky pfi n hodech je

6" — 5"
P =
() ="
Polozime-li z podminky P(n) = 3,
1_6"-5" _ 1 5 ’
2 6n 6
1_(5)"
2 6/
Nevis-li, jak dal, logaritmuj!
1 5 Ini
lngznlng, = n:ln—;:?),&

6

Teorie pravdépodobnosti je nyni opét jednou z nejmodernéjsich matematickych disciplin.
Velmi hezkym pojedndnim o pravdépodobnosti je Sesté kapitola Feynmanovych prednasek. Na
internetu je zdarma kniha od Grinsteada a Snella Introduction to probability.

Cuviceni: Mame pytlik, ve kterém je bud bily, nebo ¢erny kaminek. Vhodime do néj bily. Protfeseme
a jeden nahodné vytahneme. Vytahli jsme bily, jakd bude pravdépodobnost, ze dalsi tazeny kaminek
bude také bily?

Ndhodnd proménna '°

Ohniskem matematické analyzy je Cislo. Derivace funkce v bodé je ¢islo, urity integral
je &islo. Cisla také vstupuji do funkci. ,Naopak“, hlavni pojem teorie pravdépodobnosti je
ndhodnd proménnd, kterd vstupuje do funkci, kterym se fikad stochastické funkce. Nahodna
pravdépodobnosti. U hraci kostky je mnozina stavi jednicka, dvojka az Sestka a jejich pravdé-
podobnosti jsou 1/6. Nezndm-li plné mnozinu stavi a pravdépodobnost kazdého stavu, nemam
nahodnou proménnou plné uchopenou.

15 Omlouvam se, Ze tento paragraf nebude ptuvodni, ale hodné jsem piejal od profesora Josefa Kvasnici
z jeho knihy Matematicky apardt fyziky. Kvasnicovy Gvahy shleddvam jedine¢nymi, velice krasnymi, ve
kterych jsem se obrovsky zhlédl, a nebyl jsem schopny vymyslet formulaci svou, alespon trochu stejné
dobrou.
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Existuji ndhodné proménné i se spojité proménnymi stavy. Naptiklad poloha x a rychlost v
molekuly plynu. MnoZinou stavii je interval, piipadné plocha i cel4 rovina R? atd. Je-li N (v)dv
pocet Gastic plynu s rychlosti v intervalku [v, v + dv], potom podil

N(v)dv
df (’U) - NO )

kde Ny je celkovy pocet molekul, predstavuje pravdépodobnost toho, Ze naméatkou vybrana
molekula bude mit rychlost v intervalu [v,v + dv]. Takovéto funkci f(x) fikdme hustota prav-
dépodobnosti a f(z)dx je pravdépodobnost, ze nastane jev z intervalu [z, z + dz].

Pojem stredni nebo také ocekdvané hodnoty ndhodné veliiny je zobecnénim aritmetic-
kého priméru. Necht pfi n méfenich doby zivota mionu jsme ziskali hodnoty z1,x2,...,Zn.
Aritmetickym primérem Z téchto hodnot nazyvame ¢islo

1
a‘v:5(m1+m2+~-+xn). (6)

Takovouto stfedni hodnotu lze interpretovat nasledovné: Nechf x je néjakd hodnota ndhodné
veliéiny a (z — x;) jsou odchylky od této hodnoty. Funkce

2 2

9(@) = (z = 21)" + (x = 2)" + - + (z — z0)°
je soucet druhych mocnin téchto odchylek od néjaké referenéni hodnoty x. Hodnotu x zvolime
tak, aby tento soudet ¢tverct byl minimalni. Minimum nalezneme tim, ze g(x) zderivujeme

a polozime rovno nule
g (@) =2 —z1)+ 2@ —z2) +---+2(x —x,) =0.

Resenim jex =7 = (z1+z2+...+x,)/n. Aritmeticky primér je tak jednoduchym diisledkem
metody nejmensich &tverct'®.

Mezi hodnotami x1,x2,...,z, mohou byt nékteré stejné. Sefadime je do skupin tak, ze
hodnota x1 se vyskytuje mikrat, hodnota xs se vyskytuje mokrat atd., pficemz soucet vsech m;
se rovna celkovému poctu méfeni

m1+m2+"~=Zmi=n.

Po takovémto seskupeni stejnych hodnot pfepiSeme aritmeticky primér (6) ve tvaru tzv. va-

zeného pruméru
_ 1
r = — E m;T; .
n =
7

Podil m; /n je relativni éetnost hodnoty z;, tj. podil ptipadt pfiznivych hodnoté x; k celkovému
poctu vsech pripadi. Pro velkd n mizeme tyto podily ztotoznit s pravdépodobnostmi p; =
= m;/n hodnot x;.

16) Jedna se o jednu ze zakladnich statistickych metod vyuZivanych p¥i zpracovéani fyzikalnich méfeni.
Blizsi informace naleznete v prislusné literatufe.
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Timto jsme ospravedlnili velice dilezitou definici stfedni hodnoty. Stfedni hodnotou né-
hodné proménné (z) je suma soucinu stav krdt jeho pravdépodobnost, pfiGemz s¢itdme pies
vSechny stavy ndhodné proménné

B=2_Tipi- (7)

Ptedpoklada se, ze nahodna proménna je normovand, coz znamend, ze » ., p; = 1. Nejedna-li
se o diskrétni ndhodnou proménnou, ale o spojitou, pfejde suma pfirozené v integral.

(z) = [T of(z)dw. (8)

Hodnoty z; ndhodné veli¢iny se obecné 1is{ od stfedni hodnoty (z). Dochézi k odchylkdm
Az; = z; — (x), neboli téz k fluktuacim. Vypoéitejme stiedni hodnotu téchto fluktuaci.

(Az) = ;pzﬁwi = ;pm —(z) ;pz‘ =(z) — () =0.

Stiedni hodnota fluktuace se rovnd nule, odchylky od stfedni hodnoty se vyskytuji stejnym
dilem na obé strany. Informaci o absolutni hodnoté téchto odchylek poskytuje kvadrat fluktuaci

(Azi)? = (i — (2))? = 2f — 2(z)ai + (x)”.

Stfedni hodnotu této veli¢iny, takzvanou stredni kvadratickou odchylku neboli disperzi ndhodné
proménné vypocitame vztahem

(Ax)*) = Xi)pi(A-’vi)Q :
Ukazte, ze

kde
(@) =X @ipi,

a zobecnéte pojem disperze i pro spojité ndhodné proménné (zaméni se jen suma za integral).

Centralni limitni véta

N

- e (<) (10)

kde p a o jsou konstanty. Z pravé zavedenych definic mizeme vypodcitat stfedni hodnotu
a disperzi normalniho rozdéleni. Provedte si za uziteéné cviceni na integraly. Vysledkem je
st¥edni hodnota y a disperze o>.

Centralni limitni véta mluvi matematicky o tom, co fyzik vétSinou vi, Ze ndhodné jevy,
na které ma vliv mnoho faktord (a zaddny z nich neni pfili§ dominujici), se chovaji podle nor-
malniho, nebo-li Gaussova rozdéleni pravdépodobnosti. Naptiklad Maxwellovo-Boltzmannovo
rozdéleni rychlosti molekul idealniho plynu je Gaussovym rozdélenim ve tfech rozmérech.
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Centralni limitni véta je dtlezitou vétou teorie pravdépodobnosti podobné jako Lagrange-
ova véta v analyze. Jeji dikaz je minimalné na nékolik stranek a vyzaduje navic jiz néjakou
znalost teorie. Fyzikovi se nékdy velice hodi, ma-li néco rigorézné (matematicky, naprosto
precizné) dokdzané, co mtize pro svou préaci pouzit.

f()
1/(V2rio)

—3g —o 0 o 36
Obr. 13. Gaussovo rozdéleni pro p =0

Pojdme se trochu bliz podivat, jak véta funguje. Mé&jme n (spojitych) ndhodnych promén-
nych s hustotami pravdépodobnosti f;(z) (i = 1,...,n), kazdou s né&jakou stiedni hodnotou p;
a disperzi o?. Kdyz ndhodné proménné s¢itame, tak s n jdoucim do nekoneéna dostaneme
podle centralni limitni véty ndhodnou proménnou s normalnim rozdélenim, které ma stiedni
hodnotu p = 3" | wi a disperzi o = Y7 | o7.

Jak se scitaji ndhodné proménné? Muzeme to ilustrovat na hracich kostkach, i kdyz ptjde
jenom o jednoduchy priklad. Hazime dvakrat kostkou a ptame se, s jakou pravdépodobnosti
padnou jednotlivé souéty (2 az 12). Tyto pravdépodobnosti dostaneme s¢itanim dvou nahod-
nych proménnych, odpovidajicich jednotlivym hodtm kostkou. Ted to zobecnime na spojité
ndhodné proménné s hustotami pravdépodobnosti f(z) a g(x) definované na celé redlné ose.
Jejich soucet bude mit hustotu pravdépodobnosti (f * g)(x), kterd se rovna

(fxg)(x)=["_ ft)g(z —t)dt.

Tento vyraz vypadd mozna slozité, nebot plati obecné. Zkusite-li vsak seéist dvé stejné
ndhodné proménné pro jednoduchost rovnomérné rozdélené (kazdy stav ma stejnou pravdépo-
dobnost) na intervalu [—0,5;0,5]. Zjistite, jak elegantné

. .\ . . Yy
formule funguje, aniz byste cokoliv integrovali.

Centralni limitni véta proto dava navod, jak Gaussovo
rozdéleni zkonstruovat na pocitac¢i. Generator rovnomér-
ného rozdéleni mivaji programovaci jazyky jiz zabudo- /
vany. Nechame-li timto generatorem vygenerovat nékolik |
nahodnjch &sel a udéldme z nich aritmeticky primér, /| ,
bude tento aritmeticky prumér také ndhodny. Avsak jeho -1 -0,5 0 05 1
pravdépodobnostni rozdéleni bude se zvySujicim se po-  Qbr.14. Ke konvoluéni formulce
¢tem Cisel konvergovat k rozdéleni normalnimu.

fxf

T
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Tento proces ilustruje program Celith, ktery visi na webu. Za minimalni vhodny pocet
nahodnych ¢isel pro konstrukci dostate¢né presného Gaussova rozdéleni se povazuje 12.

Rybnicek s Bernoullim

Nyni, kdyz jsme prodiskutovali plochu, pravdépodobnost a ndhodnou proménnou, se mii-
zeme opé€t vratit k metodé Monte Carlo a rybnicku. V Monte Carlu jde o vyuziti ndhody — stii-
lime nahodné do ¢tverce. To, co ndhodnym procesem ziskame, statisticky zpracujeme. Dejme
tomu, Ze jsme vystrelili N kouli, tfeba 10000. Pocet metru ¢tvereénich S ziskdme jako podil
poctu Splouchnuti Ny a N, vynasobeny velikosti ¢tverce Se

Ny
S—Wsé.

Krom vysledné plochy je pro nas vsak také velice dulezité, jak spolehlivy je vypocet po
N vystrelech. Coz je vlastné informace o tom, jak rychle vypocet konverguje k spravné hodnoté.
Clovéka muiZzeme oznadit za spolehlivého, pfijde-li téméf vidy na schiizku, na které je odekavan.
Podivame se z tohoto pohledu i na nas rybnik.

Necht g je pomér plochy rybnicku a celkové plochy &tverce. Veli¢inu ¢ miZeme ztotoZznit
s pravdépodobnosti, ze koule do rybnicku pfi jednom vystifelu spadne. Pak s pravdépodobnosti
1—q do rybnicku nespadne. Zamysleme se nad tim, jaka bude pravdépodobnost, Ze z n vystielt
nam do rybnicku spadne pravé k kouli?

Pravdépodobnost, ze k-krat koule v rybnice skonéi a (n — k)-krat ne (z celkem n vystteli),
by meéla byt qk(l — q)"ik. Naésobit miizeme proto, Ze jednotlivé vystiely jsou na sobé nezavislé.
Je to stejny problém, jako kdyz se ptame na pravdépodobnost, ze Sestka na hraci kostce k-krat
padne a (n — k)-krat ne. Protoze je ndm jedno, v jakém potadi Sestky ¢i neSestky nastaly
nebo $plouchnuti ¢i ne$plouchnuti nastalo, je tfeba soucin qk(l - q)"flC vynasobit poétem
vSech moznych kombinaci, ve kterych jev k-krat nastal a n-krat nenastal, neboli poctem vsSech
moznych vybéra k prvki z n, jenz se znaci (Z) a nazyva se binomické ¢islo, ¢ili

p(k) = ()" —aq)" . (1)

Dostali jsme takzvané binomické nebo taky Bernoulliho rozdéleni pravdépodobnosti. Zmi-
nime se radéji v kratkosti o binomickém ¢isle, pokud uz jej vSak znate, tak si za cviceni alespon
dokazte, ze pravdépodobnost p(k) je normovand, neboli Y ;_, (Z)qk(l —g"F=1.

Jak jsme tekli, binomické ¢islo (Z) je pocet vSech kombinaci, jak mizeme vybrat k prvka
z n-prvkové mnoziny. Existuje n! usporadanych n-tic vSech prvki, takzvanych permutaci. Prvni
prvek totiz mtzeme do vSech n-tic vybrat n zptsoby, druhy n — 1 zpusoby atd. Nas vSak viubec
nezajima, jak je v téchto n-ticich (n — k) prvki usporddanych, protoze ty vybirat nebudeme.
Nés vsak nezajimé ani to, jakym zptusobem je uspofddano téch k prvkd vybranych. Proto
n! vydélime (n — k)! a k! a dostaneme vysledek

() = =

Ocekévali bychom, Ze stfedni hodnota binomického rozdéleni (k) se rovna souéinu prav-
dépodobnosti padnuti jedné koule do rybnic¢ku krat pocet vSech vystielenych kouli. Vypocet
stfedni hodnoty opravdu provedeme jako cviceni na to, jak se pocitani binomickych cisel vy-
hnout. Dle binomické véty

n n kin—k
b= ())ate
(a+0b) Z 1 )8

k=0
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Jako trik zderivujme vyraz podle a

n(a+b)"" ' = S k(:)akflbnfk.
k=0

Jesté jej z estetickych a sugestivnich divodid vynasobme a

an(a+b)" " = i k(Z)akbn*'C .

k=0

Bude-li nyni ¢ = ¢ a b =1 — ¢, ziskdme onen ocekavany vysledek

(k) = ik(Z)qk(l —q)" " =ng.

k=0

Dobfe, nas vsak zajima, jaka je spolehlivost, ze pocet padnuti délovych kouli do rybnicku
se jen velmi malo 1isi od stfedni hodnoty. O tom nas informuje disperze. To pro vés jiz nebude
zadny problém vypoditat. Vyuzijte tvrzeni (9), ¢ili

(AK%) = (K?) — (k)*.

Postupujte podobné jako vySe, jen binomickou vétu zderivujte dvakrat podle a. Budete-li
pocitat spravné, ziskate vysledek

(AK%) =ng(1—q).

Vidime, ze disperze se zvy$ujicim se n roste. Coz je logické, nebof se nam celé pravdé-
podobnostni rozloZeni rozsifuje. Na druhou stranu ndm to nefikd to, co bychom chtéli. Nés
zajima néjaka relativni disperze, vztazend k tomu, jak moc je stfedni hodnota velika. Proto se
zavadi relativni disperze vztahem

Gy (AR 1-g.
(k)? n

Jde k nule jako 1/n. Ziskali jsme tedy zédvislost, jak se zvySujicim se poctem délovych kouli
klesa relativni kvadraticka odchylka od spravné hodnoty. Toto je ekvivalentni s otazkou, jak
rychle se ke spravné hodnoté blizime. Chceme-li odpovédét na otazku, jak spolehlivé jsme se
po n krocich pfiblizili ke spravné hodnoté, musime pozadovanou spolehlivost néjak vy¢islit.
Kupfikladu se zeptame, jakd je pravdépodobnost, Ze jsme se nezmylili o vice neZ centimetr
Ctverecny. To je stejny vypocet jako pravdépodobnost, ze jsme se o vice nez jeden centimetr
¢tverecny zmylili. Vyse uvedené vzorce jiz umozni takovéto pravdépodobnosti vypodist.

Poissonovo a Gaussovo rozdéleni

Nyni dame do souvislosti binomické rozdéleni, centralni limitni vétu a Gaussovo rozdé-
leni. Pfi té prilezitosti odvodime jesté jedno velice dulezité rozdéleni pravdépodobnosti, a to
Poissonovo.

Poissonovo rozdéleni je asymptotickym (limitnim) p¥ipadem binomického rozdéleni pro
takzvané fidké nebo vzacné jevy, tj. je-li ¢ malé a n hodné velké. Vezméme pravdépodobnost ¢
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jako klasicky pomér pfiznivych pfipadd v k n. Pfepiseme-li podle toho binomické rozdéleni,

ziskdme X Ak
o = () (G) (0=3)

Rozepiseme-li binomické ¢islo a lehce preskupime Cleny, ziskdme

iy = M=k ) (YT ey

k! nk n

Ted upravime pouze druhy zlomek

o= (1) (-2 -0 )

Provedeme limitu n — co. S prvnim zlomkem to nehne. Z dalsich ¢lend takovato limita udéla
jedni¢ku az na posledni zlomek, ktery (1 —v/n)" — e~ (lze to ukdzat naptiklad Taylorovym
rozvojem). Poissonovo rozdéleni P” (k) s parametrem v ma tedy tvar

Vk —
PY(k) = e (12)

P(k)
074i S — y=28

— o---ay=4
0,3 \\ A——ap=1

\

0,24 \ e--a,
WS B T el

.7 e IS T~

0 2 4 6 8 10 12 14 k

Obr. 15. Poissonovo rozdéleni pro razné hodnoty parametru v, pro
vet$i nazornost jsou body spojené lomenou ¢arou

Je jednoduché ukazat, ze Poissonovo rozdéleni je normované. Stac¢i vzit Taylorav rozvoj

potom vidime, ze
oo oo k
vF v 1
E —e V= E — | == =1.
| oo vk
k (k_O k! ) k=0 &I

Jako cviceni se mizeme poku51t vypocitat stfedni hodnotu a rozptyl. Pro kontrolu vyuzijme
toho, ze stfedni hodnota i kvadraticka odchylka jsou stejné.
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Jinym limitnim p¥ipadem binomického rozdéleni je, kdyz se ndhodné hodnoty soustfeduji
do uzké oblasti kolem stfedni hodnoty u. Hledejme hustotu pravdépodobnosti ve tvaru

pla) =/

kde g(z) je n&jaka funkce. Rozvineme ji v Taylorovu fadu kolem bodu p a éleny t¥etiho a vyssiho
rfadu zanedbame.

Muzeme piedpokladat, Ze p(z) mé v p maximum. Potom mé i g(x) v p extrém a derivace
g(p)’ = 0. Druh4 derivace bude zdpornd, ozna¢me ji

1

17
g (N):*g-

PrepiSeme-li p(z) podle téchto uprav, ziskdme

ey

202

kde C = g(p) je zatim neznamd konstanta z Taylorova rozvoje, kterd se uréi normovanim.
Gaussovo rozdéleni ma tedy tvar

p(z) = ﬁ exp (*%) :

Tvrzeni, ze binomické rozdéleni konverguje ke Gaussovu rozdéleni, je specidlnim pripadem
centralni limitni véty.
Distribuéni funkce a generovani nahodnych cisel

Jeden navod na generovani ndhodnych ¢isel jsme ukézali pro norméalni rozdéleni. Ukazeme
jesté jeden obecny postup, budeme k tomu potiebovat zavést distribu¢ni funkci.

Distribuéni funkce F(x) je pravdépodobnost, Zze ndhodné veli¢ina X, s hustotou pravdépo-

dobnosti f(x) bude nabyvat mensi nebo stejné hodnoty jako z. Pro spojité ndhodné proménné
to bude integral

F(z)= [" f(z)dz,

pro diskrétni nahodnou proménnou suma

o8

Fzn) = 22 flwi).

i=1

Pii studiu distribuénich funkci se velice hodi, Ze jsme se zaobirali plochou. Distribucni
funkce je vzdy neklesajici a nabyva hodnot od nuly do jedné (uvazujeme normované ndhodné
proménné). Neklesajici je mimo jiné proto, Ze hustota pravdépodobnosti f(z) ¢i diskrétni
rozlozeni je vzdy nezaporné. U spojitych ndhodnych proménnych nabyva hodnot od nuly do
jedné, protoze plocha pod grafem hustoty pravdépodobnosti je 1.
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F(z)

: ““““““““““ o

x=F"1(¢) x
Obr. 16. Priklad distribu¢ni funkce

vevs

Dale je jasné, ze distribuéni funkce je strméjsi tam, kde je f(z) vétsi, napfiklad z toho
duvodu, ze f(x) je u spojitych proménnych derivaci distribuéni funkce. Generujeme-li ndhodna
¢isla & od 0 do 1, ziskdme z nich ¢isla z ndhodné rozlozend dle f(x) pres distribuéni funkci
velice jednoduse.

E=F(z), z=F (.

Napriklad normélni rozdéleni bohuzel nemé analyticky vyjadfitelnou distribuéni funkci,
protoZe neexistuje analytické vyjadreni integralu [ e~* dz. Musime ji tedy po¢itat numericky.
Jak to bude s Poissonovym rozdélenim? Distribuéni funkce je sumou

K I/k
F(K)=Y" e
k=0

Takze vygenerujeme ¢ a budeme pocitat sumu, dokud nepresdhne hodnotu £. VsSimnéme si
vsak, jak na nas k¥i¢i ze jmenovatele vyktiénik. Opravnéné, nebot roste pekelné rychle. To vSak
znamena, ze pravdépodobnost pro velka k velice rychle klesa. Neni divu, vzdyt jsme Poissonovo
rozdéleni odvodili pro vzacné jevy. Aby nam nevznikly na pocitaci problémy s velkymi ¢isly,
miuizeme to vyfesit tak, Ze sumu tfeba pro £ > 10 ,ufizneme*, je-li parametr v dostatecné maly.
V opacném piipadé nelze pouzit klasické datové typy a je nutné naucit va§ program pracovat
s tzv. dlouhymi &isly.”

Epidemie

V tomto paragrafu budeme matematicky studovat nemoci s epidemickym priabéhem jako
u chiipky, kterou lidé 1é¢i v fddu dnti nebo jednoho tydne. Nemoci se budeme branit dvéma
strategiemi vakcinace. Jednak za¢neme lidi vakcinovat, jakmile epidemie za¢ne (omezujeme se
v tomto pfipadé na nemoci, kdy vakcina G¢inkuje ihned), potom srovname pribéh epidemie
s pfipadem, kdy jsme naockovali urcité procento lidi jiz pfedem. Samoziejmé to srovname jesté
i s tim, pokud jsme neockovali viibec.

Vyhodou preventivniho ockovani je, ze epidemie bude urcité mirnéjsi. Otazkou zlstava,
bude-li vyrazné mirnéjsi, nez pii vakcinaci az po vypuknuti epidemie. Nevyhodou je, ze mtizeme
ockovat proti epidemii nemoci, kterd viibec nenastane.

17) Névod, jak na dlouh4 ¢sla, naleznete v nasi programétorské kuchafce na webu.
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demie. Zajimame se o nemoci jako chripka, jejiz epidemie propukne v néjakém mésté, pak
zde Zije svym Zivotem a potom se prenese zase nékam jinam. N&s bude zajimat pravé prubéh
v jednom mésté. Obcany rozdélime do t¥i skupin: zdravi, nemocni a lidé, co uz nemoc prodélali
a uzdravili se a nadéle jsou béhem této epidemie imunni. Pocet lidi v prvni skupiné oznac¢ime x,
pocet lidi ve druhé skupiné y a pocet ve treti z. Pocet vSech obcani je N. Jelikoz nas nyni
zajimaji docela kratkodobé epidemie, nemé cenu do modelu zahrnovat tmrti a rozeni, proto
v kazdém okamziku
N=z+y+=z.

Nyni si rozmysleme vhodny model toho, jak se pocty lidi v téchto skupinkach budou vyvijet
v &ase. Casové kroky dt vezméme diskrétni, tfeba hodinové. Za kazdou hodinu se ve stfednim
slova smyslu nakazi néjakad ¢ast zdravych. Nakazi se jich tim vic, kolik je zdravych, ale také
tim vice, ¢im vic bude nemocnych, ktefi mizou nakazu predat, proto

Tt+1 = Tt — Boctyt&,

kde konstanta 3 je intenzita ndkazy. Soucin x.;y; muzeme chapat jako pocet vSech moznych
kontaktti mezi nakaZenymi a zdravymi, konstanta (3 je tedy infekénost nemoci — pravdépo-
dobnost, s jakou se nemoc pfenese z jednoho ¢lovéka na druhého za néjaky cas. U chfipky se
ukazuje pfiblizné 0,4/N za den.

V pfipadé, ze zacneme vakcinovat (pfedpokladejme linedrné v ¢ase), musime podcet vSech,
kteff se mohou nakazit, snizit o pocet vakcinovanych'®.

Ti41 =z — B(xe — Vi)yiot,
kde V; je pocet vakcinovanych v Case t. V piipadé, Ze ockujeme linedrné v Case, je
Vi=At,

kde konstanta A vyjadfuje rychlost o¢kovani, uvazme asi dvé procenta obyvatel denné.

Nékaza je fidky ndhodny jev. Za jednu hodinu se muze nakazit jen mala c¢ast ze vsech
zdravych lidi. Proto polozime cely ¢len B(x: — V)y:dt jako parametr v Poissonova rozdéleni
pravdépodobnosti. Pro¢ pravé Poisson? Jde o diskrétni rozdéleni, které vychazi z binomického,
v némz jsme se ptali na pravdépodobnost, ze se k-krat néco stane a (n — k)-krat nikoli. A to
je nas pripad.

Z¢41 = @y — Poisson(B(z¢ — Vi)y:dt) .

Zbyva vyjadrit vyvoj poctu lidi y a z v ostatnich skupinkach. Hodnota y se zvysi o pocet

lidi, ktefi se nakazili, minus lidi, ktefi se uzdravili, coz mizeme jednoduse zapsat jako

Yyi+1 = y¢ + (nakazeni za dobu 6t) — yy:dt,

kde v je pfiblizné 1/(doba uzdraveni). U chfipky je doba uzdraveni asi ¢tyfi dny, pficemz jak

v posteli a jak dlouho nebude muset do skoly. Pro tplnost

Zt+1 = 2t + YYsOt .

18) pyi programovani potom nezapomente pohlidat, ze od urc¢itého momentu prestanete mit koho
vakcinovat.
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Entropie

Entropie S je néjakad neusporadanost systému, naptiklad vaseho pokojiku. Definuje se jako
S=—=> pilnp;. (13)

Je tustfednim pojmem statistické fyziky, kterd se d& dokonce i netradicné formulovat jako
souboj energie s entropii. Méjme systém, ktery se vyskytuje ve stavech o energiich ¢; s pravdé-
podobnostmi p;. St¥edni energie systému je Y. esp;. Jak vime, tak déje v pfirodé maji takovy
spad, aby entropie systému nartstala (jako ve vasem pokojiku) a energie systému byla naopak
co nejmensi. Faktorem, jenz rozhoduje o tom, ktery z trendd bude vyznamnéjsi, se ukazuje
byt termodynamicka teplota T'. Pfi vysokych teplotach je nejdilezitéjsi entropie, pfi nizkych
naopak energie. Napriklad v ledu jsou molekuly uspofadany v pravidelné krystalové mfizce,
zvysime-li teplotu, tak se toto usporadani rozpadne a ziskame kapalinu. Budeme-li dale zvy-
Sovat teplotu, pak postupné ziskdme vodni paru, kterd nema pevny objem, a plazmu, ktera
ztraci i iontové vazby.
Ukolem je nyni minimalizovat vyraz

L = Zpiai +k:BTEpilnpi7
2 i

kde kg je Boltzmannova konstanta, jejiz hodnota je 1,38 - 1072 J.K~!. Predpokladame, ze
pravdépodobnost je normovand na jednicku, tj. 3. p; = 1. Chceme nalézt minimum L, zderi-
vujme jej tedy podle p; a polozme rovno nule.

oL
(9])2‘

€
Pi = €xp <_kBT — 1) .

Normujeme-li p; na jednic¢ku, ziskdme slavné Boltzmannovo rozdéleni statistické fyziky

=¢&; + kBT(lnpi + 1) =0,

odkud

kde Z =}, exp(—es/ksT) je parti¢ni suma.

K entropii mizZeme dojit i jinym zptusobem. Matematik Claude Shannon v padesatych
letech minulého stoleti zavedl funkci urcujici minimalni mnozstvi informace v bitech nutné
k pfenosu zpravy. Méjme osm krabic¢ek (nebo bitit). V jedné krabicce je bonbén (nebo jednicka).
Jakou minimalni informaci (pocet bitti) potfebujeme k tomu, abychom znali umisténi bonbénu?
Rozmyslete si, ze je to pravé log, 8 = 3. Na radu fyzika von Neumanna Shannon svou funkci
pojmenoval entropie, nebot je matematicky ekvivalentni s termodynamickou entropii. Posléze
se ukézalo, Ze souvislost mezi nimi je hlubsi. P¥i pfenosu informace je nutné vykonat urcitou
praci, kterd ma naptiklad za nasledek zvySeni teploty systému. Takovy systém se pak muze
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Simulované Zihani

Arzendal numerickych metod nabizi velké mnozstvi u¢innych algoritmi pro hledani extrému
zadanych funkci. Vybrali jsme pro vas jeden, ktery je obzvlasté zajimavy z fyzikalniho pohledu.
Jde o takzvané simulované Zthdng (simulated annealing), metodu, ktera se hodi obzv1asté v pii-
padech, kdy ma minimalizovana funkce diskrétni (a pfitom velmi obsdhly) defini¢éni obor.

Princip této metody je inspirovan statistickou fyzikou. Pokud kov zahfaty na vysokou
teplotu ochlazujeme dostatecné zvolna, dostaneme na konci velmi pravidelnou strukturu krys-
talické mfizky, ktera minimalizuje jeji energii.

Mizeme si tedy predstavovat, ze zadana funkce, kterou mame minimalizovat, pfedstavuje
energii néjakého systému.

Zavedeme si ,teplotu“ T tohoto systému, kterd bude ovliviiovat intenzitu simulovanych
tepelnych fluktuaci v ném, a tu budeme v priabéhu vypoctu snizovat.

Na zacatku vypoctu, kdy je teplota vysoka, se systém miize dostat prakticky do vsSech
pfipustnych stavi. Se snizujici se teplotou vSak jeho ochota podnikat kroky do energeticky
vyssich stavi klesd a zacind se zdrzovat spise v oblastech s nizsi energii. Nakonec pro velmi
nizké teploty systém ,zamrzne“ v minimu energie.

Obecné je toto minimum pouze lokalni, ale diky pomalému ochlazovani méame docela dobrou
Sanci, ze nalezneme globalni minimum. To je vyhoda simulovaného zihéni proti primitivnéjsim
algoritmim, které pouze mechanicky sleduji smér nejrychlejsiho klesani uvazované funkce a jsou
tak pomérné nachylné k uvaznuti v mélkém lokalnim minimu.

Tolik tedy k teorii a ted uz koneéné k tomu, jak simulované zihani prakticky realizovat.
Vse si popiSeme na konkrétnim pfipadu, a sice na slavném problému obchodniho cestujiciho
(travelling salesman problem — TSP). Ten m4 uskuteénit okruzni pracovni cestu po N danych
méstech a otazkou je, jak zvolit jejich poradi, aby nacestovana vzdalenost byla co nejmensi.
O tomto problému je znamo, Ze pfi jeho Feseni nemame prakticky jinou moznost nez vyzkouset
viechny mo#né trasy.!® Pii vétsim poétu mést je tedy hledani pfesného Feseni nad sily dnegnich
pocitaci.

Nastésti se vsak ukazuje, ze nékteré algoritmy dokazi tento problém fesit s pomérné dobrymi
vysledky priblizné a hlavné v rozumném cCase. Jednim z takovych algoritmi je pravé simulované
zihani.

Nez za¢neme psat vlastni program, musime si rozmyslet, co bude nasim konfigura¢nim pro-
storem (tj. mnozinou moznych stavti). V piipadé TSP to bude zfejmé mnozina vSech okruznich
cest po N méstech. Dale musime zvolit ,energii“, kterou budeme minimalizovat. Nejjednodussi
volbou bude polozit ji rovnu celkové délce cesty.

Jesté si musime ujasnit, jak budeme provadét v nasem systému ,fluktuace“. Potfebujeme
v kazdém kroku provadét malé zmény konfigurace. P¥irozenou volbou®® je vybrat nahodné
jisty tsek cesty a zménit smér, ve kterém jim cestujici projde.

Kdyz takovou zménu provedeme, vypoéitdme novou energii (délku), zjistime jeji zménu AFE
oproti energii v pfedchozim stavu a vypocitdme pravdépodobnost P, s jakou tuto fluktuaci

19) Samozifejmé si muzeme pomoci néjakymi chytrymi tvahami, kterymi predem vylouéime zjevné
nesmyslné moznosti, ale ani tak svou situaci moc nezlepsime.

20) Pouzitou napiiklad v Press, W. H.: Numerical Recipes in C — The Art of Scientific Computing.
Cambridge University Press 1992. http://www.nr.com
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pfijmeme (jinak se vratime k pfedchozimu stavu), jako

P = exp (—%) .

Je-li P > 1, zménu ponechame vzdy. V tomto vztahu 7" znac¢i nasi uméle zavedenou ,teplotu”.

Popsany krok budeme provadét mnohokrat za sebou a pritom budeme postupné snizovat
teplotu, dokud se nestanou dalsi zmény v hodnoté energie natolik malymi ¢i malo pravdépo-
dobnymi, ze by dalsi pokracovani vypoctu jiz nemélo smysl.

V predeslé vété, ackoliv se miize zdat zcela zfejma a jasna, se ve skutecnosti skryva nejveétsi
problém pfi pouzivani simulovaného zihéni. Urceni optiméalniho prubéhu snizovani teploty (jejiz
pocatecni hodnota by méla byt fadové rovna maximalnim zméndm energie, které lze v systému
pfi jednom kroku océekédvat) a celkového poctu kroki vétsinou vyzaduje jisté experimentovani.
Pokud totiz neni pribéh zihani volen vhodné, miizeme touto metodou dostat dokonce horsi
vysledky, nez by nam poskytla primitivni strategie zvolit vzdy krok snizujici energii.

Detailnéjsi popis pouziti simulovaného Zihani pro feseni TSP véetné klicovych ¢asti kédu
bude mozno nalézt ve studijnim textu na webu. Pro zajemce o dalsi informace o této metodé,
ktefi se nezaleknou trochy teorie, doporucujeme ¢lanek?! na internetu.

Uloha III.S ... bloudéni ndmorinika, pi-obvod a epidemie v Praze

a) Integrujte metodou Monte Carlo funkci e~ na intervalu [—100, 100]. Zkuste také nume-
ricky urc¢it hodnotu tohoto integralu od —oo do +oo.
Ndvod: Funkce je symetrickd vaéi poéatku, ¢ili ji staéi integrovat na intervalu [0, +00).

Provedte substituci x = 1/¢ — 1, éimz zménite meze integralu od 0 do 1.

b) Opily ndmofnik vstoupil na molo dlouhé 50 kroki a Siroké 20 krokti. Jde smérem k pevniné.
P1i kazdém kroku dopredu vsak zavravora zaroven o krok nalevo nebo napravo. Zjistéte,
s jakou pravdépodobnosti namoinik dojde az na bfeh a s jakou pravdépodobnosti spadne
do morte a utopi se.

Namotnik mél $tésti a neutopil se. Druhou noc se vSak opét vydava opily z lodi na
pevninu. Tentokrat viak vane staly vitr o rychlosti 3m-s~!, ktery zptisobi to, #e na jednu
stranu udéld krok s pravdépodobnosti 0,8 a na druhou stranu s pravdépodobnosti 0,2.
Zjistéte, s jakou pravdépodobnosti ndmoinik dojde az na bieh a s jakou pravdépodobnosti
spadne do mote a utopi se.

Treti noc se namornik opét vydava opily na pevninu. Tentokrat vsak vane promén-
livy vitr. Vane podle normélniho rozdéleni se st¥edni hodnotou Om-s~" a disperzi 2m-s™*.
Zjistéte, s jakou pravdépodobnosti tentokrat namornik dojde az na bieh a s jakou pravdé-
podobnosti spadne do mofe a utopi se. Muzete uvazovat, ze ndmornik jde pomalu a setrvac-
nost vétru lze zanedbat. Komu by to vadilo, necht vymysli, jak by vitr v po sobé& jdoucich
krocich koreloval.

¢) Méme k dispozici 50 rezistorii o odporech 50 € a chceme z nich sestavit obvod, jehoz celkovy
odpor v ohmech bude co nejblize ¢islu ©. Pokuste se metodou simulovaného zihani najit
obvod, ktery by tomuto pozadavku vyhovoval co nejlépe.

Pro urcovani celkového odporu obvodu si milZete pfizpusobit program, ktery najdete
na nasich webovych strankach.

21) Ingber, L.: Simulated Annealing: Practice versus Theory.
http://www.ingber.com/asa93_sapvt.ps.gz
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Pokud se na tento tkol necitite, mizete zkusit zahrnout do problému obchodniho ces-
tujiciho zakfiveni zemského povrchu a pokusit se jej vyfesit pro néjakou konkrétni mnozinu
mést na Zemi (napfiklad vSechna hlavni mésta v Evropé, USA atd.).

d) Zkoumejte vyvoj epidemie v Praze, uvazujte 1 milién obyvatel. Intenzita ndkazy 3 je
0,4/1 000000 za den, uzdraveni v je (&tyfi dny)fl‘ Na pocatku je nakazeno 100 lidi. Po-
rovnejte prubéh epidemie pfi ockovani predem dvaceti procent lidi s pribéhem epidemie
pfi oc¢kovani az béhem epidemie s rychlosti pil procenta denné. A také s pribéhem bez
oc¢kovani. Konec epidemie vyhlasime, bude-li méné jak 20 lidi nemocnych.

Je spousta udaju, které muzete z pocitacové simulace ziskat. Krom stfedovaného pri-
béhu epidemie uvedte pro zajimavost téz graf, kde ukazete prvnich pét ndhodnych simulaci.
Daéle muzete sledovat fluktuace. MiZete téz vysledky porovnat s deterministickym modelem,

dat dokazete hezky zpracovat.
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Kategorie prvnich rocniki

jméno skola 1234PES I % X

Student Pilny MFF UK 3544 4 7 6 33 100 33

1. Stanislav Fort G P. de Coubertina, Tabor 22431 2 2 16 48 16

2. Tomdas Volf G P. de Coubertina, Tabor 32242 - - 13 65 13

3. Ji-Hong Min 1st Internat. School, Ostrava 32311 2 - 12 44 12

4. Petra Knazekovd G Ludovita Sttra, Trenéin 2131 4 - 11 55 11

5. Zuzana Bogdrovd G Ludovita Sttra, Trendin 3 -3 -2 - - 8 73 8

6.—7. Ondrej Maslikiewicz SPS Hronov 22 -3 - - - T 58 7

Barbora Veselkovd G Ludovita Stara, Trenéin 2131 - - T 44 7

8. Michal Pokorny G Décin - - - - - - 4 4 67 4

9.—10. Tomds Bartonék G O. Havlové, Ostrava - Poruba 1 -1 -1 - 3 21 3

Ondrej Palla SPS Hronov 0 - -0 2 - 3 17 3
Kategorie druhych rocniki

jméno skola 1234PES I % X

Student Pilny MFF UK 3544 4 7 6 33 100 33

1. Zuzana Docekalova G Ostrava - Hrabuvka 2244 4 6 6 28 8528

2.-3. Petr Cagas G Lesni ¢tvrt, Zlin 344415 6 27 8227

Petr Rysavy G J. Heyrovského Praha 333345 6 27 8227

4. Jdn Bogdr G TLudovita Stura, Trendin 33343 - - 16 80 16

5. Katerina Honzdkova G Jana Keplera, Praha 3 - 44 - 3 - 14 75 14

6. Tereza Steinhartovd G J. K. Tyla, Hradec Kralové 3 2 4 4 - - — 13 81 13

7. Martin Chudjak SPS Martin 21411 3 - 12 44 12

8.-9. Tereza Jerdbkovd SPS a SOU Letohrad 3 - -4 -4 - 11 79 11

Veronika Pastykovad G J. Ortena, Kutna Hora 21323 - - 11 5511

10. Frantisek Steinhauser G Dacice 21313 - - 10 50 10

11.-14. Jana Bazovad G Ludovita Stara, Trenéin 2 -3 - - 4 - 9 64 9

Jakub Klemsa G J. Vrchlického, Klatovy 3 - -3 3 - - 9 82 9

Lukads Kripner G T. G. Masaryka, Litvinov 3 - -4 2 - - 9 8 9

Lada Peksova G Ch. Dopplera, Praha 2 -3 4 - - — 9 82 9

15. Michal Miiller G Jevicko 3 -3 - - - 6 8 6

16.—17. Adam Mohammad 1st Internat. School, Ostrava 1 -2 -2 - - 5 45 5

Anna Vacirovd VOS a SPS G Evropskd Praha 0 1 1 2 1 - — 5 25 5

18. Irena Pavlickovad G a SOS Frydek-Mistek 3 - = - - - - 3 100 3

19.—21. Michal Bajcar G F. Zivného, Bohumin 2 - - - - - - 2 67 2

Simona Lankovd G Havlickuv Brod 01 -1 - - - 2 17 2

Michal Spanko G Havli¢kiiv Brod 2 - - - - - 2 40 2
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Kategorie tretich rocniku

jméno skola 1234PES I % X

Student Pilny MFF UK 3544 4 7 6 33 100 33

1. Pavel Maly G Ch. Dopplera, Praha 3 - 44 4 6 6 27 96 27

2. Michal Maizner G Zilina - Vléince 3344 2 7 3 26 79 26

3. Martin Vyska G Nad Aleji, Praha 2 334 4 -7 23 88 23

4.—6. Michael Hakl G Ch. Dopplera, Praha 32343 7 - 22 81 22

Karel Kolar G Spitalska, Praha 3 - 44 - 7 4 22 92 22

Hana Sustkovd G Trutnov 3244 4 2 3 22 67 22

7. Michal Koutny G Masarykovo nam., Tiebic¢ 33442 4 - 20 74 20

8. Alzbéta Pechovd SPS strojnicka Vsetin 3133 2 3 4 19 58 19

9. Peter Ondrac G Humenné 32343 - - 15 75 15

10. Jakub Topfer G Jana Keplera, Praha 3334 - - - 13 81 13

11.—13. Lukas Cimpl G Frenstat pod Radhostém 323 -2 2 - 12 52 12

Zuzana Chlebounovda G M. Kopernika, Bilovec 2 3 - — 7T - 12 80 12

Alzbéta Kadlecovd G Jana Keplera, Praha 32 -4 -3 - 12 63 12

14.-15. Josef Tkadlec G Jana Keplera, Praha 2333 - - - 11 69 11

Martin Zahradnik G Tfebon 31 -34 - - 11 69 11

16. Katarina Bazovd G Ludovita Sttra, Trendin 221 - - 4 - 9 47 9

17. Jana Figulova G Ludovita Stara, Trenéin 3 - - -4 - - 7 100 7

18.—19. Viaclav Obrdazek G Jana Keplera, Praha 2 — -4 - - 6 8 6

Ondrej Ruzicka G a SOS Hofice 3111 - - 6 38 6

20.—21. Miroslav Klimos G M. Kopernika, Bilovec - - - - -5 5 83 5

Dana Suchomelovd G Ludovita Stara, Trenéin 3 - - -2 - - 5 71 5

22.-23. FEwva Haskovd G a SOS Upice 12 -1 - - - 4 33 4

Vojtéch Tuma G Roudnice nad Labem 22 - - - - - 4 50 4
Kategorie ctvrtych rocniku

jméno skola 1234PES I % X

Student Pilny MFF UK 3544 4 7 6 33 100 33

1. Jakub Michdlek G Jana Keplera, Praha 4 2 45 4 5 6 30 91 30

2. Jan Hermann G Cesky Krumlov 45 -4 4 — 7 24 109 24

3. Juraj Hartman Jirdaskovo G Néchod 3 - 44 - -1 12 71 12

4. Lukds Ledvina PCG Karlovy Vary 33 -4 - - - 10 83 10

5. Prabhat Rao Pinnaka 313 -1 - — 8 50 8

6. Lukds Drdpal G Ch. Dopplera, Praha - 34 - - - 7T 88 7
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