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21. roénik, tloha II.4 ... nabitd anténa (5 bodu; primér 1,64; tesilo 22 student)

Dva stejné naboje umistime na oba konce tuhé nevodivé tycky. Jaky vykon budeme po-
trebovat na otaceni tycky konstantni tithlovou rychlosti kolem osy prochézejici stfedem tycky?
Tieni zanedbejte. Ulohu vymyslel Martin Vyska.

V pribéhu feseni uzivame nasledujici symboly: R oznacuje polovinu délky tycky, a tedy
polomér kruznice, po které se oba naboje pohybuji, w znaci thlovou rychlost otaceni tyce, q
budeme znacit velikost obou naboji. Co se tyce fundamentalnich konstant, volime tradi¢né c
jako velikost rychlosti svétla ve vakuu a g permitivitu vakua.

Jak bylo uvedeno v zadani, tycka spojujici oba nadboje je nevodiva a nehmotna. To znamena,
ze se v prikladu projevuje pouze jako mechanismus udrzujici naboje na kruhové trajektorii
a nijak ji do nasich ivah nemusime zahrnovat. Tato idealizace byla zvolena proto, abychom se
nemuseli zabyvat konkrétnimi detaily souvisejicimi s realizaci takovéhoto uskupeni, ale mohli
se soustiedit zcela na elektromagnetickou stranku véci. To bychom méli par slov na tvod,
vrhnéme se na feseni!

Jak nas uci teorie relativity, zadny ,,redlny objekt“ se nemiize v prostoru pohybovat rychlosti
vétsi, nez je rychlost svétla ve vakuu. Pro feSeni tlohy staci védét, ze elektromagnetické pole
takovym objektem je (napf. proto, Ze nese energii a hybnost).

Uvazujme nyni nasledujici model silového piisobeni mezi dvéma naboji. Kazdy z nabojt
vysild v kazdém okamziku do prostoru informaci o své poloze a rychlosti (signal) a tato infor-
mace se prostorem $ifi konecnou rychlosti. Kdyz potom jeden naboj zachyti signal pochazejici
od druhého néboje, tak si jej ,zpracuje* a na zakladé informaci v tomto signélu obsazenych se
za¢ne pohybovat (jak, o tom za chvili). Tento model ma své zjevné ,mouchy”, ale v zakladé
spravné vystihuje podstatu probiraného ptsobeni, pfedevs§im tu nasledujici.

Kazdou informaci, kterou jeden naboj vysle, pfijme vzhledem ke konecné rychlosti Sifeni
signalu druhy naboj se zpozdénim. Protoze se ale béhem doby, kdy signal putoval prostorem,
mohl zdrojovy ndboj pohybovat, jsou informace, které ma cilovy naboj k dispozici, ,,zastaralé.
Jinak feceno, cilovy naboj se chova tak, jako by se zdrojovy naboj v okamziku pfijmu signalu
nenachézel tam, kde se skuteéné nachazi, ale tam, kde se nachézel v okamziku vyslani signalu®.

Sila ptisobici na naboj neni kolmé k jeho rychlosti, nebot jak jsme ukézali, nez se jeden
naboj dozvi o tom, ze na néj z toho a toho mista ptsobi druhy naboj silou, tak se celd soustava
stihne béhem §ifeni signalu jesté o kousek pootocit. Tim se nepatrné zmeéni thel mezi pisobici
silou a rychlosti ndboje, vektory sily a rychlosti potom jiz nejsou kolmé a vysledny vykon neni
nulovy.

A/
Prvni véci, kterou ve svém feseni musime zjistit, je ve- r\w
likost thlu 2a;, o ktery se cela soustava oto¢i v dobé mezi
vyslanim signalu z prvniho naboje a zpracovanim signalu B 0 R A
— - -
-

druhym nabojem. Pro lepsi nazornost si celou situaci zna-

zornéme graficky (viz obr. 1). Vodorovna pozice tycky od-

povidéa okamziku vyslani signalu, sikmé okamziku pfijmu

signalu. Obr. 1. Otoceni tycky béhem
Jelikoz se celd soustava otaci rovnomérné, bude se sig- Sifeni signalu

nal §iFit po ¢as 2a/w. V tomto ase urazi signal rychlosti ¢

1) Toto je misto, kde udélala chybu velka ¢ast fesitelit, nebot predpokladali, Ze se silové ptisobeni mezi
naboji prenasi nekonecné velkou rychlosti. V takovém pfipadé by byla sila pusobici na naboj kolma
k jeho rychlosti a vysledny vykon elektrickych sil by byl nulovy.
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vzdalenost mezi misty vyslani a pfijmu signédlu; tato mista jsou na obrazku znazornéna body A
a B’. Z obrazku je patrné, %e se jedna o délku zakladny rovnoramenného trojihelnika o rame-
nech délky R a s vrcholovym thlem © — 2¢, tedy o vzdalenost 2R cos o. Srovnanim obou ¢ast
dospivame k rovnici o jedné neznamé «,

20 2Rcosa

w C

Pro tuto rovnici bohuzel nedokdzeme najit obecné feSeni (rozuméj funkei nékolika promén-
nych, do které bychom dosadili hodnoty parametrt v, ¢ a ziskali bychom feseni). To by v pfi-
padé komplikovanéjSich navazujicich vypoctti mohlo predstavovat problém, nicméné v tomto
pripadé ziskana rovnice plné postacuje. Pokud by néas totiz zajimala hodnota feSeni pro néjaky
konkrétni pfipad, mizeme do dané rovnice dosadit a vytesit ji numericky nebo pomoci mocnin-
ného rozvoje (pro malé rychlosti otd¢eni mizeme funkci kosinus rozvinout do nékolika prvnich
¢lenti Taylorova polynomu, ¢imz obdrzime piijatelnou polynomialni rovnici). Ndm bude plné
postadovat, ze tato rovnice v kazdém ptipadé feSeni ma, ze toto FeSeni je jediné (rozmyslete si
pro¢) a ze jej v principu umime nalézt. Oznaéme si toto jediné feseni nasi rovnice ayp.

Zopakujme nyni jesté jednou, co jsme zatim zjistili. Silové ptisobeni mezi obéma naboji ne-
probiha tak, jako by oba naboje oddéloval thel &, ale jako by jejich vzajemna tthlova vzdalenost
byla pouze ® — 2.

Nyni je kone¢né na Case Fici si, jak probihd ,zpracovavani“ signali, které si mezi sebou
naboje posilaji. Podivejme se tedy do knihy Feynmanovy piednasky z fyziky?, kde se objevuje

vzorec , )
[ — [er' + Li('e“) +1d e“] .
4req | 72 c dt \ r'2 c? dt?
Tento vzorec iika, ze kdyz se ndboj prostrednictvim signalu dozvi, Zze na misté popsaném po-
lohovym vektorem r’ (s po¢atkem pevné fixovanym v misté, kde se nachazi naboj ptijimajici
signdl) a odpovidajicim jednotkovym vektorem e, se nachdzi ndboj velikosti ¢, ma se chovat
stejné, jako by byl v elektrickém poli o intenzité E dané uvedenym vzorcem. Carky se v uve-
deném vzorci vyskytuji proto, abychom méli na paméti, ze méame dosazovat pozici zdrojového
naboje v okamziku vyslani signalu, nikoli jeho pfijmu.

Zde je mozno upozornit na jednu ,,mouchu“ modelu, ktery jsme uvedli v prvnich odstavcich.
Aby byl na$ model konzistentni s teorii relativity, potfebovali bychom, aby polohovy vektor,
kterym se zabyvame, nemél pevny pocatek, ale aby se jednalo o vektor vzajemné polohy obou
nabojtl, a aby tak silové ptisobeni nebylo zévislé na volbé inercialni soustavy. V praxi se tento
problém pieklene tim, Ze si vzajemné pusobeni vétS§inou piedstavujeme pomoci vektorovych
poli, s vektorem intenzity jako funkci polohy v prostoru. Tento model je nicméné na prvni
seznameni s predmétem mozna az prili§ slozity, proto jsme uzili sice ne zcela spravného, ale
nazornéjsiho modelu.

Abychom mohli uzit uvedeného vztahu, je tfeba zjistit, jak se s Casem méni vektor po-
lohy zdrojového naboje vii¢i mistu p¥ijmuti signalu (viiéi bodu B’). UZijeme proto oblibenou
fyzikalni fintu: nechame cas, aby se posunul o malou hodnotu d¢, a budeme sledovat, jak se
celd situace zméni. Béhem této kratké doby se tthlova vzdalenost zdrojového naboje a bodu B’
zméni z hodnoty m — 2a na hodnotu ™ — 2 + wdt. Tim se rovnoramenny trojuhelnik osa
otadeni-zdrojovy naboj-bod B’ trochu zplosti a thel p¥i jeho zakladné se zmensi o polovinu

2) Feynman, Leighton, Sands: Feynmanovy predndsky z fyziky I. Fragment, 2000, str. 372.
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toho, o co se zvétsi vrcholovy thel,
oot
o= 5
coZ je zaroven thel, o kterj se pootodi jednotkovy vektor e, okolo bodu B'. Je uzitecné si
povsimnout, Ze velikost této zmény neni zavisla na Case, coz lze interpretovat tak, ze se vek-
tor e otaéi kolem bodu B’ rovnomérnou thlovou rychlosti w/2. Jak zndmo, vektory rychlosti
a zrychleni takového pohybu jsou

dey w

a — 2"
d%e, _ w?
e -4

Zde jsme oznadili £ jednotkovy vektor kolmy k e, (vektor e~ otoceny o /2 proti sméru
hodinovych ruéicek).
S pootocenim vektoru r’ souvisi i zména jeho velikosti
r’ =2Rcos
o hodnotu (opét uzijeme rozvoj do Taylorova polynomu, tentokrat sta¢i do prvniho fadu)

dr' = —2Rsinada = wRsin adt.

Pro zpfehlednéni zapisu si dopfedu vypoctéme veli¢inu

i(ew)_i e, . L)y_der 1 (_2d'\_
de \r2) At \" 2] dt 2 " r3dt )
f wR cos ag — 2e, Rw sin ag w

= = f. — 2. si .
(2R cos ap)? 8R? cos? ag (f cosao sin a)

Nyni jiz staci dosadit ziskané hodnoty do uvedeného vzorce a dostavame velikost elektrické
intenzity v bodé B’ jako

o 47(80

—4 e 2R cos ag d (F cosap — 2€, sin ay) w—z e
(2R cos ag)? c 8R2cos®ag 0 " O g2

Elektricka sila pusobici na kazdy naboj je potom z Lorentzova vztahu rovna

2 : 2
—q 1 w sin o w w
F = gE = e — -— for |l 5—— || -
¢ 4reo { <4R2 cos?ap  2Rccos?ap  4c? ) + (4Rc cos ag )}

Abychom mohli vypocitat vykon, se kterym kona tato sila préci, potfebujeme urcit thel,
ktery sviraji vektory sily a rychlosti. Vektor rychlosti kazdého naboje je te¢ny ke kruznici, po
které naboje obihaji, celd situace tedy vypada stejné jako na obrazku 2. Z ného vidime, ze
velikost tthlu mezi vektory v a e je rovna /2 — ap a thel mezi vektory v a £ je roven © — a.
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A/

Obr. 2. Vzajemné postaveni vektor

Vykon, kterym konaji praci elektrické sily pusobici na kazdy naboj, je potom dan skaldrnim
soucinem

P1:F~v:7_qQWR {sinao( 1 — wsinag —w—2> — cos (7w )} .
4reg 4R%2cos? g 2Rccos?ap  4c? 4Rccos ayp
To vsak jesté neni vSechno. Vykon, vypocteny z uvedeného vzorce je kladny. Protoze mame
zanedbat t¥eni a magneticka sila praci nekona (je kolmé k pohybu), tedy pokud by vSe bylo
tak, jak jsme to doposud uvazovali, energie soustavy by se sama od sebe zvySovala, ndboje by
se navzajem urychlovaly a méli bychom co do ¢inéni s perpetuem mobile! Tento rozpor se da
nastésti pomérné lehce vyftesit.

Zatim jsme totiz neuvazovali energii, kterou s sebou nese elektromagnetické pole. Hustota
energie skryté v elektrickém poli je tmérnad druhé mocniné velikosti vektoru elektrické intenzity
a rovna ¢ = g9 E?/2. Pokud sem dosadime za vektor elektrické intenzity vyse odvozeny vztah
a vypocteme vykon, s jakym kazdy naboj vyzafuje do prostoru, dostaneme pro nerelativistické
rychlosti ndboji vztah

FwiR?
6meoc®
Pripadné zajemce o odvozeni tohoto vztahu odkazeme na jiz citované Feynmanovy prednasky
z fyziky, nebof se jedna o ponékud delsi vypocet. Je dilezité, ze se timto zplisobem vyzari vice
energie, nez kolik ziskaji ndboje vzajemnou interakci, ve vysledku tedy vysetfovana soustava
jako celek energii ztraci a k zadnému rozporu zde nedochazi.

Uvedené dva zpiusoby jsou jedinymi cestami, kterymi nase soustava muze ziskavat nebo ztra-
cet energii. Celkovy vykon, ktery soustava spotfebovava a ktery ji musime dodavat, abychom
ji udrzeli v rovnomeérné rotaci, je tedy souc¢tem obou vykont pifes oba naboje

Ptota,l:2(P2*P1)7

P =

kde velikosti jednotlivych vykont jsou uvedeny vyse. Upozornujeme jesté jednou, ze odvozené
feSeni je platné pouze pro nerelativistické rychlosti naboja.

Uvedme nyni ve strucnosti, jak bychom pfiklad FesSili v pfipads, Ze bychom se zajimali
o malé rychlosti obou naboji. Pro malé hodnoty argumentu x ziskame Taylorovym rozvojem

Ccos 1 z? + z* si z? + z°

~1— "+ = inr~z— —+ ——

v 2 "o TEET S T
1 —1(a—2

1y m 1 apy @a=D 2 ale=Da=2)

2 6
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Dulezité je, ze pokud misto danych funkci pouzijeme uvedené polynomy, dopustime se
chyby, ktera je fadové rovna prvni zanedbané mocniné w, ¢ili pro maléd w se uzitim pribliznych
vzorci dopustime pouze malé chyby.

Nyni mizeme s témito pfibliznymi vztahy vyfesit (alespoii pfiblizné pro malé rychlosti) tu
osklivou rovnici pro ap, se kterou jsme neuméli hnout,

wR
g = — COS (.
(&

Predpokladejme, Ze miizeme feseni nasi rovnice vyjadrit ve tvaru
aw=A+B- @Jrc (‘”R) +D. (“’R) ,
c c

a podivejme se, zdali nam tento predpoklad pfinese néjaky uzitek. Rozvoj jsme délali do
tretiho fadu, protoze se v dalsich Gpravach dostaneme na troven mocniny vyzafovaciho ¢lenu.
Dosadme

3
A+B- @+C (wf) +D'(%) -

S o e (2 e ()

c 2c

M(M R (wf) e (41) )

Aby byla némi navriené hodnota skuteéné feéenim musi se na obou dvou stranéch rovnice

u nulté, pak u prvni az u tfeti) dostavame pro hodnoty koeficientii postupné
A=0, B=1, C=0, D=-3}.

Reseni rovnice je tedy pfiblizné
o ~ @ — 1 WBR?’
c 2 3

Doufam, ze vés jiz tato kratkd ukazka presvédéila o tom, Ze vySe uvedené piiblizné vzorce
jsou velice uziteéné a ze diky nim dokazeme zjednodusit mnohé osklivé vztahy. Pokud jste
tyto priblizné vzorce jesté nikdy nevidéli, tak vam viele doporucujeme, abyste si je dobfe
zapamatovali, jelikoz vam mnohdy pomohou a jisté se s nimi jesté setkate.

Nyni poditejme vSechny ¢leny, které néas zajimaji (vzhledem k dal$imu postupu musime
kazdy ¢len uréit do fadu w®, abychom se dostali na taroven vyzafovaciho lenu):

oy wR 2 (wR)?’

smaowaof—w———

6 c 3 c
1 _
3 :(1fsin2ao) 1’\'1—4—3111 a0~1+a0~1—|— wR) ,
cos? agp c
sin ag s 1 a3 (1+ ) wR+1 wR\?
=sinap - ~|ag— — )~ —+ - | — R
cos? agp 0 cos? ag 0 6 0 c 3 c
1 - in? 1
:(1—sin2ao) 1/2%1+sm ao%1+7(ﬁ>
COoS Qg 2 2 c
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Tyto vyrazy mtzeme dosadit do odvozeného vztahu pro vykon P; a dostaneme
—'wR ((wR 2 (WR\")

4Teg c 3 c

1 wR\? w wR 1 (wR\? w? w
T (1 () ) o (2545 (2F) ) -] - ()
4R? c 2Rc c 3\ ¢ 4c? 4Rc
o TCWR [(wR 2 (wR)® L)
T dmeo c 3 c 4R?2  2¢2 4Rc

_ —qwR (7 2w3R) 1 Qu'R?

3c3 6reg 3

P

Q

4TY€0

Tento vysledek nas dostal do pé&knych potizi! Rikd nam totiz, ze energie, kterou naboje
ziskaji vzajemnou interakci je s presnosti do fadu w?* stejné velks, jako energie, kterou naboje
vyzafi. Tyto dva prispévky se vzajemné vyrusi, takze celkovy vykon, ktery musime nabojim
dodavat, je imérny nejméné paté mocniné thlové rychlosti otaceni. Coz je jisté zajimavy vy-
sledek sdm o sobé, nicméné pokud bychom chtéli i konstantu imérnosti, museli bychom praveé
uvedeny postup opakovat s tim, ze bychom museli vSechny ¢leny urcovat s presnosti do paté
mocniny w. Jak jisté tusite, vypocet je to pomérné zdlouhavy a ani na néj zde nemame misto.
Proto zde uvedeme pouze vysledek, ke kterému mohou zéjemci dojit zcela analogickym postu-
pem, jaky jsme zde pravé uvedli. Vykon spotfebovany jednim nabojem v disledku vzajemné
interakce je potom priblizné

p o 28 R
60 meoc®

Tim jsme se v8ak dostali do jiného problému. Tak malé odchylky jiz na trovni relativis-
tickych korekci vztahu pro vyzafovany vykon. Provedeme-li totiz vypocet vykonu vyzareného
zrychlujici ¢astici relativisticky, dostaneme se ke vztahu

P q2w4R2 . 1 - q2w4R2< ’02>’

), = ~ Z
3 v2\3 3 2
6TegC (1 _ cT’) 6TegC c

platnému snad jiz obecné. Zajemci jej naleznou tfeba v knize D. J. Griffitha: Introduction to
FElectrodynamics.

Sec¢tenim dvou poslednich vztaht potom dostavame pro vykon nutny k udrzeni rovnomérné
rotace soustavy vyraz
29 wR*
15 meocd

Piotal =

Zavérem bychom chtéli vyzdvihnout Dalimila Mazdce, ktery mél jako jediny skoro spravné
feSeni a zaslouzi si za to prémii. Pavel Motloch

pavel@fykos.mff.cuni.cz

Fyzikéalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty UK MFF. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky
UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiki a fyziku.
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