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22. roénik, tloha I1.E ... Sikma véc (8 bodi; pramér 3,71; tesilo 17 studenti)
Kolik vody musi byt v PET lahvi postavené na uzavér, aby jeji stabilita byla nejvétsi (pfi
vychyleni ze svislé polohy spadne ze nejdelsi ¢as)? Nezapomerite na teoretickou pfedpovéd.
Nad vypitou lahvi se zamyslel Béda.

Teorie

Je tfeba se zamyslet nad tim, jaké si zvolime kritérium, podle kterého budeme hodnotit
stabilitu lahve s vodou. Omlouvame se za kritérium nastinéné v zadani, které je trochu matouci.

Bod hrany vicka, kolem kterého se lahev otaci, oznac¢me A, té-
zisté B, vektor z bodu A do B bude r, thel sevieny vektorem r a svislym
smérem je ¢, prumét r do vodorovného sméru je polomér vicka, ktery
ozna¢me a. Prvni kritérium, které nas pravdépodobné napadne, je ve-
likost momentu sily M, kterym je tfeba na lahev ptisobit, abychom
ji prevratili. Ovsem M = r x F,. Velikost M je rovna soucinu veli-
kosti Fy a prameétu vektoru r do sméru kolmého na F,, tento prameét
je roven a (viz obréazek). Pfilévanim vody do lahve roste tmérné Fg,
avSak a se viibec neméni. Pfirozené podle tohoto kritéria je tedy lahev

vvvvvv

Rozumné kritérium stability je rozhodné prace W potfebna k pre-
vrzeni. W odpovida souc¢inu mAh, kde Ah je potfebné zvednuti té- o
7isté k prevrzeni. Zanedbejme na chvili vlastni hmotnost prazdné lahve |
a fakt, ze se voda preléva, a uvazme, ze lahev je valcova. Pfi uziti téchto A L
sivlle({h ’zje’dnf)duéenivsi llze rozmysle‘vu, ?e vyrazvm/Ah buc,le maxi'mélni Obr. 1. PET lahev
pri minimalnim mnozstvi vody. Kdyz zjednoduseni opustime, dojdeme . «

. . RS . . o ,vzhiiru nohama
k zavéru, ze maximalni praci potfebnou k prevrzeni, a tedy nejvétsi
stabilitu dostaneme pro ¢astecné naplnénou lahev.

Budeme zkoumat ale jesté jiné kritérium stability, a to dobu 7', za kterou se lahev vrati
do svislé polohy, kdyz jsme ji pfedtim vychylili. Nikoli tedy dobu padu lahve na zem, jak
jsme navrhovali v zadani, ale dobu padu zpét do svislé polohy. Kratsi doba T znamend veétsi
stabilitu. Uvazujme na chvili, Ze voda v lahvi je ,zamrzla“, tedy Ze se nepfeléva. Kdyz lahev
trochu vychylime ze svislého sméru a pustime, lahev se vraci do svislé polohy, pficemz thel ¢
se méni podle rovnice

Jp =mgrsinep, (1)

kde @ znaci druhou derivaci ¢ podle casu, tedy tihlové zrychleni, J je moment setrvacnosti
lahve viéi bodu A. Méme diferencialni rovnici pro neznamou funkei o(t), kterd vyjadiuje fakt,
Ze moment setrvacnosti télesa krat ihlové zrychleni je rovnho momentu pusobici sily. Pokusme
se aspon kvalitativné zjistit, jak funkce (t) vypadd. V pfipadé malych Ghlu je sing = ¢
a rovnici (1) 1ze psat ve tvaru

. mgr

= . 2

b= (2)
Tato rovnice nam ¥ika, ze druhd derivace funkce () je rovna té samé funkci ¢(t), kterd je
pouze prenasobend konstantou. Vzpomeneme si, jak se derivuje exponencidla, a pfijdeme na
to, ze funkce vyhovujici (2) jsou tvaru

Qﬁ(t) — Cet\/mgr/J + De—t\/mgr/‘] (3)
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pro né&jaké realné konstanty C' a D. Uhel ¢ v okamziku, kdy lahev poustime, oznaéme o,
thel ¢ odpovidajici svislé poloze znacme 1.

Na zacatku plati (0) = o, »(0) = 0. Pro splnéni téchto dvou pocateénich podminek
je tfeba v (3) polozit C = D = ¢o/2. Nésledné jesté vylovime v paméti definiéni vztah pro
hyperbolicky kosinus cosh z = (e*+e~*)/2. Reseni pohybové rovnice (2) pii splnéni pocateénich
podminek je proto

©(t) = o cosh (t mjr) , (4)

Dobu padu T z polohy ¢(0) = ¢ do svislé polohy ¢(T") = p1 dostavame vyjadienim z (4)

T =,/ I argcosh 1 (5)
mgr ©o

Pro rznd mnozstvi vody m budeme méfit ¢as T' odpovidajici prichodu mezi polohami ¢g
a 1. Ve vSech mérenich na pocatku lahev vychylime stejné. Musime si ale uvédomit, ze
pro ruzna mnozstvi vody v lahvi odpovidaji poc¢atecni vychylce a svislé poloze rtzné hod-
noty @o(m), ¢1(m). Stejné tak J(m) a r(m) jsou nekonstantnimi funkcemi hmotnosti m.
Funkce T'(m) ma pak celkem komplikovany pribéh, ktery zjistime méfenim.

Nésledujici tvahu si dikladné rozmyslete. Prilitim malého mnozstvi vody se snizi poloha
t€zisté a hodnota vyrazu ¢i/po v (5) se zmensi. J se zméni nepatrné, m trochu vzroste,
zatimco r se o0 néco zmensi, ovSem vyraz pod odmocninou se celkové zmensi. Ze zacatku tedy
prilévanim vody dostavdme mensi ¢asy T, pro mald m je funkce T'(m) klesajici. Podobnymi
uvahami dojdeme k tomu, ze pro hodnoty m odpovidajici téméf plné lahvi je funkce T'(m)
naopak rostouci. Odtud plyne, Ze pro uré¢ité m nabyva 7'(m) minima.

Doposud jsme uvazovali, ze voda je v lahvi ,zamrzla“. Kdyz se voda preléva, pfi vychyleni
lahve je tézisté nize nez pro zamrzlou vodu. Pravdépodobné proto realné dostaneme casy T
vétsi nez v odhadu podle (5); pro velkd mnozZstvi vody bude tato odchylka méné vyrazn.
Aproximace sin¢ & ¢ naopak zpusobi, Ze pfedpoviddme vétsi Casy nez skutecéné; opét pro
velkd m je tato odchylka méné vyrazna.

Vsimnéme si, ze pro ¢o — 0 (tedy poloha ,vleze“) dostavame Casy jdouci k nekonec¢nu
a méfeny cas T by tedy velice silné zavisel na pocatecnim ¢o. To by do méfeni vneslo velkou
nepresnost.

Meéreni

Pouzili jsme litrovou lahev od mléka, protoze ma vétsi vicko a lahev je tak stabilnéjsi. Vicko
je navic pékné ploché. Hmotnost prazdné ldhve je 37g. Zespodu na dno lahve jsme pomoci
tavné pistole pridélali Spejli, vznikl tak jakysi bodec. Budeme méfit ¢as T' prichodu bodce
mezi polohami, které odpovidaji Ghlim po(m) a ¢1(m).

K méreni uzijeme spojeni dvou optickych zavor. Optickou zavorou rozumime kombinaci
LED a fototranzistoru (dale FT), pficemz LED osvétluje FT. Neosvétleny FT je uzavfeny,
osvicenim se otevira. Pripojme na zdroj napéti do série F'T a odpor R. V naSem ptipadé
zdroj je 9V baterie a R = 100Q. Pfi osvétleni se FT otevira, roste proud, napéti na R
stoupd a na FT klesa. Na stejny zdroj zapojme paralelné k prvni vétvi jesté druhou shodnou
vétev, tedy sériové spojeni FT/ a R’. Pozorujeme rozdil napéti AU na R a R’. Jsou-li oba FT
osvétleny, je AU nulové. Pfi chvilkovém zastinéni jednoho z FT pozorujeme napétovy puls.
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Napéti AU pfivedeme na konektor JACK, ktery stréime do zditky pocitace pro mikrofon.
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Obr. 2. Vysledné hodnoty prolozené kiivkou

Napftiklad pomoci programu Audacity muZzeme sledovat ¢asovy prubéh pfivedeného napéti
a odméfit ¢asovy odstup pulsi. Musime dat pozor, aby AU nebylo pfili§ vysoké, ¢imz bychom
si mohli poskodit pocitac. Bohaté postacuje pracovat s napétimi AU Fadové v desetinach voltu.
Toho docilime tfeba tak, ze do série za R a F'T do kazdé z vétvi zapojime jesté odpor radove
vétsi, v nasem pripadé 10k(). Ze stejné baterie je mozno napajet i LED, které s pfedfadnym
odporem zapojujeme paralelné k jiz existujicim dvéma vétvim.

Ze stavebnice Merkur jsme si postavili konstrukei, na které jsou umistény obé optické zavory
a ktera zarucuje konstantnost pocatecniho vychyleni.

Meéfené casy T jsou malé, fadové v desetindch sekundy. Abychom dokézali uréit, kdy je
lahev nejstabilnéjsi, vyzadujeme pfesnost minimalné v fadu setin sekundy, 1épe vsak v fadu
milisekund. Proto se radéji vyhneme méfeni ru¢né stopkami. Méfeni pomoci optické zavory na-
semu pozadavku vyhovuje. Odezva FT (tedy prodleva mezi osvicenim a otevienim) je o nékolik
fadt nizsi nez pozadovand presnost, a nemusi nas proto trapit.

Vysledky méfeni shrnuje tabulka a graf, kde je vynesena zéavislost ¢asu 7' na hmotnosti vody
v lahvi m. Pro kazdé m jsme provedli nékolik méfeni, abychom si udélali obrazek o presnosti.
T ziskdme jako primér. V tabulce je pro kazdé m uvedena smérodatnd odchylka souboru
meéfeni. Rovnéz uvadime z toho plynouci statistickou nepresnost aritmetického primeéru ustat.
Potésujici je, ze je smérodatna odchylka fadové v milisekundéch. Vyslednou chybu urcéeni T’
odhadujeme o 5 ms vétsi nez je ustat, protoze je tfeba uvazit i moznost systematické chyby.

Minimalni T" odpovida zhruba hmotnosti vody m = 200 + 50 g, pfi tomto mnozstvi vody
prohlasime lahev za nejstabilnéjsi.

Graf potvrzuje nase kvalitativni zavéry ucinéné v teoretickém rozboru.
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Tabulka vysledki méfeni

m [g] 0 [13 [26 [ 338 [57 |74 |94
T [ms] |450 |206 |160 | 147 | 130 |119 | 114
475 [197 |160 |141 [127 [122 [114
477 1204 |155 | 141 |127 |126 | 115
482 200 [158 |144 |131 |121 |114
473 198 |156 |144 [128 [122 [113
463 196 |158 |143 [130 [120 [118
444 221 |164 |142 [126 [125 [117
435 [198 |160 |141 [127 [119 |114
460 | 205 |156 | 145 |128 |122 |115
T [ms] [462 [203 |159 [143 [128 122 [115

o [ms] 15 | 7 3 2 2 2 2
Ustat [HIS] 5 2 1 1 1 1 1
m [g] 123 | 166 |209 |301 |490 | 601 |703

T [ms] 108 {108 [ 105 110 |137 |161 |202
108 [ 107 |102 |107 |135 |172 |212
103 {106 | 108 |107 |[136 |166 |201
111 {106 | 102 |110 |[136 |167 |192
108 | 107 [ 104 |108 |131 |168 |197
111 {107 |107 |107 |131 |162 |207
112 {107 | 104 |109 | 136 |162 |204
108 | 110 | 105 |107 |[134 |164 | 200
107 {108 | 104 |110 |[135 |165 | 208
T [ms] 108 | 107 |105 |108 |[135 | 165 |203
o [ms] 3 1 2 1 2 3 6

Ustat [ms] | 1 1 1 1 1 1 2

Poznamky k doslym rfesenim

ukazali, zavisi nas zavér na volbé kritéria stability. Zavérem bychom jen chtéli pfipomenout, Ze
pfi méfeni je tfeba se aspon zakladnim zpisobem zamyslet nad velikosti chyby. Nepozadujeme
zadné hluboké analyzy nepiesnosti, staci strué¢na a jasna zminka. Méfime-li ru¢né stopkami
Cas zhruba pil sekundy, je na misté provést méreni nékolikrat a nasledné se zamyslet, jak
davéryhodné jsou nase vysledky. Marek Scholz

mara@fykos.mff.cuni.cz

Fyzikalni koresponden¢ni semindf je organizovan studenty UK MFF. Je zastieSsen Oddélenim
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