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22. ro¢nik, uloha VI.1 ... odpor je marny !!! chybi statistiky !!!
Vypocitejte odpor n-rozmérné krychle mezi dvéma nejvzdalenéjsimi vrcholy (ty o soufad-
nicich (0,0,...,0) a (1,1,...,1)). Zkuste zacit od trojrozmérné a pouzijte stejny postup.
Prednesl Lukds Ledvina.

si obrazek.
V zadéni nebylo feceno, Ze se krychle sestava pouze
z hran. Pokud by vsak byla krychle vytvofena z ma-
terialu o konstantni vodivosti, tak by méla nekone¢ny
odpor mezi libovolnymi dvéma vrcholy.
V okoli vrcholu se daji ocekavat jisté ekvipotenci-
1. vrstva alni roviny. Zde je potieba si uvédomit, vyskytujeme-li
se v n-rozmérném prostoru, tak oblasti se stejnym po-
tencidlem jsou variety o n — 1 rozmeérech. Privedeme-li
do néjakého vrcholu elektricky proud, tak ve vzdéle-
nosti d od vrcholu je ,plocha“ ekvipotencidly tmérna

0. vrstva

2. vrstva d"~!. Zajima-li nas odpor az do vzdélenosti do, plati
d
° odl
Rdo = / Q (1)
o S
3. vrstva kde vsak S znaci plochu vyse zminéné ekvipotencialy,
tedy S ~ I""!. Dosazenim do (1) dostédvame pro n > 1
do
Ry, ~ g/ '7"dl = +o0.
4. vrstva 0

Obr. 1. Ctyfrozmérnd krychle Je vidét, ze odpor vice nez jednorozmeérné krychle,

coz je tsecka, je vaci libovolnym dvéma ridznym vrcholim nekonec¢ny. Proto se budeme déle
zabyvat odporem n-rozmeérné krychle slozené z hran, kazda o odporu R.

V této uloze budeme znacit souradnice vrcholi (ml, . ,:r”), z* € {0,1}. Vzhledem k sy-
metrii tlohy lze pfedpokladat jisté ekvipotencialni plochy. V k-té ekvipotencidlni plose lezi
vrcholy lezici v (n — 1)-rozmérném prostoru kolmém na télesovou thlopficku. Tato plocha

spliiuje rovnici
n

in:k pro 0<k<n. (2)
i=1
Pokud se snazime vypocitat odpor 3-rozmérné krychle, tak nalezneme tyto, dvé ekvipoten-
cidlni plochy a ,secteme® odpory, které jsou zapojené mezi nimi, dale pak jiz resime ,;pouze“
sériové spojovani odport mezi jednotlivymi vrstvami. Mame-li vS§ak n-rozmérnou, vSak jiz ne-
budeme mit pouze tyto dvé pro krychli, jednu pro ¢tverec ekvipotencialni plochy, ale bude jich
n — 1, kde n je pocet dimenzi.
Predpokladejme nyni tedy toto pasové usporadani. Z kazdého vrcholu vychazi pravé n vo-
di¢t; do kazdého sméru {es,...,e,} jeden'. Nejdiive vypoctéme, kolik vrcholi je ve které

D) Vektory e; = (0,...,0,1,0,...,0) majici jednicku na i-té pozici tvoii kanonickou bdzi n-rozmérného
prostoru. Kazdy z nich ma délku 1 a je kolmy na vSechny ostatni.
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vrstvé. VSechny vrcholy lezici v k-té vrstvé jednak spliuji rovnici (2), dale jejich soufadnice
z* € {0,1}. Z tohoto je jiz vidét, ze pocet uzli ve vrstvé je

W= (3) g

Najdéme nyni vztah mezi koeficienty binomického rozvoje.

(n): n! _ n! vm+1:( n )'erl. )

m ml(n—m) (m+Dn-m-1)! n—m m+1) n—m

Vodic¢a z vrstvy 0 do vrstvy 1 jde nNy, tedy soucin poc¢tu uzli a dimenze.
Z prvni vrstvy vychéazi opét nN; vodicu, viz vyse. VSak vodic¢i, které se propojuji prvni
a druhou vrstvu se jen
Glz = TLNl — ’I’LN() . (5)

Oznacime-li Gy pocet vodi¢tu spojujicich vrstvu z s vrstvou y, v naSem piipadé bude platit
|z — y| = 1, miZeme upravit vyraz (5) uzitim identity (4) do tvaru

Gu=n(") (1 - %) — (n—1)N,.

7Z tohoto vyrazu je vidét, ze z kazdého uzlu prvni vrstvy vychazi jeden vodi¢ do nulté vrstvy
an — 1 vodi¢a do druhé vrstvy.

Zformulujme nyni domnénku: nachazime-li se v k-té vrstvé, tak vychazi n — k vodica do
(k — 1)-vé vrstvy a k vodi¢i do (k + 1)-vé vrstvy. Matematicky zapsano

Gr(kt1) = (n — k) Nk . (6)

Diukaz provedeme indukci. Pro k = 0 jsme ovérili vySe. Nyni predpokladejme, ze

G(k,l)k:(nfkfl)(ki1>.

Toto znamena, ze vrstvy k — 1 a k spojuje G (y—_1), vodi¢l. Dale vSak vime, ze z vrstvy k
celkové vychazi n( Z) vodici, dale vSak neni zadna hrana rovnobézna s télesovou thlopfickou,
coz jasné implikuje
n
Grs1) = n(k) — Gr—1)k -

Upravou vjrazu, pouzitim identity (4) dostavame

Gueen =)~k ) <0(2) -0k (1)

Timto jsme dokézali domnénku (6).

Chceme-li nyni vypoéitat odpor celé krychle mezi vrcholy (0,...,0) a (1,...,1), staci vypo-
¢itat odpor mezi jednotlivymi vrstvami; celkovy odpor je souctem téchto parcidlnich odport.
Protoze jsou vSechny odpory stejné veliké, plati

R
Rit1) = m
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Pro odpor celé krychle plati

n—1 n-l 1 - 1
o = 2 e = R Gy T R iy

k=1

Toto je vyraz pro celkovy odpor krychle slozené z hran o odporu R v n-dimenzioalnim
prostoru mezi nejvzdalenéjsimi vrcholy.
Jesté je zajimavé vypocitat, jak se vyviji odpor v zavislosti na dimenzi, kdyz n — oo.

1 1 1 1 2R
ROnfR(E-Fm-F—Fm-FE)NTH

Je vidét, ze odpor klesa jako prevracend hodnota dimenze.
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