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23. ro¢nik, uloha V.S ... svétlo v latce !!! chybi statistiky !!!

a) Index lomu v nelinedrnim materidlu z4visi na intenzité svétla I jakon =n; +noI, kde n;
ang jsou konstanty vétsi nez nula. Zamyslete se, co se bude dit s paprskem svétla dané siiky,
ktery timto materidlem prochazi. Predpokladejte, Ze intenzita paprsku klesa se vzdalenosti
od jeho stredu. (Staci kvalitativni tivaha, odvaznéjsi se mohou pokusit vybudovat analyticky
model.)

b) Deska tloustky a sestdvd z 2N stejné Sirokych rovnobénych desticek ze dvou materiali
o indexech lomu n; a n2 poskladanych ,na stiidacku®. Svételna vina dopada kolmo na
Celni desticku. Jaky bude efektivni index lomu této smichané desky pro N — oco? Napada
vas proc¢? (Napovéda: pro libovolnou matici A plati

ANY
kde I je jednotkova matice a exp(A) =1 + A+ A?/2! + A% /3! +....)

Sebesoutredujici paprsek

Na kvalitativni pfedpovéd nadm staéi pouzit Snelliv zédkon lomu. Intenzita paprsku se zvét-
Suje smérem do jeho stfedu, a tim padem bude i index lomu vzristat pfi pohybu do stredu
paprsku. Snelltv zdkon nam tiké, Ze pfi pfechodu do oblasti s vy$s$im indexem lomu se svétlo
lame ke kolmici. Zhruba tedy muzeme predpokladat, ze okrajové ¢asti paprsku se budou lamat
vic a vic do stfedu a paprsek se bude postupné zuzovat. Tim ale bude jeho energie koncent-
rovana bliz ke stfedu, kde tak poroste intenzita, a nasledné i index lomu, takZe soustfedujici
efekt se bude sam od sebe zesilovat, dokud nebude paprsek prilis uzky, aby platila pouzita
aproximace. To muze nastat napiiklad tehdy, kdy ohromna intenzita svétla zmeéni kvalitativni
chovani materidlu, kterym prochézi (roztavi ho, ionizuje, atp.) nebo tehdy, kdy sifka paprsku
dosdhne fadové vinové délky svétla a geometrické priblizeni prestane platit.

S tim souvisi dalsi problém naseho modelu — vezmeme-li v ivahu vlnové vlastnosti svétla,
zadny paprsek svétla ve vakuu nebo linedrnim materidlu nemutze mit vSude stejnou $ifku,
ale musi se vlivem difrakce rozsirovat. Tento fakt lze nahlédnout nejlépe z principu neurcitosti
aplikovného na jednotlivé fotony. Piedpokladejme, Ze pFipravime paprsek svétla vinové délky A
o §ifce D, coz muzeme udélat naptiklad tak, ze nechdme projit rovinou vlnu stérbinou sirky D.
To ale znamena, Ze pfi prichodu stérbinou zndme polohu fotoni ve sméru kolmém na pohyb
svétla s presnosti Az, = D. Kvantové mechanicky princip neuréitosti tak ale zarucuje, Ze
hybnost fotont v kolmém sméru muizeme znat nanejvys s pfesnosti (fadové) Ap, = h/D.
Paprsek se tedy bude vlivem neurcitosti kolmé slozky rychlosti rozsifovat pod tthlem

_pL_ WD A
V= py  2mh/A" D’ (1)

V materidlu tedy proti sobé pusobi dva jevy — rozsifovani paprsku vlivem difrakce, a zuzo-
vani vlivem zavisloti indexu lomu na intenzité. Pokusme se odhadnout, kdy budou tyto dva jevy
v rovnovaze. Mame-li paprsek konstantni intenzity I a tloustky D, index lomu se na hranici
paprsku skokové méni z n1 4+ Inz na ni. Bude-li intenzita dostatecné velka, hodnota kritického
thlu! na rozhrani prekro¢i rozptylovy thel a k Z4dnému rozptylu paprsku pak nedojde. Pro

D) Kriticky thel je minimalni thel, méfeny od rozhrani, pod jakym muze svétlo dopadat, aby jesté
nedoslo k uplnému odrazu.
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kriticky thel ¥ plati podle Snellova zakona
(n1+ Icnz)cos ¥ =nq .

Pro rozumné tlusté paprsky viditelného svétla mame A\ < D, tedy ¥ < 1, a muzeme pouzit
piiblizny vzorec pro kosinus maljch thla cos®¥ ~ 1 — 9?/2. Dosadime-li za ¥ z rovnice (1),
dostaneme po zanedbani ¢lent vyssich fadt a numerickych konstant kritickou intenzitu

n1 AQ

I~ .
’I’L2D2

(2)

Tento vztah nam fika, jak intenzivni paprsek dané vlnové délky musime pfipravit, aby sam sebe
udrzel v oblasti $iiky D. VétSina bézné dostupnych materialéi (voda, sklo, polymery) skuteéné
vykazuje pro dostacné silné svétlo linearni zavislost indexu lomu na intenzité, a popsany jev
se v praxi ¢asto vyuziva pfi praci s laserovymi paprsky.

Podivejme se nyni, jestli se nam podaii tlohu vyfesit pfesné — za pouziti vinového mo-
delu svétla. Nebudeme vas napinat, a prozradime, ze problém m3é elegantni analytické feSeni.
Najdeme upravenou vlnovou rovnici pro elektrické pole E a ukdzeme, ze méa feSeni ve tvaru
postupujiciho paprsku s charakteristickym profilem intenzity.

Predpokladejme, ze vektor polarizace P materidlu zavisi na elektrickém poli podle vztahu

P = co(xo0 + x2|E]E),

kde xo a x2 jsou konstanty charakteristické pro dany material. Ke vztahu z patého dilu serialu
jsme tedy piidali ¢len amérny |E|?, a tedy intenzité svétla. Oznacime-li I = |E|?, pro index
lomu bude platit (podle téhoz dilu)

n:\/1+X0+X2\E2zn1 +7L2[,

pfiGemz pouzité aproximace plati pro x2|E|> < 1, coz je bezpeéné pravda pro bézné materialy
a intenzity svétla, které jsou schopné vytvorit pozemské laboratofe. Hodnoty ni a n2 pak s xo

a x2 souvisi vztahy X
2
ni1=+/1+ xo, Ny = ——=—.
1 Xo 2 2VTF xo

Hledejme nyni upravenou vlnovou rovnici pro elektrické pole. Ampériv zdkon v nasem
materidlu ma tvar 19

c2 ot
Vezméme nyni jeho ¢asovou derivaci a pouzijme Faradaytiv zdkon (ten je stejny jako ve vakuu)

VxB= (n1E + x2|E|’E) .

14

VXV Et G oe

(niE + x2|E|’E) =0,
coz muzeme prepsat pomoci vektorového zaklinadla ,,rot rot = grad div — laplace* jako

1 2
V(V-E)7V2E+c—2%(nfE+Xz\E\2E):0. (3)

Nebyt prvniho ¢lenu s divergenci elektrického pole, a kvadratického ¢lenu v druhé casové deri-
vaci, méli bychom vlnovou rovnici pro elektrické pole. Hledame teseni, které méa tvar paprsku
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o~y

ale zavisi na x a y. _
E(t, z, y, 2) = Eo(w, y)e' ™",

kde Ey(z, y) je velké jen v uréitém okoli pocatku z,y = 0, a jde k nule pro =, y — +oo.
Takové feseni odpovida rovnovaznému paprsku, ktery se pii postupu materidlem nerozbiha, ani
nezuzuje. Pro jednoduchost se omezime na situaci, kdy® Eo(z, y) = E(y)X, pticemz E(y) — 0
pro y — 400 a E’(0) = 0, protoze intenzita je maximalni na ose pohybu. Mame tedy paprsek
polarizovny ve sméru z, jehoZ intenzita zavisy jen na sméru y. Clen s divergenci v rovnici (3)
je pak rovny nule, a po dosazeni se z x-ové slozky této rovnice stane nésledujici diferencidlni
rovnice pro E(y).

x2 02 2
)E(y)+ Zar (|E|°E.) =0.

niuw?

—E"(y) + (k2 -

Nelinearni materialy obvykle nereaguji na okamzitou, rychle oscilujici intenzitu elektrického
pole, ale spi$ na jeho stfedni hodnotu. Budeme tedy predstirat, ze jediny na case zavisly
¢len v poslednim ¢lenu piedchozi rovnice je E., a okamzitou intenzitu |E|*> nahradime jeji
stiedni hodnotou® FE?(y)/2. Druhé asova derivace je tedy ekvivalentni nasobeni faktorem
—w?, a dostédvame obyéejnou diferencialni rovnici

E"(y) — I*B(y) + S E*(y) = 0,

kde k = w/c a T'? = k2 — (n1k)?, spolu s okrajovymi podminkami E(y) — 0 pro y — oo
a E’(0) = 0. Tato ovnice je ekvivalentn{ druhému Newtonovu zakonu pro pohyb &stice v dvou-
jamovém kvartickém potencialu tvaru

12,2 | X2,2.4

——I“E" + ==k"E".

2 + 8
MuZete si promyslet, jak nam tato analogie napovi, e pro I'> > 0 existuje pravé jedno Fefeni
s danymi okrajovymi podminkami (a Ze pro I'> < 0 zadné takové neexistuje). Samotné feseni
pak mtizeme najit pfes analogii zdkona zachovani energie

1 1 0,0 X2 ;24
—FE*—-T°F =Ek°E" =0
2 2 * 8 ’

a separaci proménnych dostaneme

E(y) 2r 1

= ak cosh(T'y)

Tvar této funkce je zndzornén na obrazku 1.

Jak bychom ocekavali, vysledné elektrické pole ma maximum pro y = 0 sitky fadové D =
= 2/T" a je zanedbatelné pro vétsi y, nebot funkce cosh stoupa exponenciilné, neboli zatracené
rychle. S nasim vysledkem nyni muzeme pfesné vypocitat kritickou intenzitu svétla
41 4\°

I.=F*0)=——— =—"_
0) =15 = 75,07

2) Symbol % znadi jednotkovy vektor ve sméru .
3) Sttedni hodnota cos? je 1/2.
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a dosazenim y2 = 2ning ziskdme konecné

I. =

2 X (4)

T TL17’L2D2 ’

Ale téméf stejny vysledek (2) jsme dostali z jednoduchého odhadu pomoci Snellova zdkona!
Kvadratickd zavislost na A\/D a umérnost 1/ns jsou stejné, a jediny rozdil &ini ni ve jmeno-
vateli, namisto v Citateli. Tuto nesrovnalost mizeme vysvétlit tim, Ze jsme pouzili nespravny
predpis pro dopfednou hybnost svétla v materidlu. Siti-li se totiz svétlo materidlem, rozkmitava
nabité cCastice, a celkova hybnost pak sestava z elektromagnetické hybnosti svétla, a mechanické
hybnosti ¢astic. Muzete si ovéfit, ze kdyz budeme psat* py| = nihk, vzorce (2) a (4) ziskaji
stejny tvar, az na ¢iselnou konstantu.

Vidime, Ze jednoduchy fadovy odhad ndm mtze hodné napovédét a usettit spoustu prace
s pfesnym Fesenim rovnic.

E(y)

E(y)/E(0)

Obr. 1. Velikost elektrického pole v rovnovazném paprsku v zavislosti
na vzdalenosti od stiedu.

Limita sendviée

Tento priklad ukazuje, jak uzitecna muze byt metoda transferovych matic popsana v seridlu.
Oznacime-li stejné jako v seridlu amplitudy dopadajici, odrazené a proslé viny po fadé Eq, Fo

4) Vysvétleni, pro¢ je tento vztah ten pravy, neni viibec jednoduché. Fyziktim trvalo celou prvni
polovinu dvacatého stoleti, nez se na ném shodli. Rozbor tohoto problému miiZete najit v knizce Rudolf
Peierls: More Surprises in Theoretical Physics.
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a Ep, mizeme vztah mezi nimi vyjadrit maticové

<E0p) — TN (A AT (gd) , (5)

kde

nl,gka 1 . nl,gka
11 S\ 2N niok S0\ 2N
T=1. . , Aip = ’
ik —ik ’ s ok sin ni2ka ni2ka
ni 2k s 72]\] COS 2N

A1 2 jsou transferové matice odpovidajici elementarnim vrstvam $itky a/2N a indexu lomu n1 2.
Nés zajim4 limita rovnice (5) pro N — oco. V tom pfipadé jsou argumenty goniometrickych
funkci v A1 2 mnohem mensi nez 1, a muzeme tak vzit prvnich par élent Taylorova rozvoje

Az = (-(nl,gij)%/zjv a/fN) ’ (©)

kde byly zanedbény ¢leny tmérné 1/N? a vyssich fadi. Soudin AsA; pak nabjvé tvaru®

1 a/N
Az = (f(nf +n3)ak?/2N 1 )

Oznaéme pro piehlednost n? = (n? + n3)/2. Vyraz (A24:1)Y z rovnice (5) se pak rovna

(A AN = <I+ ﬁ)N ,

A:“(—@Sk)? 3)

Népovéda nam radi, Ze pro matice plati stejny limitni vztah, jako pro normalni ¢isla (jedna se
vlastné o jednu z definic exponencidly), tedy ze

kde I je matice identity a

AN\N
li I+ = = A).
im_ ( + N) exp(A)
Na tplné vyfesSeni nasi tlohy tedy sta¢i spocitat exponencidlu matice A. To mizeme udélat
bud za pomoci vlastnich &isel a vektorti, a vyuZit toho, Ze vlastni ¢isla exponencialy matice jsou
exponencidlami vlastnich ¢isel, anebo pfimo spocitat obecnou mocninu A”, pouzit alternativni
definici exponencialy exp(A) = I 4+ A4 A?/2! + A3/3! + ... a pak si vzpomenout na Taylortv
rozvoj sinu a kosinu. Oba postupy vedou k vysledku

1 .
lim (A2A4;) =exp(A) = cos(nka) nk sin(nka) ‘
e —nksin(nka) cos(nka)

5) Stale zanedbavame kvadratické a vyssi ¢leny 1/N. Ackoli je$té neni Gplné jasné pro¢, presné takovou
pfesnost potfebujeme.

-5-



Fyzikalni korespondené¢ni seminair UK MFF http://fykos.mff.cuni.cz 23.V.S

Nalistujete-li nyni posledni stranku patého dilu seridlu, nebo se podivéate na rovnost (6), zjistite,
Ze na$ vysledek presné odpovida tranferové matici desky tloustky a vyrobené z materialu
o indexu lomu n. V limité N — oo bude tedy chovani nasi slozené desky vici kolmo dopadajici
rovinné vIné plné stejné jako chovani homogenni desky stejné tloustky a efektivniho indexu

lomu
2 2
M EL ) )

Efektivni index lomu tedy, trochu neoc¢ekdvané, neni aritmeticky primér ni1 a ns, ale jakysi
kvadraticky prumér. Za intuitivni fyzikalni vysvétleni tohoto prekvapivého vysledku mtuzeme
vzit fakt, ze pracujeme-li se svétlem jako s vlnou, je prirozenéjsi popisovat material nikoli jeho
indexem lomu, ale jeho relativni permitivitou €. Index lomu je s ni ve vztahu n? = . Efektivni
permitivita sendvice je tedy aritmetickym pramérem permitivit obou materiala

_e1te2
2 7

coz je uz méné prekvapivé. Zajimava otazka je, jestli vysledny efektivni index lomu sloZzeného
materidlu zavisi na zpusobu, jakym jsou oba materidly poskladané, anebo jen na primérném
zastoupeni obou slozek. Dostaneme jiny vysledek, kdyz desticky poskladame rovnobézné s pa-
prskem svétla, namisto kolmo? Anebo kdyZ vezmeme trojrozmérné Sachovnicové rozlozeni, ve
kterém se pravidelné stfidaji krychlicky dvou materiala?
Poznamky k doslym rfesenim

Vétsina z doslych feseni (kterych bylo poskrovnu) spravné kvalitativné predpovédéla cho-
vani paprsku v nelinearnim materialu. Pfestoze se nikdo nepokusil o analyticky model, ukazali
jsme ho zde jako priklad zajimavé a komplikované tlohy, kterd jde vytesit viceméné presné.

Petr Rysavy pouzil pro feseni tlohy se sendviovym materidlem nasledujici ivahu: svétlo
urazi pravé polovinu drahy v kazdém z materiali, a jeho efektivni (primérnd) rychlost by tedy
méla byt

a a 2c

Ve = — = =—,
t 1+ t2 ni + ng

z &ehoz dostaneme index lomu jako aritmeticky primeér n = (n1 + n2)/2, v rozporu s piedcho-
zim vysledkem (7). Problém je v tom, Ze pro slozeny material, obzvlast pak v limité nekoneéné
tenkych vrstev, pojem fazové rychlosti svétla prestava davat smysl, protoze v kazdé desticce
mame dvé vlny, které se pohybuji opacnymi sméry, a vysledna efektivni vina, kterou pozoru-
jeme, mtze mit dost necekané vlastnosti. Protoze nas ale vlnovy model nemuze klamat, musime
prijmout fakt, Ze kdyZ na nasi desku budeme kolmo svitit svétlem dané vinové délky, bude se
chovat presné jako material s indexem lomu danym vztahem (7). Jediny Jakub Vosmera v této
tloze pouzil metodu transferovych matic, za coz mu patfi na$ obdiv, ackoli ji nedotdhl plné
do konce.

Dalimil Mazaé
dalimil.mazac@gmail.com
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