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Mili resitelé!

Dostavate do rukou autorskd feSeni druhé série spolecné se svymi opravenymi tlohami.
Ve vzorovych TfeSenich se nejen dozvite, jak mélo vypadat TeSeni spravné, ale i jaké jste délali
nejcastéji chyby apod. S jakymikoliv dotazy ¢i nesrovnalostmi se mizete obratit na opravovatele
tloh, jejichz e-maily jsou uvedeny pod pfisluSnym vzorovym reSenim.

Na konci brozury najdete vysledkovou listinu po jednotlivych ro¢nicich. U Studenta Pilného
je napsan plny pocet bodu za prislusné alohy. Pokud jste dostali bodu vice nez on, znamend
to, Ze se vaSe feSeni opravovateli libilo natolik, Zze vam udélil prémii. Ve sloupci oznaceném ,I¢
je uveden soucet bodili za prvni sérii, ve sloupci ,%*“ procentudlni zisk z aloh, které jste letos
poslali. A ve sloupci poslednim je uveden celkovy pocet bodi ziskany za aktuélni ro¢nik.

Déle bychom chtéli pozadat ty, ktefi nam letos jeSté neposlali FeSeni Zadné ilohy,
a pfesto chtéji ddle dostdvat nova zadani a vzorova FeSeni, aby ndm napsali dopis ¢i
mail. Pokud tak neucini, dalsi postu jiz od nas letos dostévat nebudou.

Vasi organizatori

Zadani lll. série

Termin odeslani: 24. ledna 2011
Termin doruceni: 26. ledna 2011

Uloha III.1 ... rozcvicka

a) Dr. Nec
Terka byla o vikendu tahat dievo. Objem dieva se méii dvéma zpiisoby: na kubiky (1 m?
dievo-hmoty bez vzduchovych mezer mezi klidami) a na plnometry (1m® i s mezerami).
Naleznéte pievodni vztah mezi témito dvéma jednotkami (tj. kolik plnometrti odpovida jed-
nomu kubiku) v zdvislosti na poloméru klad, ze kterych se sklada hranice. Klady povazujte
za dokonale hladké vélce, které se sklddaji na sebe.
b) bublifuk
Foukdme do mydlového povrchu na poc¢atku kruhového tvaru tak, aby mél tvar kulového
vrchliku o poloméru r. Odhadnéte, jakou rychlosti do néj musime foukat?

Uloha III. 2 ... zasekanej!

Jisté jste si vSimli, Ze pfi podélném parkovani zpateckou se auto mize vejit i do celkem malé
mezery. Méjme auto délky L, Sitky d se vzdalenosti kol I. Kola se mohou otocit maximéalné
0 a stupit (tzv. ,plny rejd*). Do jak velké mezery budeme schopni zaparkovat pfi pouZiti
zpatecky? A pii parkovani popfedu? Jaké je idedlni parkovaci strategie? Auto musi byt samo-
ziejmé dokonale zarovnané v fadé (tj. rovnobézné s chodnikem ve vzdalenosti maximélné do
od chodniku) a pfi parkovacim manévru se auto smi pohybovat pouze jednim smérem, tzn.
bud dopfedu nebo dozadu.
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Uloha III.3 ... dicha¢ Ales

AleS mé na koleji na poli¢ce neprodys$né uzavienou valcovou priuhlednou nadobu s to-
luenem, z 90 % plnou. Ale$ si sviij toluen pochopitelné bedlivé stiezi. Kdyz se po vikendu
vratil na kolej, vSiml si, Ze se hladina toluenu v nddobé o kousi¢ek snizila a okamzité obvi-
nil spolubydliciho §nEka z krddeZe. AZ posléze si uvédomil, ze o vikendu zacali topit a tep-
lota v ubikaci tudiz stoupla o 20°C. Rozfeste tento detektivni p¥ibéh a zjistéte, zda SnEk
skute¢né cichal toluen. Jinak Feceno: Jak velky pokles hladiny mohla zptusobit zména tep-
loty? Mohl by si takového poklesu Ale§ viibec vSimnout? K feSeni lze pouZit data uvedend na
http://en.wikipedia.org/wiki/Toluene_(data_page).

Uloha III.4 ... rumové ovoce

Uvazujme misku, do které polozime dvé spo-
jend brcka, kterd maji tvar pismene V a polo-
mér r. Br¢ko se smi dotykat pouze okrajti misky.
Urcete nejprve podminku stability a potom vy-
pocitejte periodu kmitt bréka v soumérné po-
loze.

Uloha III. P ... wassermdnie

Voda ma spoustu zajimavych, vyjimeénych Obr. 1. Miska s br¢ky
a anomalnich vlastnosti ve srovnani s jinymi ka-
palinami. Podrobny vycet téchto anomalii 1ze nalézt na strance http://wuw.btinternet.com/
“martin.chaplin/anmlies.html. Zamyslete se, jaky tyto anomadlie maji vyznam pro Zivot na
zemi, Clovéka a také techniku.

Uloha II1.E ... papir

Zmérte, jak zavisi prisvitnost papiru na thlu, pod kterym je sklopeny. Madme soustavu
oko papir zZarovka v jedné primce. Méfime zavislost intenzity proslého svétla na thlu stoceni
papiru vzhledem k ose aparatury.

Reseni ll. série

Uloha II.1 ... rozcvicka (4 body; primér 1,05; vesilo 19 studentd)

a) Jakubova snidané
Jakub ji k snidani ceredlni kulicky o hustoté g, které si sype do misky ve tvaru komolého
kuzele (horni podstava md polomér R, spodni r a vyska je l), ve kterém md do vysky
h nalité mléko. Koeficient zaplnéni prostoru koulemi je sc. Kolik nejvice kuli¢ek miize do
misky nasypat?

b) magneticky monopol
Mame velkou plechovou desku, kterou zmagnetujeme tak, Ze na jeji horni plose bude severni
magneticky pdl (a na dolni ploSe ten jizni). Vylisujeme z ni dvé stejné polokoule. Na vnitini
strané obou polokouli je ted jizni a na vnéjsi severni pdl. Polokoule k sobé priblizime tak, Ze
vyrobime celou kouli. Ta ma nyni venku pouze severni pdl, takze se chova jako magneticky
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monopdl. A nebo ne? Co nidm vytvoreni takovéto koule zabrani?
Kulicky ke snidani rozsypal Jakub, magnety zamotaly hlavu brnénskym teoretikim.

Jakubova snidané

Uvazujme, ze pokud kulicky dosdhnou okraje misky, tak se rozsypou a pokud okraje do-
sahne mléko, tak se rozlije. Ozna¢me m hmotnost kulicek, kterou hleddme. Dale plati
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kde V je celkovy objem misky, V}, je objem mléka a r, = r + h(R — r)/l je polomér hladiny
mléka.
Obecné mohou nastat t¥i pripady:

a) Hustota kuli¢ek je mensi nez hustota mléka a kuli¢ky plavou na mléku.
Objem misky je rozdélen na tfi ¢asti. Dole je jen mléko, uprostied je mléko s kulickami
a navrchu jsou jen kulicky. Ozna¢me V;, objem kde je jen mléko, Vi, objem kde je mléko
s kulickami a Vi objem kde jsou jen kulicky. Dale ozna¢me om hustotu mléka a i hustotu
kulicek a nakonec m jejich hmotnost. Pak plati linedrni soustava rovnic o ¢tyfech neznamych

V:‘/11)+Vkm+vk, 4

m = »VimOm , (1)
m = 3 (Vim + Vi) 0k , (2)
Vi = (1 = ) Vi + Vn, (3)

(4)

kde V je objem celé misky a V}, je cekovy objem mléka. Rovnice (1) vychézi z Archimedova
zdkona, (2) vyjadiuje celkovou hmotnost kuli¢ek, (3) vyjadfuje celkovy objem mléka a (4)
je celkovy objem misky. VyfeSenim této soustavy ziskdme

_ 2omox(V — Vi)
Om — (1 - %)Qk '

Podminka plavani kuli¢ek je ovéfitelnd nerovnosti m < V gy se.
b) Kuli¢ky narazily na dno a pfepadédvaji kulicky.
Kulicky zabiraji cely objem misky, mléko je v prostoru mezi kulickami. Pak plati

m = Voxsx.
Podminka pro naraz na dno je
%thm
m> e
11—

kterd vychazi z archimedova zdkona, kde V;, /(1 — ») je objem, ve kterém se nachdz{ mléko.
c) Hustota kuli¢ek je v&t$i neZz hustota mléka a mléko pietece.
Kuli¢ky zabiraji objem velikosti V' — V},, a tedy

m= (V= V3).
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Podminka pro preteceni mléka je Vi, > (1 — »)V, tedy mléka je vice, nez by se veslo do

mezer mezi kulicky.

Pro nalezeni spravného vysledku pro konkrétni hodnoty by tedy bylo potfeba provérit
vSechny t¥i moznosti a zkontrolovat, které jsou splnény podminky.

Mageticky monopol

Jedna z Maxwellovych rovnic ndm 1ikd, ze tok magnetické indukce libovolnou uzavienou
plochou je nulovy. Matematickou symbolikou lze zapsat

y{B-dS:O7
s

kde B je pole magnetické indukce, S je uzaviend plocha a dS je vektor velikosti elementu
plochy s normélovym smérem.

To ovSem plati za predpokladu, Ze neexistuje magneticky monopdl. Kdyby existoval, platila
by obdoba Gaussova zdkona elektrostatiky i pro pole magnetické: Tok magnetické indukce
libovolnou uzavienou plochou je pfimo timérny magnetickému naboji uvnitf plochy. Zapsano

j[B.dszkz\L
S

kde k je konstanta tmeérnosti a M je celkovy magneticky ndboj uvniti plochy.

Z4dna z polokouli magneticky ndboj nem4 a proto uzavieme-li libovolnou z nich do plochy,
magneticky tok touto plochou bude nulovy. Z principu superpozice musi platit, ze magneticky
tok plochou, kde jsou uzaviené obé polokoule musi byt roven souctu tokd plochou ve chvili,
kdy obsahuje pouze prvni a pouze druhou polokouli. Se¢tenim dvou nul ziskdme znovu nulu
a vysledny tok je zase nulovy. Vidime tedy, Ze se magnetické ac¢inky polokouli vyrusi a ziskdme
magneticky neutrdlni kouli.

Jinymi slovy: bez monopdlu monopdl nevytvoris. Jéchym Sgkora

jachym@fykos.cz

Uloha II.2 ... Lennard-Jonestiv potencial (4 body; primér 2,19; ¥esilo 16 studentd)
Mezi dvéma atomy inertniho plynu pusobi tzv. Lennard-Jonesiv potencial

o\ 12 o\
= ()" (3)).
m=1((3)"- (%
Predpokladejte, Ze pohyb atomii je omezen na primku. Urdete rovnovaznou polohu, aniz byste

derivovali! Vyznam konstant o a € bude podrobnéji vysvétlen ve vzorovém reseni.
Jakub si rad hraje s atomy

Lennard-Jonesiiv potencidl je zjednoduSenym matematickym modelem chovani dvou ¢éstic
plynu. Chovani ¢astic zavisi na jejich vzdéalenosti R a modeluje se pouze v jedné dimenzi.

Pro lepsi predstavu mzeme vidét na obrazku, jak vypada zavislost potencidlni energie na
vzdéalenosti mezi témito ¢asticemi. K urceni rovnovazné polohy tedy vlastné musime zjistit,
kde je minimum této kfivky, kterou mizeme popsat rovnici

o= (7)) >
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Minimum bez derivovani mizeme zjistit pomoci upraveni na ¢tverec.
Pro vétsi prehlednost si nejprve zavedeme substituci

20%/¢
A= o

Pravou stranu rovnice (5) pak miZeme prepsat jako
U(R)= A* —2A\e = (A — &)’ —¢. (6)

Pro doplnéni na &tverec jsme piicetli a odecetli ¢ (¢imZ se hodnota nezméni) a jiz vidime, Ze
kvadraticky ¢len bude (A —/¢) a konstantni —e. Z tohoto tvaru je jiz patrné, Ze minimum m3
potencél v bodé A = /e, tj.

To = 0\6/5 .

Hloubka tohoto minima je rovna
U(ro) = —¢.

Vypocteme-li U(s) = 0. Nyni je jiz zndm vyznam konstant o a . o je vzdalenost, které
odpovida nulova energie a ¢ je hloubka potencidlové jamy.

K vyfeSeni tlohy mtZeme pouzit i jiny obecnéjsi postup. Budeme zkoumat rovnici U(R) =
= Up a hledat Uy takové, aby tato rovnice méla pravé jeden kofen. Tento je extrémem a jemu
odpovidajici konstanta Up jeho hodnotou.

UkaZzme si tento postup v praxi. Vyjdéme z rovnice (6).

A — 24— Uy =0.
Tato rovnice bude mit jeden kofen, pravé tehdy pokud diskriminant D = 0, tj.
D =4A% +4A4%U, =0,

toto je splnéno pro Uy = —e. Ddle pro jediny kofen této rovnice plati
2
A= % =/c.

Tento vysledek se shoduje s vysledkem uvedenym vyse. Lada Peksovd

lada@fykos.cz

Uloha II.3 ... prekapavad (4 body; primér 2,25; vesili 4 studenti)

Lukas si k psani protokolii z praktika varil kdvu a mirné —
si upravil kdvovar. Ke dnu nadobky pridélal zahnutou tru-
bicku, na kterou namotal topnou spirdlku. Spirdlka byla ve
vysce d nade dnem nddobky (viz obrdzek), hladina vody ve
vysce h. Parametry trubicky a spiralky jsou praveé takové, aby
para vznikla varem vody privadéné z rezervoaru v nadobce l

vytlaCovala vodu nad sebou nahoru. Spoctéte vykon, ktery —
musime dodavat do spiralky, aby z usti trubicky ve vysce [ h —
d
5

Nhr 9 Pyalrandra s
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vytékala voda. Jakd je icinnost takovéhoto tepelného stroje?
(4 body) Z nudy zkousel Lukds.

Béhem vyroby kivy se bude v trubici v blizkosti spiralky
odparovat voda, a takto vznikld vodni para bude vytlaco-
vat nad sebe vodu, ktera pak bude vytékat z kavovaru. Nad
spiralkou bude tedy smés vody a vodni pary.
V trubici musi nastat rovnost hydrostatickych tlakd. Oznacme ps hustotu smési vody
a vodni pary nad spirdlkou a jako o, hustotu vody. Plati

(h—d)ovg = (I — d)osg .

Ozna¢me AV objem smési pary a vody, kterd vytece za ¢as At. Hmotnost vyzdvizené smési
necht je Am. Nyni zanedbdme hmotnost pary v kapildfe. Oznac¢ime-li AV, objem vody a AV,
objem pary; AV = AV, + AV, dostavame

h—d
mngva%fg) (8).

Nyni se zamyslime, co se stane, kdyZ ohfivime vodu spirdlkou. Za kratky c¢asovy tsek At
se odpafi voda o hmotnosti AV,p, a z usti trubicky vytece AV, vody. To ndm umoziiuje
vypocitat doddvané teplo, které je urcené skupenskym teplem L

AQ = LAV, 0p .
Nyni dosadime za AV, a AV ze vztahi (7) a (8)

h—d\ l—d

Nyni cely vyraz na pravé strané rozsifime go. (I — h)/At, protoze celkovy vystupni vykon
je Amyg(l — h)/At. Vystupni vykon je roven energii, kterou ziskdme na vyzvednuti vody
o hmotnosti Amy z vySky h do vysky [ za ¢as At. Proto plati

AQ Loy h—d\ l—d
Pon=—F"= 1-— Pous -
At~ ovg(l—h) I—d)h—d ™

Algebraickymi Gpravami dostadvame

Utinnost je definovand jako vyuZitelna energie ku celkové energii. Plati tedy

_ Qvg(h - d)
Loy
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Jesté je potfeba vypocitat, ¢emu se rovnd p,. Voda se vyparuje za kazdé teploty. Var vsak
nastane tehdy, pokud se tlak nasycenych vodnich par rovnd tlaku okolniho vzduchu. Proto
plati op = paMu,o/Myzduch, kde M, zna¢i moldrni hmotnost latky z. Tento fakt vychdzi
ze stavové rovnice idedlniho plynu. Celkova d¢innost je smé$nd. Dosadime-li h — d = 10cm,

_ Teg—1 . . _
L =2,25MJ-kg™ ", dostavame n = 0,05 %. Petr Rysavy

petr@fykos.cz

Uloha II.4 ... nemyslis, zaplatis (4 body; primér 1,54; vesilo 18 studentd)
Za jakych podminek dojde k zablokovani a smykani predniho kola pri brzdéni, aniz bychom
preletéli pres riditka? Jaky na to mé vliv brzdéni zadnim kolem?
Silnicni lisag si poridil Lukds.

Soustavu cyklisty a kola budeme povazovat za tuhé t&leso (tzn. vzdélenosti jednotlivych
bodi télesa jsou s ¢asem konstantni) charakterizované tfemi body — sty¢éné body pfedniho

Obr. 3. Jizdni kolo s cyklistou a sily na néj ptisobici pfi brzdéni

Celd soustava se pohybuje rovnomérné pfimocare. Pokud za¢neme brzdit se zrychlenim a
bude vztazna soustava spojend s cyklistou neinercidlni a pfi popisu pohybu budeme muset
uvazovat setrvacné sily.

Aby cyklista nepfepadl, musi byt celkovy moment sil na néj pusobicich nulovy. Za osu
otaceni si zvolime bod styku pfedniho kola s vozovkou. MtzZeme z rovnovahy momentt urcit
mezni zrychleni, p¥i kterém jesté pfes Fiditka cyklista nepfeleti (v tomto p¥ipadé bude norma-
lovéa slozka ptisobici na zadni kolo nulovd — neZ pieleti musi se nejprve odlehéit zadni kolo). Na
obréazku si mizete prohlédnou sily, které na celou soustavu pusobi, pak uz jsou jejich momenty

7
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zfejmé

prG — hFs —dN, =0 = Amez = % s (9)

kde Fg je tihova sila urcend celkovou hmotnosti m kola a cyklisty, Fs = ma je sila setrvacna
zptsobend pravé zrychlenim a.

Nyni mohou nastat dva pripady zavislé na hodnoté soucinitele smykového tf¥eni s vozovkou.
Bud budeme schopni doséhnout ame, brzdénim pfedni brzdou bez prokluzovani a nebo jiz p¥i
zrychleni a < amez; dojde ke smyku. Abychom to mohli posoudit, je tfeba si napsat vztah
urcéujici velikost tfeci sily mezi pneumatikou a vozovkou.

Nejdrive budeme muset urcit, jaky je normélovy tlak na jednotlivd kola. PouZijeme prvni
a druhou impulsovou vétu

zpFg —hFs—dN, =0 = N, = x—pmgfﬁma,

d d
2 h
Np = %mg + Sma. (10)
Pro treci silu ptisobici na predni kolo plati
Ty=ma < Npf = f> “omes
Np

aby nedochézelo ke smykani, kde N, znaci hodnotu normadlové slozky tihy celé soustavy na
pfednim kole. Dosadime-li za N, ze vztahu (10), miZeme vyjad¥it zrychleni a

9z f
< .
“= 4" hf

Za predpokladu, Ze soucinitel smykového tfeni je dostate¢né velky, je vZdy mozné dosdhnout
vétsiho zrychleni nez ame,. Potom nastane nerovnovaha momenti sil a cyklista pfepadne pres
fiditka. Tento jev muze nastat pro

9%a f 9Tp
= > mez — ~;
d—nf _2=¢ h
X
f>f. (11)

Pokud souéinitel smykového t¥eni bude mensi, nez uréuje podminka (11), dostane se pfedni
kolo do smyku diive, nez dosdhneme mezniho zrychleni ame,. Cyklista jiz vice brzdit nemuze
— pfedni kolo se neotd¢i. A pravé v ten okamzik bude zajimavé zacit brzdit zadni brzdou
(zrychleni cyklisty je mensi neZ mezni zrychleni a tedy normalova slozka tihy N, v misté styku
zadniho kola a vozovky neni rovna nule).

Uvazujme maximalni dosazitelné zrychleni. Toho dosdhneme, pokud budeme brzdit s pou-
zitim obou brzd. Pro zrychleni plati

ma =mgf.

Dosadime-li za maximalni zrychleni ame, z (9), dostdvdme podminku pro pfepadnuti

T
;>
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coz je shodou okolnosti stejny vysledek, jako pfi brzdéni pouze pfedni brzdou. Bude-li splnéna
tato podminka, mtze vzdy dojit k prepadnuti.

Z tohoto vyplyva, ze brzdéni zadni brzdou nemd vliv na prepadnuti; mé vliv jenom na
brzdnou dréhu.

A nakonec, pokud bude souéinitel smykového tfeni nabyvat hodnot

Qmez b
f < g - h’
dojde vzdy pouze ke smyku a cyklista pres fiditka nikdy nepfepadne.

Nyni je ovSem zajimavé zamyslet se nad rovnovahou cyklisty. Pokud dojde vzdy ke smyku,
cyklista mitize zablokovat obé dvé kola a nic se nezméni (bude pouze zpomalovat Gmérné
velikosti tfeci sily). Rovnovdha na kole je ov8em zpisobena tim, Ze se kola ota¢i. Jsou to
vlastné rotujici setrvacniky, které kdyz rotuji, tak se ,snazi“ udrZet osu rotace ve stejném
sméru viéi inercidlnimu systému (pokud je vysledny moment vnéjsich sil nulovy, jinak ptisobi
momentem opa¢nym nez moment vnéjsich sil — tim je zpiisobena napiiklad precese), tedy ndm
pomadhaji udrZet na kole rovnovahu. Pokud by se kola netocila, s velkou pravdépodobnosti
cyklista spadne na bok.

Z toho plyne jediné ponauceni — i kdyz myslis, tak zaplatis, ale aspon si mizes vybrat

ikl
kolik! Tereza Jerdabkovd

terkaj@fykos.cz

Uloha II.P ... Smoulové a Darth Vader (5 bodi; primér 3,06; iedilo 18 student)

Po nadychéni se helia se ¢lovéku méni hlas tak, Ze mluvi jako Smoula. Stejné to funguje,
nadychéte-li se vodiku (kufdci, pozor!). Ale d4 se dosdhnout i zmény na hlas podobny Darthu
Vaderovi, nejznaméjsim médiem je fluorid sirovy. Jak funguje zména hlasu? Pokuste se ji
kvantitativné odhadnout. U chemiki sebral Michal.

Nejprve si povime néco o tvorbé hlasu — kde a jak vznikd, a to ndm ndasledné pomize pii
tvaze, jak dochézi ke Smoulovskému efektu.

Zékladni vlastnosti lidského hlasu jsou dany fyziologii hlasového tistroji. Vyznam ma ptede-
v8im délka hlasivek (u Zen se udéva pro sopran 14 az 19 mm, u muZi pro bas 24 az 25 mm); ¢im
jsou hlasivky kratsi, tim rychleji kmitaji a béZzny mluveny hlas je vyssi. Intenzita prace hlasivek
je mimoradné velka. I kdyz u velmi hlubokého hlasu je vyluzovana frekvence jen 50 Hz, Zenské
vysoké hlasy vSak dosahuji az 480 Hz. Dale hlas vychézejici z hlasivek nema barvu lidského
hlasu. Charakteristické znéni, individudlni pro jednotlivce, ziskava az prichodem nadhrtano-
vymi prostorami — rezondatory, v nichz se méni nékteré ze svrchnich tént zdkladniho hlasu. Na
kone¢ném efektu se podili i rezonance celé lebeéni dutiny a licnich kosti. Zménou postaveni
rtl, jazyka, hrdla je mozno barvu hlasu modifikovat. Samotny hlas pak vznika tak, ze proud
vzduchu z plic rozechviva seviené hlasivky, ¢imz vznikaji zvuky o riznych kmitoctech.

Obecné se da fici, ze hlasivky vydavaji jednak jeden konkrétni tén a mimo toho jesté celé
spektrum vys8ich ténti. A v tom je pravé ten trik. Zakladni frekvence fedi je totiz nezavisla
na tom, zda testovand osoba dychd ve vzduchu nebo v heliu — hlasivky totiz kmitaji v obou
pripadech se stejnou frekvenci. Z hlasivek se ozyva zdkladni ton, ale jiz zminéné spektrum
vySSich téni se chovad ve vzduchu a v heliu odlisné. V dutindch vyplnénych vzduchem zesili
urcité frekvence a v dutindch s heliem zase jiné — vyssi frekvence. A pro¢ pravé vyssi? Rychlost
§ifeni zvuku v heliu je priblizné tfikrat tak vétsi nez ve vzduchu. Tyto vyssi frekvence pak

9
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méni nas pocit z toho, jaky hlas slySime, tedy méni barvu a artikulaci, ale neméni zdkladni
tén!

Chcete-li si doma zkusit, Ze to tak opravdu je, navrhuji nasledujici experiment: Sezente si
heliovy balonek a néjaky dechovy néstroj — napf. flétnu, trubku apod., ktery ndm poslouzi jako
jakysi rezonator. JednoduSe na néj zahrajeme nékolik zdkladnich intervalt, nacez si dychneme
helia (experimentujte opatrné, prosim!). Co se stane: Tény se posunou né¢kam Gplné jinam nez
jsme zvykli, budou vyssi, pficemz se vSak intervaly zachovaji! Pro pfehledné vy¢isleni se daji
vyuzit pocitacové programy nebo osciloskop, ale myslim si, Ze pro nazornost toto bohaté staci.

Co se zmény hlasu na Darth Vadera tyc¢e, neméli jsme pfileZitost experimentovat, nebot
se fluorid sirovy nedd sehnat v mensim baleni nez 10kg. Ale princip je obdobny jako u helia,
jen uvazujeme tak, ze spektrum vysSich téni dopliiujici zdkladni tén se neozve jako vyssi, ale

ivvs

nizsi. Rychlost Sifeni zvuku ve fluoridu sirovém je totiz o néco mensi nez ve vzduchu.

Zuzana Docéekalovad
zuzka@fykos.cz

Uloha II.E ... Jin a Young (8 bodi; primér 4,00; ¥esilo 10 studentd)

Pravdépodobné jsme jiz vsichni slyseli o dvoustérbinovém Youngové experimentu. Zkousel
si ale nékdo z Vas podomacku ,vyrobit“ interferenc¢ni prouzky na stinitku osvétleném dvéma
Stérbinami? K optickému Youngové pokusu existuji i mechanicka analogie, kdy sledujeme skla-
dani dvou vinéni na vodé, nebo akusticka analogie, kdy se sklddaji dvé zvukové viny. Ve vSech
trech pripadech je mozné zkoumat interferencéni obrazec vznikajici v urc¢ité roviné. Pokuste se
realizovat jeden nebo i vice z uvedenych trech pokusii a ziskat tak interferen¢ni obrazec. Poté
urcete vlnovou délku, pripadné rychlost siteni vinéni. Uvitame fotodokumentaci.

Pozdrav ze Spanél posild Mdra.

V roce 1801 Thomas Young experimentdlné ukézal, Ze svétlo je vlna. Demonstroval, ze
svétlo vykazuje interferenci stejné jako vodni vlny, zvukové vlny a vSechny ostatni typy vin.
Na obrazku je jedno z moznych uspofddani Youngova experimentu.

Teorie

Monochromaticky, koherentni zdroj zafeni jsme umistili za pfepazku se dvéma Stérbinami

~ry

o zanedbatelné sifce. Podle Huyghensova principu se kazdy bod, tedy i Stérbiny, které v di-
sledku zanedbatelné Sitky miizeme povazovat za body, stavaji zdroji zareni. Za prepazkou za-
feni z dvou nové vzniklych zdroju interferuje a na stinitku ve vzdélenosti [ vznikd interferencéni

obraz maxim a minim.

10
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LN NMAZ N

I |
d
Obr. 4. Schéma experimentu

Zaméime se na mechanické analogie a to konkrétné na interferenci vln na vodni hladiné
a interferenci zvuku. V klasickém pokusu se pfi odvozovani vzdalenosti maxim, resp. minim,
miize v pfipadé kdy [ > d pouzit pro thel ¢ sevieny rovinou clony a bodem na stinitku
aproximace siny = tgp = ¢. Tento predpoklad, vSak v uspofddani, které je popsino nize
nelze pouzit a proto vyjdeme ze vztahu

d\? d\? 2k-1
2 _ _ 2 _ —
\/l +(mk+2) \/l +<mk 2) 5 A,

kde m je vzddlenost minima od osy aparatury a k je ,pofadové ¢islo minima“ smérem od
stfedu.

Pro vlnovou délku, jejiz hodnotu chceme zméfit, dostavame vztah

2 d\? d\?
_ 2 il TR D) _2
A= 2k—1\/l +(mk+2) \/l —+—(mk 2) .

Méreni

a) Interference na vodni hlading: V Petriho misce jsme pomoci dvou oscilatord vybudili vinéni
(dvé Stérbiny na nichz difraktuje rovinna vlna miZzeme nahradit dvéma zdroji kruhovych
vin). Dvé vzniklé vlny navzijem interferovaly. Interferenéni obrazce byly zachyceny foto-
aparatem, viz obrazek 5. Primér cocky, kterou meotar promital misku na platno, tedy
prumér zobrazeného svétlého kruhu je 11,2 cm, coZ nam poslouzilo jako méritko.

11
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Obr. 5. Interference na vodni hladiné

Na obréazku byla vzdélenost | = 6 cm a d = 1,5 cm. Odectené polohy minim jsou: m_» =
=3,6cm, m_; =1,5cm.

Dosazenim téchto hodnot do vyse uvedeného vztahu dostaneme

A; = (0,75 4+ 0,03) cm .

Vlnova délka odectend z obrazku je

Xo = (0,75 +0,05) cm

coz v ramci chyby odpovida

b) ,Interference obrazki:“ Dvé prihledné flie se soustfednymi kruznicemi o polomérech zvét-
$ujicimi se po 1 mm (ozna¢me A = 1 mm) jsme piekryli tak, Ze stiedy od sebe byly vzddlené
d = 7Tmm. Vidime, Ze i toto je analogie Youngova experimentu, jen ve statickém provedeni.

12
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V tomto ptipadé, na rozdil od analogie s vodou budeme sledovat polohy maxim. Zamé-
- i !

Obr. 6. Interference obrazku

nime-li vyznam m v dfive uvedeném vztahu z minima na maximum, zméni se vztah pro A

takto
1 a\’ a\’
_ 2 2 m aN e me — 2
A k \/l ( k 2> \/l ( k 2>

Z obrazku 6 odecteme hodnoty maxim: m_» = 3,6 cm, m—; = 1,5cm.

Rovinu, kde jsme odecitali maxima, jsme umistili do vzdélenosti [ = 6,8cm a d =
= 0,7cm, jak jsme jiz uvedli. Ode¢tené polohy minim jsou: m—_; = 0,5cm, m_» = 1lcm,
m—_3 = 2,6cm, m_4 = 3,7cm.

Hodnoty A pro jednotlivd m jsme shrnuli do tabulky.

Dopocet vysledkt experimentu
k —1 —2 -3 —4
my [cm)] 0,5 1,0 2,6 3,7
Ak [cm] 0,0513 | 0,0753 | 0,0832 | 0,0862

13
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Diskuse vysledkii

V experimentu zkoumajicim interferenci vln na vodni hladiné jsme dospéli ke stejnému
vysledku jak pfimym méfeni vlnové délky, tak vypoctem na zdkladé teoretického vztahu a na-
méfenych parametri. Vzniklé odchylka je jak statistickd (pivodem zejména v méfeni délek),
tak i systematickd. P¥i¢ina systematické chyby je pravdépodobné hlavné ve zvoleném zpisobu
udévani méritka.

V druhém pokusu zkoumajicim ,interferenci obrazkt“ mizeme vidét pomérné velkou sys-
tematickou chybu, opét zptsobenou méritkem, tedy prepocitavanim namérenych délek, ¢imz
chyba rychle nartista. V prvnim maximu vSak i presto sedi vypoc¢tend hodnota s tou namérenou

velmi pékné. Tereza Steinhartovad

terkas@fykos.cz

Uloha II.S ... zakompexovana (5 bodi; primér 2,88; Fesilo 6 studenti)

a) Po jaké trajektorii (polodii) se pohybuje pdl pri pohybu tyce padajici v rohu? Vyfeste
uzitim komplexnich cisel.

b) Pro e — 0 uvaZujte otoCeni o tihel e, které zapisujeme R., a posunuti T.. VySetrete
a porovnejte zobrazeni R: T:R_.T_. a komutdtor [R.T.].

¢) Otodeni jsme v tvodni poznamce posklddali z miniaturnich otoceni '’ = (1 +i9/N)".
Dokazete pomoci exponencialy zapsat také posunuti funkce?

d) Nakreslete obrazek, na co funkce z* zobrazi miis roztece €. Za bonus miiZete nakreslit obraz
mriZe po funkci cos(z).

e) Pomoci komplexnich ¢&isel vypoctéte impedanci stifidavého obvodu série civky, rezistoru
a paralelné zapojeného kondenzatoru s odporem, pricemz obvod pokracuje iterativné dale
(viz obr. 7).

R L

G -—C

Obr. 7. Koaxidlni kabel
Jakub Michdlek a Lukds Ledvina

Pohyb pdlu

Uvazujme ty¢ v poloze charaktrizované: vzdalenosti konce na podlaze od pocatku x a vzda-
lenosti druhého konce od pocatku y. Pfedpoklddejme, Ze se ty¢ otoci kolem bodu P o thel Ay,
resp. dojde k posunuti koncii tyce o Az, Ay.

Uvazujme bod z, tento oto¢ime o maly tthel Ay okolo bodu P, potom pro novou polohu
bodu z plati

=P+ (z—P)xP+2z—P+(z— P)idp=z+ (2 — P)idp. (12)
Nyni aplikujme vztah (12) na pohyb koncu tyce
r+Arz=z+(x—P)idp = Az=(z— P)idyp,
iy+iAy=iy+ (iy — P)iAp = iAy= (iy— P)iAep.

14
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My vSak vime, ze Ax a Ay jsou realné, protoZze se ty¢ pohybuje po soufadnicovych osach.
Proto musi byt vyrazy (r — P) ryze imagindrni a (iy — P) redlné &islo. Z této Givahy jednoduse
plyne P = x + iy, coz je pdl otaceni.
Otacime svét

Z textu seridlu vime, 7e plati Tc(z) = a+ 2z, Re(2) = €2 = (1 +ic —?/2)z. Dosadme nyni
do vyrazu z tkolu, kde budeme zanedbavat &éleny &2

R.T-R_.T . = ( 1) e+ (1-ie— %) (z—9) =
=(1+i5—%z—:2) (E-I-Z—IEZ—*E z—€+15)=
( %52)(27152775 Z+1€)=
z 1e2

2 2

+ie? +ie(z —iez) — 2’z =

Jde tedy o translaci ve sméru osy y. Zbyva vySetfit komutator. Komutator je operdtori A a B
je definovany [A, B] = AB — BA. Vypoc¢téme tedy [R.T.]
(1+ie—L1) (e +e) = (e+ (1+ie— 1) 2)— =
=—c+e(l+ic— 3e?) =ie®.

Posouvdme svét
Vyjdéme z toho, jak jsme definovali derivaci. Pro malé ¢ plati

_ afp_ 4
flz4+0) = f(z)+ dZO_ <1+0dz)f'

Nyni jsme nasli operdtor posunuti, je to vySe uvedeny vyraz v zavorce. Pokud tento ,operator”
budeme aplikovat na néjakou funkci, dostaneme jeji hodnotu ve vzdélenosti €, vSak pouze pro
malé 0. Toto posuti miuzeme vSak aplikovat i vicekrat. Proto pro posunuti A = N6 plati
a\

a\" dz
fz+A)= <1+0&) fy=11+ f(z).

Tento vyraz muZeme vSak zapsat jednodus$im zpiusobem, uvazime-li N — oo,
N
d
AL

fe+a)= 14 —F | s =iy,

Ad/dz

Proto mtizeme objekt e povaZovat za operator posunuti o A.

15
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Zobrazeni mrizky
Zaénéme nejdiive s funkci f(z) = 2? = (a?2 - y2) + 2zyi. Pro svislé pfimky mrfize plati
m(t) = zo + it, pro vodorovné n(t) =t + iyo; jim odpovidajici kiivky jsou

o(t) = (azé — t2) + 2zoti,
P(t) = (£ —y5) + 2yoti.
Vidime, ze hledané kfivky jsou paraboly s vrcholem v pocatku. Grafy si mizeme prohlédnout

na obrazku 8.
20

15

10

-10

-15

-20 .
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

2

Obr. 8. Zobrazeni miiZze funkci f(z) = 2

Déle si zkusme nakreslit funkci f(z) = cos z. Polozime-li z = z+iy acosz = (e'* + e '*) /2,
dostavame

_ 1 (ay y 1 (=Y Y _ i :
cosz =73 (e ¥ +e')cosz+ 3 (e e”) sinxz = cosz coshy — isinzsinhy.

Je vidét, ze hledanymi kfivkami jsou elipsy se stfedem v poc¢atku. MiZeme si je prohlédnout
na obrazku 9.
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15

10

-10

-15

20 | |
-20 -15 -10 -b 0 b 10 15 20
Obr. 9. Zobrazeni miize funkci f(z) = cos z

Impedance proudu

Protoze uvazujeme nekone¢né dlouhy kabel, jeho impedance se nezmeni, ani pokud odebe-
reme jeden Clanek. Uzijeme nyni vztahu pro sériové a paralelni zapojeni odpori. Proto plati

: : 1, 1\
Z=R+4+iwL+ (iwC+ =+ — ,

Gz
L WwCGZ+Z+G\ "
. ZG
Z=Rtyiwl+ e G

R+ iwL

_ 27 N _ -
0=2"-(R+iwLl)Z GiwCG+1'

Pro typicky koaxidlni kabel plati C — 0 a G — oo. Diky tomu lze pro mald w zanedbat
linearni ¢len a urcit

Lukas Ledvina
lukasl@fykos.cz
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Serial na pokracovani

Kapitola 3: Pouziti holomorfnich funkci k reseni fyzikalnich dloh

V této kapitole si ukdzeme, k ¢emu muzeme vyuzit Cauchy-Riemannovy podminky ve fy-
zice. Budeme se zabyvat hleddnim elektrického pole v riznych situacich, které jsme doposud
nedokazali resit, napriklad elektrickym polem ve vodivém rohu.

Nebude vsak vSechno tak rizové, jak se zatim zda. Budeme vzdy omezeni pouze na dvojroz-
mérné tlohy. Budeme proto u dloh z elektrostatiky predpoklddat nezavislost parametri dlohy
na soufadnici z.

Co je to integrdl?

Nyni se jesté budeme potiebovat sezndmit s tim, co je integral. To slovo zni strasné, ale

skryva se za nim jednoduchd myslenka, a to vypoditat plochu pod grafem. Chceme-li na-
(@) priklad vypocitat plochu pod grafem na obrazku, mi-

| zeme ji zdola odhadnout obsahem obdélnicki Sirokych

nejvyse € (tomu ¥{kdme déleni intervalu) a vysokych

tak, aby se kazdy vesel pod graf funkce. Za hodnotu

integralu budeme povazovat supremum’ p¥es viechna

déleni tohoto intervalu. Této definici se fikd dolni Ri-

a b emanniv integrdl. Analogicky definujeme horni Rie-

Obr. 10. Doln{ Riemanntiv integral manntv integral, kde uvazujeme obsah obdélnicki vys-
Sich nez graf funkce. Riemanniv horni i dolni integral
existuji vzdy, ale rovnaji se pouze pro funkce, které jsou spojité skoro vSude.

Riemannova definice integrdlu je jisté ndzornd, ale neni moc pfijemné plochu pod kiivkou
z této definice pocitat. Slavny Newton si integral definoval jinak. Tvrdil, Ze integral pfes néjaky
interval (a,b) je rozdil hodnot primitivni funkce F(x). Primitivni funkce je kazdé takova, jejiz
derivace je puvodni funkce. Budeme uzivat symboliku

[f@a=Ft)-F@ & Fa)=fe.

Celé integrovani se redukuje na problém nalezeni F'(x), pokud zndme f(z). Pro polynomy,
exponencialu a goniometrické funkce lze vysledek uhddnout ze znalosti derivace.

Jesté si ukazeme, Ze oba dva postupy integrace davaji pro spojité funkce stejny vysledek.
Pro to staci ukazat

d xT
= / fyat= f().

Tento vyrok je podle nasi definice derivace ekvivalentni

z+Ax
/ F()dt = f(z)Az + o(Ag).

1) Supremum je nejmensi horni zavora mno¥iny (viz kapitola 0). Pro mnoziny v R existuje vzdy.
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Nicméné uréité najdeme takové Az, aby se funkce f(t) na intervalu (z,z + Az) lisila od
f(x) nejvyse o 1/N. Leva strana se bude pohybovat v rozmezi f(z)Axz + 1/NAx, vydélenim
Az a pfechodem N — oo lze docilit kyZzeného vysledku. Graficky vyznam spodiva v tom, Ze
piirtstek obsahu pod grafem (integralu) je pfiblizné obdélnik o zdkladné Az a vysce f(z),
kterd zlstava v limitnim procesu konstantni.
Krivky

V dalsim uvazujeme kfivku v z bodu A; prochéazejici body Aa,...,Anr—1 a koncici v bodé
A,, kterou znacime v = AjAs ... A,, podobné jako jsme znacili asecku.

V nésledujicim uvazovani se bude hodit koncept primétu na kfivku. Pro vektorové pole
A(r) a kiivku 7 rozumime primétem pole na kfivku vyraz

/A(r)-dl,

kde d/ je diferencidl posunuti po kfivce. Analogicky definujeme primét na normélu plochy

vyrazem
/ A(r)-dS,
b

kde diferencidl plochy dS ma smér vnéj$i normaly k povrchu. Typickym pfikladem primétu
na k¥ivku je cirkulace, kdy uvazujeme uzavienou kfivku (viz minuld kapitola). Primét pole na
normalu plochy se nazyva tok.
Zavedeme jeSté alternativni notaci derivace. Tato notace je velmi vyhodnd, pokud derivu-

jeme vektory. Budeme pouzivat

OE. _ B

ox ~ oY
Obecné ty proménné, podle kterych derivujeme, budeme nadile psit za ¢arku a indexy pred
carku.

Zdkladni rovnice elektrostatiky
Jako zdkladni postulat elektrostatiky mtzeme vzit jedno ze tii tvrzeni:
a) Gaussuv zdkon, ktery fika
- « 1 s sz
tok elektrického pole uzavienou plochou = — celkovy ndboj uvnitf této plochy .
€o

Pomoci integralu, ktery jsme pravé definovali, to znamena

/ E-dszi/gdv, (13)
0 €o Ja

kde Q zna&i oblast,” dQ hranici této oblasti (uzaviend plocha), E - dS primét pole na
diferencial plochy a g objemovou hustotu naboje.

b) Dalsim ekvivalentnim postuladtem elektrostatiky je Coulombiv zdkon. Ten ndm piimo ¥ik4,
jak velikd je intenzita elektrického pole v konkrétnim bodu prostoru

1
= ln’
4dmeg 1?2

2) Oblast zde definujeme jako jednoduSe souvislou a otevienou mnoZinu. (To znamend, Ze kazdou
uzavienou kifivku lze spojité ,stdhnout* do jednoho bodu, resp. nemd v sobé diry.)
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kde r zna&i vzdalenost naboje ¢ od mista pozorovani a n odpovidajici smérovy vektor® od
naboje k pozorovateli.
c) Gaussiiv zakon lze formulovat i v diferencidlnim tvaru jako jednu z Maxwellovych rovnic

vV E=2. (14)
€0
Nam je nejblizsi prvni a druhy vysSe uvedeny koncept, budeme je proto vyhradné déle
vyuzivat. V dal$im vykladu se jiz striktné omezime na rovinny problém.
Uvazujme nejprve tlohu, ve které se nebudou vyskytovat zadné zdroje. V nasem pripadé
to znamenad, Ze v prostoru nebudou zadné volné ndboje a celd tloha bude ur¢ena potencidly
na vodiéich. Za oblast €2 budeme uvazovat hranol vysky 2H, ktery rovinu zy protind kolmo

ve ¢tvereCku € X € (viz obr. 11 a 12). Z Gaussova zdkona (13) dostédvame
0= 25H(Ez(x —ie,y)+ Ey(z,y — 3e) — Ex(z + 3e,y) — By(z,y + %6)) :
Vytkneme-li jesté ze zavorky ¢ dostaneme
0=Eso(z,y) + Eyy(z,y), (15)

kde musime pouZivat parcidlni derivace, protoZze ty zajisti, aby druhd soufadnice ztstala
pfi derivaci konstantni. Nyni jsme dostali bezbolestné vyjadieni Maxwellovy rovnice (14).

I E, (x7y + %E)
| X
el
S S S —E. (v — 1,y) E. (v +1e,y)
- = — ( ° ) —
x?
i | ~xy 2H Y
: —E, (z,y — 1¢)
I S
e
Obr. 12. Aplikace Gaussova zakona na
Obr. 11. Aplikace Gaussova zdkona Etveretek

Podivejme se jesté na zdkon elektromagnetické indukce. Ten nam 1ikd, jaké je napéti
indukované na uzaviené kfivce, pokud zménime tok magnetického pole jejim vnitikem.
Jako uzavfenou kiivku budeme opét uvaZzovat ¢tverecek (obr. 13). Zména magnetického
toku jeho vnitikem musi byt nulova, protoze v elektrostatice neuvazujeme magnetické pole.
Proto musi byt nulové také indukované napéti

0= E(EZ(‘r?y + %6) - Ey(II) + %87:1/) - Ez(l’,y - %E) + Ey(l’ - %6,?])) )
Vyuzijeme-li definice derivace z minulého dilu seridlu, dostavame

0=Esy(z,y) = Eyu(z,y). (16)

3) Proto mé jednotkovou velikost.

20



Fyzikalni korespondenéni seminat UK MFF roénik XXIV &islo 3/7

Zamysleme se nyni nad tim, jak

'y
vhodné pouZit holomorfni funkce k fe- )
Seni problémd. ) E, (z+ ie,y)
Pokud jsou funkce —E (x’g + 3¢)
f(z) = By +iE, (17)
-]
a (1"7 y)
E. (z,y — 3¢)

g9(z) =if(z) = —E, +1E,

holomorfni, jsou rovnice (15) a (16) spl-
nény automaticky, protoze jsou jen pre-
pisem Cauchyho-Riemannovych podmi-
nek pro funkci f(z). Pro v8echna z jsou
f(2) a g(z) navzijem kolmé; dale zkoumame jen f(z).

Povedlo se ndm splnit Maxwellovy rovnice pro elektrostatiku pouze volbou holomorfni
funkce f : C — C. Tento tvar ale neni jesté pfili§ vhodny pro fesSeni problémi, ve kterych
zname okrajové podminky, tj. potencialy na vodi&ich.?

v

Obr. 13. Aplikace zdkona elektromagnetické
indukce

Potencial elektrostatického pole

Zavedme konecné potencial elektrostatického pole ¢ tak, aby platilo
—gradp=E (18)
Reélnou funkci ¢(z,y) ted explicitné zkonstruujeme ze vhodné komplexni funkce w(z).

Necht O je pevné zvoleny bod. Vypoéteme-li integrdl f(z) po kfivce v = OX, dostaneme
pro kazdy bod X komplexni ¢islo

w(X) = f(z)dz.
ox

Toto ¢islo je vSak urCeno jednoznacCné, nezavisle na volbé kiivky. To lze nahlédnout jed-
noduse (dikaz sporem). Pro bod X uvazujme dvé kiivky OX oznacené i a 72 takové,

- jclf(Z)dz=# jCQf(z)dZ-

Protoze obraceni pribéhu kfivky méni znaménko integralu, plati
[ 1@z [ s@aszo
Y1 72

a integral po uzaviené ki¥ivce OXO nevymizi. To ale zjevné odporuje Cauchyho vété z minulé
kapitoly serialu!

4) V elektrostatice rozliSujeme dvé prostfedi: Jednak vakuum, ve kterém se budeme snazit urcit po-
tencial, jednak vodice, na kterych je potenciil zadany.
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Vysli jsme z definice f(z) podle rovnice (17). Postupnym dosazovinim vztahi jako je
Yy, = —i dostaneme

[(2) = By +1iB: = —(p,y +ipe) = —i (0t + @ yy.2) = —ip,z,

odkud plyne
p(X) =1 f(z)dz = iw(X).
ox
Protoze funkce ¢ je redlnd, plati
p=—Imw.

My v8ak zvolime opaény postup: Budeme volit holomorfni funkci w(z) a bude nés
zajimat, jak vypada potencial ¢ potazmo vektor elektrické intenzity E. Velmi pfijemnou
vlastnosti je, ze funkce f(z) = dw/dz je také holomorfni. Poznamenejme jesté na okraj, ze
k¥ivky Re w(z) = konst jsou silo¢ary elektrického pole, protoZe jsou kolmé na ekvipotencialy
Im w(z) = konst. Tyto k¥ivky zaroven odpovidaji potencidlu generovanému funkeci g(2), pro
kterou se siloCary a ekvipotencidly prohodi.

Reseni jednoduchych, ale neviednich iiloh

a) Pro funkci w(z) = konst dostaneme konstantni potenciél, protoze jeji imaginarni slozka
je konstantni dw/dz = Ey +1E,; = 0, coz odpovida nulovému elektrickému poli.

b) Pro funkci w(z) = az, kde a € R, plati Inw = ay, tedy ekvipotencidly odpovidaji
situaci y = konst, mizeme proto predpokladat homogenni pole. Ovéfme toto tvrzeni
dw/dz = a = Ey +iE,, takze E, = a, E; = 0 a jde opravdu o homogenni pole.

¢) Pro funkei w(z) = az? je situace mnohem zajimavéjsi. Funkci w(z) miZeme piepsat

w(z)=az"=a (:c2 — yg) + 2azyi.

Za ekvipotencialy budeme uvazovat imaginarni ¢ast této funkce.

_ ¥

2axy = —p, = Y= Sam

To jsou rovnoosé hyperboly nachazejici se mimo jiné v prvnim kvadrantu. Zamysleme se
nad tim, jak vypadaji ekvipotencidly pro ¢ — 0. Jsou to pfimo polopfimky x > 0,y =0
ax =0,y > 0. Tyto dvé polopfimky vSak sviraji pravy thel a urcuji tak roh. Tato
volba urcuje, jak vypadd pole uvnitf vodivého rohu. Takovy vysledek jsme klasickymi
cestami nebyli schopni dostat. Mizeme jesté vypocitat slozky elektrického pole derivaci
funkce w(z). Z rovnice dw(z)/ dz = 2az plati

E, =2ay, E, =2azx.

Pdly holomorfni funkce

Zkusme se jesté podivat na elektrické pole dané funkci f(z) = ai/z. Protoze tato funkce
neni definovdna v pocatku, plati sice Cauchyho véta, ale musime opatrné volit oblast, ze
které vybirdme integra¢ni kfivku. Tato oblast nesmi obsahovat poc¢atek! Naopak na libo-
volné oblasti, kterd neobsahuje poc¢atek mizeme pouZit vyse odvozenou teorii a povaZovat
tuto funkci za feseni rovnic elektrostatiky.
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Pro feSeni se hodi védét, jak se derivuje pfirozeny logaritmus ln y, coZ je inverzni funkce
k exponenciile y = e

_dy _ dy dlny _ 1

y_da:_dlny = dy Yy

Podivejme se nyni, jak vypadé potencidl odpovidajici funkeci

ai iaz

f(z):;:W' (19)
Integraci funkce f(z) dostdvame
w(z) =ialn|z|
Nyni se podivame na imagindrni slozku funkce w, tak abychom urcily tvar ekvipotencial
—Imw(z) = —alm (iln|z|) = —alm (iln (|z|eiaf82)) =
= —alm(iln|z| —argz) = —aln|z| = ¢.

Proto jsou ekvipotencidly kruznice se stfedem v pocatku. Podle (17) toto feseni fyzikalné

dpovidé poli
odpovida poli - oy

—, By=—F"—.
x2+y27 .4 22 4 92

Toto pole odpovida vodici s konstantni délkovou hustotou néboje.

x =

Uloha III.S ... hlubok4 orba

a) Dopoctéte fyzikalni vyznam konstanty a pro funkci f(z) = ai/z, znéte-li délkovou hus-
totu ndboje 7.

b) Vypoditejte a nakreslete ekvipotencidly a silokfivky pole v okoli rohu, ktery mé vr-
cholovy tihel ¥. Napovéda: pouZijte funkci tvaru w(z) = Az°, kde s je vhodnd redlna
konstanta.

c) Urcete pole, které generuje elektricky dublet. Dublet jsou dvé tyce vzdalené d s opacnou
nabojovou hustotou, pfi¢emz dr = konst. Zajima nés limita d — 0. Napovéda: plati
In(1 + z) ~ = pro z blizké 0.

d) Rozmyslete si, co se stane, pokud existujici komplexni potencidl w(z) zobrazime jinou
holomorfni funkei v(z). Bude potencial tvaru v(w(z)) i nadéle Fesit rovnice elektrosta-
tiky?
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Kategorie druhych rocniki

jméno $kola 12 4 PES II % X

Student Pilny MFF UK 4 4 4 5 8 5 34 100 70

1. Jakub Safin G, P. Horova, Michalovce 1 4 34 0 3 15 59 39

2. Kristyna Kohoutovd G, Zamberk 3 4 2 5 8 - 22 63 33

3.—4. Tomds Azxman G, Boskovice 0 — 1 5 4 — 10 47 22

Lubomir Grund G Zabteh 1 4 2 - 1 10 55 22

5. Filip Murdr G, Masarykovo ndm., Trebi¢ 1 — -5 - - 6 66 21

6. Veronika Dockalovd G, Elgartova, Brno 11 -3 01 6 37 19

7. Martin Gajdosik G, Uherské Hradigté - - - 5 - 5 79 15

8. Jakub Dolezal G, Spitalska, Praha, 01 1 2 - - 4 47 14

9. Lukds Timko G P. de Coubertina, Tabor -0 2 1 - - 3 52 13

10. JiFi Jurena G, Uherské Hradisté - - - - - - 0 85 11

11. Viadimir Macko G L. Stara, Zvolen - - - - - - 0 47 8

12. Lukds Fusek G, Uherské Hradisté - - - - - o 70 7

13. Markéta Tesatovd @G, Boskovice - - 1 4 - - 5 56 5

14.—-15. Vojtéch Erbrt G J. K. Tyla, Hradec Kralové 0 1 - - - 1 25 3

Vladan Glonéak G Ludovita Stdra, Tren&in - - - - - - 0 3 3

16.—17. Kldra Kymlovd G a SOSE, Sedlgany - - - - - - 0 50 2

Klaudia Mrdzikovd G Ludovita Stdra, Tren&in - - - - - - 0 50 2

18. Morta Plyciuraityte-Pl. Vilniaus jezuitu gimnazija 00 - - 1 - 1 6 1
Kategorie Ctvrtych rocniki

jméno $kola 12 4 PES II % X

Student Pilny MFF UK 4 4 4 5 8 5 34 100 70

1. Martin Buchadcek G Ludka Pika, Plzen - - - -5 5 79 22

2. Jan Brandejs G Christiana Dopplera, Praha - - - - - - 0 65 17

3. Ivo Vinkldrek G, Roznov p. Radho§tém 21 2 - - - 5 55 16

4. Domunika Kalasovd G, Boskovice 2 - - 0 - 2 43 12

5. Vojtéch Havlicek G Christiana Dopplera, Praha - 4 - - - 4 83 10

6.—7. Ondrej Maslikiewicz ~ SPS, Hronov 0 1 - - - 1 43 9

Jan Sopousek Gymnézium, Brno-Retkovice - - - - - 0o 39 9

8. Tomds Pikdlek G, Boskovice - - - - - - o 27 7

9.—10. Anna Chejnovskd G Christiana Dopplera, Praha - - - - - - 0 50 5

Jakub Kocdk G L. Svobodu, Humenné - - - - - - 0 63 5

11. Tomds Havelka G, Neumannova, Zdar n. S. - - - - - - 0 50 4

12. Jan Pulmann G Grisslingova, Bratislava - 3 - - = - 3 75 3
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Kategorie prvnich rocniki

jméno $kola 1234PES II % X

Student Pilny MFF UK 44445 8 5 34 10070

1. Tomd$ Kotinek 1 -102 3 - 7 36 15

2. Jan Palounek G Christiana Dopplera, Praha - - - - - = = 0 60 6

3. Markéta Vohnikovad PORG, Praha 1 - - - - - = 1 58 3
Kategorie tretich rocniku

jméno $kola 1234PES II % X

Student Pilng MFF UK 4 4445 8 5 34 10070

1. Jakub Vosmera G MatyéaSe Lercha, Brno 44445 8 6 35 90 63

2. Jakub Kubecka G, Nymburk 112 -2 4 - 10 47 26

3.—4. Tomds Barta G, Nad Stolou Praha 12 -12 7 14 49 24

Stanislav Fort G P. de Coubertina, Tabor - - - - - - 0 67 24

5. Jakub Maksymou G a SOS, Jaromé&§ 1 - - -5 - - 6 60 18

6. Gabija Marsalkaite Vilniaus jezuitu gimnazija -4 - - 2 - - 6 62 16

7. Ondrej Mil Jirdaskovo G, Nachod - - - - - 5 - 5 69 11

8. Peter Kosec G Ludovita Sttra, Tren&in - - - - - - - 0 69 9

9.-11. Jan BydZovsky G J. Heyrovského, Praha -1 - - - - = 1 41 7

Samuel Haovadej G J. A. Raymana, PreSov - - - - - - - 0 54 7

Bedftich Said G Brno, tf. Kpt. Jarose 14 - - - - - - - 0 41 7

12. Kristyna Nesporovd G, Boskovice - - - - - - - 0 46 6

13. Alena Harlenderovd Slovanské G, Olomouc - - - - - - - 0 50 4

14. Gita Steponaviciute Vilniaus jezuitu gimnazija - - - -3 - - 3 60 3

15.—16. Lucia Filovd Hotelova akadémia, Brezno - - - - - - - 0 25 1

Patrik Svancara G Ludovita Sttra, Tren&in - - - - - - - 0o 13 1

17. Jan Cesal SPS Otrokovice 0 - -00 - - o 0 0

FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

180 00 Praha 8

www: http://fykos.cz

e-mail pro feSeni: fykos-solutions@mff.cuni.cz

e-mail: fykos@mff.cuni.cz

Fyzikalni korespondenc¢ni semindf je organizovan studenty UK MFF. Je zastfeSen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci UK MFF a podporovan Ustavem teoretické fyziky

UK MFF, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiki a fyziki.

Toto dilo je §ifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.

Pro zobrazeni kopie této licence, navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.

25



