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Milí øe¹itelé!

Právì jste dostali øe¹ení 3. série úloh Fyzikálního korespondenèního semináøe a spolu s nimi
také zadání série nové.

FYKOS se dostává do druhého poloèasu a je tøeba zaèít øe¹it na plný plyn! Rozjeïte svou
vítìznou sérii a probijte se výsledkovou listinou na pøední místa, abychom vás pozvali na jarní
soustøedìní. Je o co stát!

Vaši organizátoři

Zadání IV. série

Termín odeslání: 7. bøezna 2010
Termín doruèení: 9. bøezna 2010 18:00

Úloha IV . 1 . . . rozcvička

a) napnutá struna
Frekvence kmitù napjaté struny závisí na její délce l, síle F , kterou je struna napjatá,

a na délkové hustotì %l. Urèete z tìchto údajù vzoreèek pro frekvenci struny pomocí roz�
mìrové analýzy.

b) dolù
Mìjme èinku, její¾ záva¾í mají tvar diskù, které jsou blízko u sebe. Tyèku omotáme jed�

nou provázkem a èinku spustíme, jak rychle padá, pokud se nesmýká? Disky mají hmotnost
m a polomìr R, tyèka je nehmotná s polomìrem r.

Úloha IV . 2 . . . hoď ho do Slunce!
Karel se rozhodl zahodit svùj se¹it matematické analýzy na Slunce. Poradíte mu, jakou

minimální rychlost se¹itu musí udìlit, aby se¹it na Slunce dopadl? Pro jednoduchost zanedbejte
odporové síly, Zemi a Slunce pova¾ujte za hmotné body, se¹it vypou¹tíme ze vzdálenosti RZ =
= 6378 km od hmotného bodu symbolizujícího Zemi, vùèi kterému je se¹it v klidu a Zemì obíhá
Slunce po dokonalé kru¾nici. Konstanty, které se vám budou hodit: κ = 6,67 · 10−11Nm2kg−2,
MS = 2,0 · 1030 kg, MZ = 6,0 · 1024 kg, a = 1AU = 150 · 109m.

Úloha IV . 3 . . . naše staré hodiny lijí čtyři hodiny
Navrhnìte tvar pøelévacích hodin, aby ubývala vý¹ka hladiny lineárnì s èasem. Za uva¾ování

povrchových efektù, vnitøního tøení apod. mù¾ete dostat body navíc.

Úloha IV . 4 . . . sama doma
Terka J. mívá vìt¹inou skvìlé nápady. Tøeba minulé pondìlí si od svého oblíbeného der�

matologa pøinesla 5 litrù kapalného dusíku a ihned ho vylila na zem ve své ubikaci. Ve støedu
pro zmìnu odcizila na èerpací pumpì 5 litrù benzínu, který záhy vylila do umyvadla a zapá�
lila. Mohlo se Terce nìkterý den udìlat nedobøe v dùsledku jejich kratochvílí? Aneb jak se
v obou pøípadech zmìní teplota, tlak a koncentrace kyslíku v ubikaci, pokud tato je dokonale
neprody¹ná, tepelnì izolovaná a rozmìrù 3× 3× 4m3?

1



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XXIV èíslo 4/7

Úloha IV .P . . . míchání barev
Chceme-li na monitoru poèítaèe zobrazit azurovou barvu, musíme rozsvítit èervený a modrý

segment. Azurová barva odrá¾í v nejjednodu¹¹ím pøípadì svìtlo dvou vlnových délek (modré
a èervené), dále pokud budeme mít modrou barvu, tak tato bude odrá¾et modré svìtlo a èervená
obdobnì. Kdy¾ smícháme modrou a èervenou temperu, výsledná smìs bude mít �alovou barvu,
proto¾e modrá slo¾ka pohltí v¹e a¾ na modrou a obdobnì také èervená. Proto ze smìsi tìchto
barev budeme pozorovat pouze ty vlnové délky, které odrá¾ejí obì slo¾ky. Pøedstavte si, ¾e
tempery jsou slo¾eny z malých kapièek. Jak bude záviset výsledný zrakový vjem na jejich
velikosti?

Úloha IV . E . . . vejce sebevrah
Z jaké nejvy¹¹í vý¹ky mù¾ete shodit obyèejné slepièí vajíèko na tvrdou podlahu, ani¾ by se

nakøáplo? Co kdy¾ vajíèko natìsno obalíme nìjakým mìkkým obalovým materiálem (tj. papír,
bublinková folie apod.) s tlou¹»kou nejvý¹e 5mm? Z kolikrát vy¹¹í vý¹ky ho pak mù¾eme pustit,
ani¾ by se nìjak viditelnì po¹kodilo? Vyzkou¹ejte nìkolik rùzných obalù.

Øe¹ení III. série

Úloha III . 1 . . . rozcvička (4 body; prùmìr 1,90; øe¹ilo 20 studentù)

a) dr. Nec

Terka byla o víkendu tahat døevo. Objem døeva se mìøí dvìma zpùsoby: na kubíky (1 m3

døevo-hmoty bez vzduchových mezer mezi kládami) a na plnometry (1 m3 i s mezerami).
Naleznìte pøevodní vztah mezi tìmito dvìma jednotkami (tj. kolik plnometrù odpovídá jed�
nomu kubíku) v závislosti na polomìru klád, ze kterých se skládá hranice. Klády pova¾ujte
za dokonale hladké válce, které se skládají na sebe.

b) bublifuk

Foukáme do mýdlového povrchu na poèátku kruhového tvaru tak, aby mìl tvar kulového
vrchlíku o polomìru r. Odhadnìte, jakou rychlostí do nìj musíme foukat?

Dohromady (se) dali Terka a Jakub.

Dr. Nec

V zadání jsme se trochu, tro¹ièku spletli. Zku¹ení døevaøi nám to snad odpustí, a znalí
øe¹itelé chybu objevili. Prodejci døeva, tedy ti v¹ichni dr. Necové a dr. Vo¹tìpové, pou¾ívají
troje rùzné jednotky pro mìøení jeho mno¾ství. Tou prvou je skuteèný objem døevní hmoty,
tj. krychle o hranì 1m zcela vyplnìná døevem. Takto mìøené mno¾ství døeva se udává v plno�
metrech a znaèí se písmeny plm.

Èastìji se v¹ak pou¾ívá prostorový metr , co¾ je opìt krychle o hranì 1m vyplnìná poleny,
a tedy se zapoèítávají i vzduchové mezery mezi nimi. Døevo je v¹ak urovnané, a proto jsou
tyto mezery dosti malé. Ní¾e výpoètem zjistíme jak moc malé. Prostorový metr se oznaèuje
symbolem prmr, kde poslední r znamená rovnané.

Koneènì se mù¾ete setkat je¹tì s prostorovým metrem sypaným. Pøedstavte si hromadu po�
házených nasekaných ¹palkù døeva, v ní¾ vymezíte krychli o délce hrany 1m. Takové mno¾ství
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døeva odpovídá jednomu sypanému prostorovému metru, 1 prms. Toto poèítat nebudeme, ale
vlivem velkých mezer mezi ¹palíky je zde jen asi 40% døevní hmoty.

Uva¾ujme nyní kulatiny vzornì srovnané na ¾eleznièním vagónu nebo na nákladním autì.
Nákladový prostor je vymezen jednak podlahou, a po stranách také klanicemi. Pøedpokládejme,
¾e vzdálenost mezi nimi je celoèíselným násobkem polomìru klád R, tedy ¾e dolní vrstva je
tam narovnána tak þakorátÿ. Pøi pokládání druhé vrstvy se pak døevo skutálí do mezer mezi
kládami v prvé vrstvì. Tøetí vrstva bude v¹ak podobnì jako první zarovnána tak akorát. A tak
dále.

i

ii

iii ε

Obr. 1. Slo¾ené klády

Na vagónu tedy máme nìkolik typù mezer. Díky tomu, ¾e klády jsou dokonalé válce, mù¾eme
celou situaci zkoumat pouze ve dvou rozmìrech. Zakreslili jsme ji do obrázku 1. Vidíme celkem
tøi typy mezer: (i) mezi trojicí sousedních klád, (ii) mezi dvojicí
klád a stìnou, (iii) mezi trojicí klád a stìnou. Vypoèítáme plo�
chy v¹ech tìchto geometrických útvarù, aèkoli pro øe¹ení úlohy
to není nezbytnì nutné.

Pro výpoèet obsahu S1 vyu¾ijeme rovnostranný trojúhelník
o délce strany 2R. Proto¾e souèet vnitøních úhlù v trojúhelníku
je π, mù¾eme okam¾itì napsat

S1 = R2
(√

3− π
2

)
,

kde
√
3 je pozùstatek po vý¹ce tohoto trojúhelníku.

Druhá mezera má obsah S2, který zjistíme díky obdélníku o rozmìrech 2R a R. Pak ji¾
velmi snadno urèíme

S2 = R2
(
2− π

2

)
.

Koneènì se dostáváme k poslední mo¾nosti. Velikost plochy S3 je souètem nìkolika èástí:
prvnì tam je celá S2, i kdy¾ rozdìlená na dvì poloviny, dále obdélník o stranách ε a R a koneènì
ten zbytek, jakýsi ve tøech stranách þpropadlýÿ ètyøúhelník. Jeho plochu oznaème S4. Tedy
S3 = S2 + εR+ S4.

Nejprve zjistíme velikost ε. Je to vzdálenost mezi dvìma kládami ob vrstvu. Pou¾ijeme opìt
rovnostranný trojúhelník se stranou 2R. Jeho vý¹ka je

√
3R. Odsud ε/2 =

√
3R − R, a tedy

ε = 2R(
√
3− 1).

Nyní vy¹etøíme plochu S4. Pou¾ijeme k tomu rovnoramenný trojúhelník s délkou ramen
2R a základnou 2R + ε. Jeho vý¹ku oznaème w a podle Pythagorovy vìty pro ni platí w =

=
√
4R2 −

(
R+ 1

2
ε
)2

= R. Tedy rovná strana tohoto ètyøúhelníku se dokonce dotýká protìj¹í
kulaté. Je její teènou. Teï u¾ snadnou vyjádøíme

S4 = R
(
R+

ε

2

)
− πR

2

2
= R2

(√
3− π

2

)
.

Dohromady proto S3 =
(
3
√
3− π

)
R2.

Nyní je tøeba si rozmyslet, kolik kterých mezer v jednom plo¹ném metru je. Tady nám
nezbude ne¾ zvolit vhodný prùmìr klád. Pøedpokládejme, ¾e klády nakládáme na vùz øady
Smmps, který má lo¾nou ¹íøku1 3100mm. Prùmìr klád zvolme napø. 310mm, tj. R = 155mm,
a skládejme je do sedmi vrstev po deseti, respektive devíti kusech. Vùz tedy celkovì pojme 67

1) Viz http://vozy.cdcargo.cz/katalog vozu/plosinove-vozy/smmps-54.html.
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kulatin, pøièem¾ mezer mezi nimi bude vìru po¾ehnanì: 5 · (9 + 8) prvého typu, 2 · 10 druhého
(uvìdomte si, ¾e dvì mezery v rozích jsou polovinou jedné u stìny) a 2·3 poslednì jmenovaných.

Celkový prùjezdný pro�l nákladu ohranièeného obdélníkem je souèinem ¹íøky dolní vrstvy
a celkové vý¹ky

P = 2nR
(
2R
⌈
1
2
m
⌉
+ ε
⌊
1
2
m
⌋)

= 4nR2
(⌈

1
2
m
⌉
+
⌊
1
2
m
⌋
(
√
3− 1)

)
.
= 5,955m2 ,

kde n je poèet klád v nejni¾¹í vrstvì a m poèet vrstev. V¹imnìte si vyu¾ití dolní a horní èásti
podílu m/2 pro odli¹ení rùzného mno¾ství stromù v sudých a lichých vrstvách.

Nás v¹ak zajímá pomìr døevní hmoty a celkem zabraného místa

ν =

(⌈
1
2
m
⌉
n+

⌊
1
2
m
⌋
(n− 1)

)
πR2

P
=

(4 · 10 + 3 · 9)π
4 · 10

(
4 + 3(

√
3− 1)

) .
= 0,849 .

Toto èíslo je pomìrnì dobrým výsledkem. V praxi je pøevodní konstanta podstatnì ni¾¹í (ob�
vykle 0,65 a¾ 0,8), nebo» stromy nejsou válce a nejde je þnacpatÿ pøímo na sebe jako v této
modelové situaci.

Bublifuk

Bublifuk je oblíbená dìtská hraèka, a proto mù¾eme pøedpokládat, ¾e ka¾dý si vyzkou¹el
vyfouknout nìjakou tu mýdlovou bublinu. Kromì urèité intenzity foukání to v¹ak vy¾aduje
i nemalý cit. Pøíli¹ prudký vítr toti¾ bublinu roztrhne. Zabývejme se pro tentokrát minimální
silou foukání, aby se bublina zdárnì nafoukla.

Foukáním udìlujeme molekulám vzduchu urèitou hybnost. Ty pak nará¾ejí na mydlinovou
blánu tato jejich hybnost se zu¾itkovává pro udr¾ování vypouklého tvaru mýdlové blány, nebo»,
jak známo, kapalina se sna¾í zaujmout takový tvar, aby její povrch byl co nejmen¹í. To je
zpùsobeno existencí povrchového napìtí, které vyvolává sílu, je¾ se sna¾í povrch blány vrátit
do rovinného tvaru. Pro jednoduchost budeme uva¾ovat, ¾e ve¹kerá hybnost pohybujícího se
vzduchu se vyu¾ije k tomuto úèelu. Tak¾e síla vzduchu musí být rovna povrchové síle, zpùsobené
povrchovým napìtím σ,

�p
�t

=
4σπR2

r
, (1)

kde πR2 je obsah vyfukovacího krou¾ku a r polomìr zakøivení vypouklé blány. Zmìna hybnosti
vzduchu je z p = mv na 0 (dle pøedpokladu). Je-li hustota vzduchu %, pak za dobu �t na blánu
doletí vzduch o hmotnosti m = πR2v�t%, tak¾e na levé stranì rovnice (1) dostáváme výraz
πR2v2%.

Dosazením obdr¾íme

πR2v2% =
4σπR2

r
,

odkud elementárními úpravami získáme výsledek

v =

√
4σ
%r

.

Nìkteøí øe¹itelé pou¾ívali ve svých øe¹eních integrální poèet, ale v tomto pøípadì nepøiná¹í
pøíli¹ vìt¹í pøesnost. Kde to není nutné, zkuste radìji úlohy øe¹it bez pou¾ití vy¹¹í matematiky.

Tomáš Jirotka
byrot@fykos.cz
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Úloha III . 2 . . . zasekanej! (4 body; prùmìr 2,50; øe¹ili 2 studenti)

Jistì jste si v¹imli, ¾e pøi podélném parkování zpáteèkou se auto mù¾e vejít i do celkem malé
mezery. Mìjme auto délky L, ¹íøky d se vzdáleností kol l. Kola se mohou otoèit maximálnì
o α stupòù (tzv. þplný rejdÿ). Do jak velké mezery budeme schopni zaparkovat pøi pou¾ití
zpáteèky? A pøi parkování popøedu? Jaká je ideální parkovací strategie? Auto musí být samo�
zøejmì dokonale zarovnané v øadì (tj. rovnobì¾nì s chodníkem ve vzdálenosti maximálnì d0
od chodníku) a pøi parkovacím manévru se auto smí pohybovat pouze jedním smìrem, tzn.
buï dopøedu nebo dozadu. Vykoumal Mára pøi sledování �lmu Vrchní, prchni.

Pokud si pøeèteme jakoukoli uèebnici auto¹koly, jsme nabádáni k parkování pozadu. Zku�
síme nyní vypoèítat, zdali je lep¹í parkovat popøedu nebo doopravdy pozadu.

Budeme øe¹it nikoli problém zaparkování, ale vyjetí z parkovacího místa. Pokud toti¾ nìjak
otoèíme kola, tak se pohybujeme po stejné køivce, jedeme-li dopøedu i jedeme-li dozadu. Toto
bude platit pro þmaléÿ rychlosti parkování, pokud bychom parkovali smykem, tak to není
invertibilní pohyb, ale takto naprostá vìt¹ina øidièù neparkuje.

Rozeberme nejdøíve po jaké køivce se pohybuje auto, pokud otoèíme koly. Studujeme-li
pohyb jakéhokoliv tuhého tìlesa v rovinì, existuje tzv. pól otáèení2 okolo kterého dochází
pouze k rotaci. Zkusíme najít tento bod.

Pól otáèení musí le¾et na ose zadních kol, proto¾e zadní kola se nenatáèejí. Dále musí le¾et na
osách3 obou pøedních kol. Pokud by byly napøíklad obì pøední kola otoèena stejnì, neexistoval
by prùseèík os pøedních a zadních kol, docházelo by ke smýkání a potom bychom museli èasto
mìnit obutí. Polomìr a støed otáèení mù¾eme tedy urèit pomocí jednoduché geometrie, viz
obrázek 2.

�

S

%

R

Obr. 2. Parkování pozadu

Uva¾ujme je¹tì pro jednoduchost shodné vzdálenosti os kol od koncù auta.

Parkování pozadu

Jak jsme uvedli vý¹e, budeme studovat vyjí¾dìní z parkovacího místa. Ideální strategie je
zaèít zadní co nejblí¾e k autu za námi, otoèit volantem co nejvíce doleva a doufat, ¾e pravým
pøedním rohem mineme auto stojící pøed mámu. Pokud se nám ji¾ toto podaøí vyjedeme

2) Viz také 2. kapitola seriálu tohoto roèníku.
3) Zde za osu pova¾ujeme kolmici na rovinu kola v jeho støedu.
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napøíklad rovnì. Je samozøejmì lep¹í dále zaèít toèit doprava abychom tolik nevyboèili do
vozovky.

Nyní se pokusme vypoèítat parametry tohoto pohybu. Oznaème α úhel o který je mo¾no
vychýlit kola, L celkovou délku vozidla, d jeho ¹íøku, l rozvor a � velikost parkovacího místa.
Urèeme nejdøíve vzdálenost % osy otáèení od levého zadního kola. Z jednoduché geometrie
vychází

% = l cotgα .

Dále oznaème R vzdálenost pravého pøedního rohu vozu od osy otáèení. Pro ni platí

R2 = (%+ d)2 +

(
L+ l

2

)2

. (2)

Uvá¾íme-li nyní pravoúhlý trojúhelník o vrcholech: støed otáèení, levé zadní kolo pøed poèátkem
vyjí¾dìní a levý zadní roh vozidla pøed námi, z Pythagorovy vìty dostáváme

R2 = %2 +

(
�− L− l

2

)2

. (3)

Z rovnic (2) a (3) vyjádøíme �

� =
L− l
2

+

√
d2 + 2dl cotgα+

(
L+ l

2

)2

.

Dosadíme-li hodnoty: L = 4m, l = 2,5m, d = 1,5m a α = 40◦, dostáváme

� = 5,41m ,

co¾ je o 1,41m více ne¾ délka vozidla.
Uveïme je¹tì na závìr, ¾e místo potøebné k zaparkování je je¹tì o nìco krat¹í, proto¾e

jsme auto modelovali jako obdélník, ale ve skuteèností má zakulacené rohy. Proto dojde ke
þkrizovémuÿ okam¾iku pro men¹í vzdálenost mezi vozidly.

Parkování popøedu

Budeme-li opìt zkoumat opaèný postup, musíme vyjet z místa pozadu. Nyní v¹ak nastává
problém a tím je blízkost chodníku na který bychom nemìli najet. Nyní je krizovým místem
jednak chodník, jednak vozidlo za námi. Proto nastavíme polomìr otáèení tak veliký, aby jsme
nenajeli na chodník a tento polomìr budeme udr¾ovat po celou dobu vyjí¾dìní. Tento postup
nám uká¾e pøibli¾nou velikost parkovacího místa.

Najít ideální trajektorii v tomto pøípadì je velmi tì¾ké, proto¾e pokud bychom pøedním
kolem sledovali okraj chodníku a¾ do okam¾iku, kdy teèna k pravému okraji vozu by neprotínala
vozidlo za námi, dostali bychom správné øe¹ení, v¹ak urèit, po jaké køivce se v tomto pøípadì
pohybuje vùz by bylo obtí¾né4.

Oznaèíme vzdálenost støedu otáèení od levého zadního kola %. Kru¾nice, po které se pohy�
buje pravé pøední kolo musí být teèná k chodníku. Proto z Pythagorovy vìty platí

(%+ d+ d0)
2 = (%+ d)2 + l2 .

% =
l2 − 2dd0 − d20

2d0
≈ l2 − 2dd0

2d0
. (4)

4) Obecnì jde o 	-køivku, její¾ pøedpis se získává obtí¾nì.
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Provedeme-li stejnou úvahu, která nás vedla k rovnicím (2) a (3), dostáváme

R2 = (%+ d)2 +

(
L− l
2

)2

,

R2 = %2 +

(
�− L+ l

2

)2

.

Algebraickou úpravou dostáváme výraz pro �, dosadili jsme za % z (4)

� =
L+ l

2
+

√
d2 +

d

d0
(l2 − 2dd0) +

(
L− l
2

)2

.

Pro d0 = 30 cm vychází èíselnì
� = 8,68m .

�

S

%

R

chodn��k

Obr. 3. Parkování popøedu

Je vidìt, ¾e parkovat pozadu je výraznì lep¹í, ne¾ parkovat popøedu. Pro parkování popøedu
potøebujeme skoro dvojnásobek délky vozu.

Lukáš Ledvina
lukasl@fykos.cz

Úloha III . 3 . . . čichač Aleš (4 body; prùmìr 3,00; øe¹ili 4 studenti)

Ale¹ má na koleji na polièce neprody¹nì uzavøenou válcovou prùhlednou nádobu s to�
luenem, z 90 % plnou. Ale¹ si svùj toluen pochopitelnì bedlivì støe¾í. Kdy¾ se po víkendu
vrátil na kolej, v¹iml si, ¾e se hladina toluenu v nádobì o kousíèek sní¾ila a okam¾itì obvi�
nil spolubydlícího ¹nEka z kráde¾e. A¾ posléze si uvìdomil, ¾e o víkendu zaèali topit a tep�
lota v ubikaci tudí¾ stoupla o 20◦C. Rozøe¹te tento detektivní pøíbìh a zjistìte, zda ¹nEk
skuteènì èichal toluen. Jinak øeèeno: Jak velký pokles hladiny mohla zpùsobit zmìna tep�
loty? Mohl by si takového poklesu Ale¹ vùbec v¹imnout? K øe¹ení lze pou¾ít data uvedená na
http://en.wikipedia.org/wiki/Toluene (data page). Mára ¹lápl do hovna.

7
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Pøedpokládejme, ¾e hustota kapalného toluenu %k ani objem nádoby Vc se s teplotou T
nemìní. Oznaème dále mp, Vp a %p hmotnost, objem a hustotu par toluenu v nádobì a mc

hmotnost ve¹kerého toluenu v nádobì. Hmotnost kapalného toluenu v nádobì pak budemc−mp

a objem Vc − Vp.
Je potøeba urèit, jak se s teplotou zmìní pomìr objemu plynné a kapalné fáze toluenu

v nádobì. Pro libovolnou teplotu platí

Vc − Vp
Vp

=
(mc −mp)%p

mp%k
.

Pova¾ujíce toluen za ideální plyn s molární hmotností M , dostáváme ze stavové rovnice
ideálního plynu hmotnost par

mp =
MpVp
RT

,

kde p je (parciální) tlak par toluenu v nádobì a R universální plynová konstanta. Podobnì
vyjádøíme ze stavové rovnice hustotu par

%p =
pM

RT
.

Dosadíme-li uvedená vyjádøení do vztahu pro pomìr objemù, získáme (po jednoduchých
úpravách) vztah pro objem par v závislosti na teplotì

Vp = Vc +
MpVp
RT%k

− mc

%k
.

Pro zmìnu objemu par pøi zmìnì teploty z T1 na T2 dostaneme

Vp(T2)− Vp(T1) =
Mp(T2)V (T2)

RT2%k
− Mp(T1)V (T1)

RT1%k
,

z èeho¾ koneènì dostáváme vztah

Vp(T2) = Vp(T1)

(
1− Mp(T2)V (T2)

RT2%k

)
(
1− Mp(T1)V (T1)

RT1%k

) .

Na odkazovaných stránkách byl (doslova) uveden vztah:

log10 PHgmm = 6,95464− 1344,8
T + 219,482

.

Ten je sám o sobì vcelku k nièemu, nebo» kromì ponìkud zvlá¹tním zpùsobem uvedené jed�
notky tlaku ¾ádné dal¹í jednotky neuvádí. Na¹tìstí je v uvedeném èlánku vypsáno nìkolik
konkrétních hodnot s uvedenými jednotkami, tak¾e metodou pokus{omyl lze uhodnout, ¾e
teplota T je zadána v Celsiovì stupnici.

Vztah pøepí¹eme do rozumnìj¹í podoby

p = exp

20,9064− 3096,5
T
K
− 53,668

Pa .
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(Pou¾ili jsme pøevodní vztah 1Hgmm ≈ 1Torr = 133,322Pa.)
Ze zadání není zjevné, jaká byla konkrétní teplota po Ale¹ovì pøíjezdu. Odhadnìme tedy

mo¾ný pokles shora.
Tepelná rozta¾nost kapalného toluenu v horním odhadu nevadí, nebo» pùsobí proti zmìnì

objemu zpùsobené odparem. Uvedená závislost tlaku par na teplotì je konvexní a teplota na
koleji zpravidla nepøesahuje 50 ◦C, tj. 323,15K, ani kdy¾ se zaène topit. Dosadíme-li tedy T1 =
= 303,15K, T2 = 323,15K, Vp(T1) = 0,1Vc, R = 8,3145 J·K−1·mol−1, M = 92,14 g·mol−1,
%k = 0,867 g·mol−1, objem par vzroste na pøibli¾nì na 0,10002Vc, pokles je tudí¾ v øádu
statisícin objemu nádoby, pouhým pohledem nepozorovatelný.

Závìrem tedy budi¾, ¾e soustavné rozpou¹tìní mozku ji¾ zpùsobilo Ale¹ovi stihomam, nebo
¹nEk skuteènì èichal toluen bez Ale¹ova svolení.

Marek Nečada
marekn@fykos.cz

Úloha III . 4 . . . rumové ovoce (4 body; prùmìr 2,75; øe¹ilo 8 studentù)

2r

α

Obr. 4. Miska s brèky

Uva¾ujme misku, do které polo¾íme dvì spo�
jená brèka, která mají tvar písmene V. Miska má
polomìr r a brèko se smí dotýkat pouze jejích
okrajù. Urèete nejprve podmínku stability a po�
tom vypoèítejte periodu kmitù brèka v soumìrné
poloze.

Vymyslel Jakub, ne¾ se opil bìhem labyrintu.

V øe¹ení budeme o brèkách uva¾ovat tak, ¾e
ka¾dé z nich má délku l a hmotnost m. Spojená
jsou tak, ¾e svírají úhel 2α. Miska má prùmìr r. Viz obrázek 4.

Podmínka stability

Aby se véèko z brèek nepøeklopilo, musí být jeho tì¾i¹tì pod osou otáèení. Pokud by bylo
nad ní, malá výchylka by zpùsobila pøeklopení. Z toho umíme vypoèítat podmínku pro délku
brèka.

r

sinα
≤ l ≤ 2r

sinα
,

tj. ¾e se brèko nesmí propadnout do misky (spodní mez) a ¾e tì¾i¹tì (o kterém pøedpokládáme,
¾e je v polovinì brèka) le¾í nejvý¹e na ose rotace.

Dal¹í podmínku mù¾eme klást na úhel spojení. Proto¾e brèka musí mít volný prostor ke
kmitání, musí platit α ≥ π/4.

Perioda malých kmitù

Nejprve se podíváme na moment setrvaènosti brèek. Pokud tyè rotuje okolo kolmé osy
procházející tì¾i¹tìm, víme, ¾e má moment setrvaènosti

JT = 1
3
ml2 ,

kde m je hmotnost tyèe a l je její délka. Tyè, resp. brèko je ale sklonìná (o úhel π/2− α) od
horizontály a také nerotuje okolo osy procházející tì¾i¹tìm. První problém vyøe¹íme úvahou,
na druhý pou¾ijeme Steinerovu vìtu.

Pøedstavme si, ¾e máme tyè, která rotuje okolo ¹ikmé osy procházející tì¾i¹tìm. Víme, ¾e
moment setrvaènosti je souèet pøes v¹echny hmotné elementy tyèe ze souèinu jejich hmotnosti

9



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XXIV èíslo 4/7

a kolmé vzdálenosti od osy. Tedy tyèe jde jen o její prùmìt do roviny kolmé na osu. Proto¾e jde
o jednoduchý útvar, mù¾eme tak tyè pova¾ovat za krat¹í, s vìt¹í délkovou hustotou a hlavnì
kolmou na osu. Pokud zavedeme úhel odklonu α tak, aby se shodoval s geometrií soustavy
brèek, bude moment setrvaènosti tyèe vùèi ¹ikmé ose procházející tì¾i¹tìm

J0 = 1
12
ml2 cos2 α .

Úhel α mù¾eme vyjádøit jako α = π/2− β, kde β je men¹í úhel mezi tyèí a osou.
K tomu, abychom mohli vyu¾ít Steinerovy vìty pro urèení momentu setrvaènosti soustavy,

potøebujeme znát polohu tì¾i¹tì. Jsou-li splnìny podmínky stability, tì¾i¹tì se nachází v poloze
rT pod osou rotace

rT =
r

tgα
− l

2
cosα .

První èlen odpovídá posunu od osy dolù do vrcholu véèka, druhý od vrcholu véèka nahoru do
jeho poloviny.

Steinerova vìta øíká, ¾e moment setrvaènosti tìlesa vùèi ose rovnobì¾né s osou procházející
tì¾i¹tìm (které pøíslu¹í moment J0) vypoèteme jako souèet J0 s mr2, kde m je hmotnost tìlesa
a r vzdálenost os. Pro pøípad s brèky tedy vychází

J = 2(J0 +mr2T) =
1
6
ml2 cos2 α+ 2mr2T .

Èíslo 2 je ve vzorci proto, ¾e véèko se skládá ze dvou stejných brèek.
Teï u¾ nic nebrání tomu, abychom zaèali øe¹it pohybovou rovnici. Pou¾ijeme její zápis

jako diferenciální rovnici. Nebudeme ji øe¹it, jen uká¾eme podobnost s rovnicí harmonického
oscilátoru

Jε =M ⇒ J �ϕ =M .

Úhel ϕ pøedstavuje výchylku z rovnová¾né polohy (viz obrázek 5).

ϕ

FG

T

rT

o

Obr. 5. Kmitání kolem osy

Moment setrvaènosti jsme ji¾ vypoèetli, moment síly také
není tì¾ké urèit

M = −2mgrT sinϕ ,

proto¾e síla budící pohyb je síla tíhová (opìt 2m kvùli dvojná�
sobné hmotnosti brèek), která pùsobí v tì¾i¹ti, jeho¾ vzdálenost
od osy známe. Je¹tì si uvìdomíme, ¾e malé výchylky umo¾òují
pou¾ít aproximaci sinϕ ≈ ϕ (srovnej graf funkce sinx a x),
a tedy mù¾eme pohybovou rovnici pøepsat do tvaru

J �ϕ+ 2mgrTϕ = 0 ,

�ϕ+
2mgrT
J

ϕ = 0 ,

�x+ ω2x = 0 .

Napravo dostáváme rovnici harmonického oscilátoru (kyvadla) s úhlovou frekvencí ω2. A¾ na
oznaèení konstant a promìnných jsou to rovnice naprosto identické a proto mù¾eme øíct, ¾e
i véèko z brèek je harmonickým oscilátorem a jeho úhlová frekvence je

ω =

√
2mgrT
J

.
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Hledanou periodu kmitù vypoèteme ji¾ jednoduchým pøevodem (T = 2π/ω) a dosazením za
rT a J z pøedchozích výpoètù.

T = 2π

√
1
g

(
r

tgα
+
l cosα (2l sinα− 3r cosα)

6r cosα− 3l sinα

)
.

Aleš Podolník
ales@fykos.cz

Úloha III . P . . . wassermánie (5 bodù; prùmìr 3,07; øe¹ilo 14 studentù)
Voda má spoustu zajímavých, výjimeèných a anomálních vlastností ve srovnání s jinými ka�

palinami. Podrobný výèet tìchto anomálií lze nalézt na stránce http://www.btinternet.com/
~martin.chaplin/anmlies.html. Zamyslete se, jaký tyto anomálie mají význam pro ¾ivot na
zemi, èlovìka a také techniku. Mára poslouchal Meteor.

Jak je øeèeno v zadání úlohy, voda má nejednu anomální vlastnost. Abychom mìli práci
jednodu¹¹í, byla nám pøímo poskytnuta webová stránka, která v¹echny informace o anomáli�
ích shrnuje. Za velkou èást anomálních vlastností jsou zodpovìdné nechvalnì známé vodíkové
mùstky. Zamysleme se tedy nad tím, jak by se na¹e ¾ivoty zmìnily, kdyby se voda nechovala
anomálnì. Byl by vùbec ¾ivot tak jak jej známe mo¾ný?

To, co by nás mohlo pra¹tit do oèí jako první, je vysoká tepelná kapacita. Jak ovlivòuje
ná¹ ¾ivot? Na¹e tìlo je ze tøí ètvrtin tvoøeno vodou a povrch planety Zemì tvoøí voda ze dvou
tøetin. Zkusme si pøedstavit, co by se stalo, kdyby voda mìla ni¾¹í tepelnou kapacitu. Co by
se dìlo s na¹ím tìlem? Na sluníèku by se nám rychle zaèala vaøit krev a vypaøila by se nám
z tìla vìt¹ina tekutin. (Na¹tìstí má voda i velkou výparnou teploty, je tedy mo¾né, ¾e takové
smrti bychom byli u¹etøeni). Èekala by nás velmi rychlá dehydratace.

Jednodu¹e øeèeno, voda na¹emu tìlu zaji¹»uje termoregulaci. Díky ní jsme schopni pøe¾ít
v obrovském rozpìtí teplot (uvìdomme si, ¾e v létì máme tøicetistupòová vedra a v zimì
mù¾eme mít i dvacet pod nulou a ani jeden z tìchto extrémù nás nepøipraví o ¾ivot do deseti
minut po vyjití ven).

Stejnì to je i s na¹í planetou. Voda je nezbytná pro regulaci teplot. Pro ilustraci staèí
jednoduchý pøíklad. Ocitneme-li se na pou¹ti, kde je malá vlhkost vzduchu a voda se tam skoro
nevyskytuje, budeme vystaveni velkým výkyvùm teplot. V noci se neobejdeme bez teplého
spacáku a poøádného obleèení, a pøes den je zase teplo, ¾e mù¾eme chodit v ¹ortkách a trièku.
A tenhle teplotní výkyv nastane prakticky ihned po západu, resp. východu Slunce. V tropech
se naopak noèní teplota od té denní moc neli¹í, teplo je tam poøád. Krom toho tuto vlastnost
vody vyu¾íváme velmi èasto pøi chlazení nebo naopak pøi topení.

Dal¹í a velmi známou anomální vlastností je fakt, ¾e voda má nejvy¹¹í hustotu pøi 4 ◦C
a pøi mrznutí expanduje. Jak se tato anomálie projevuje? Kdyby neexistovala, tì¾ko by se
ve vodních nádr¾ích udr¾el nìjaký ¾ivot. Ochlazujeme-li vodu pod zmínìné 4 ◦C, její objem
poroste a klesne hustota. Takováto voda se dostane na povrch vodní plochy, kde se její teplota
nadále sni¾uje, a¾ zmrzne. Dole pak zùstane voda s nejvy¹¹í hustotou, která poskytuje útoèi¹tì
rybám a dal¹ím obyvatelùm vod.

S rozta¾ností vody pøi chladnutí a faktu, ¾e voda je dobrým rozpou¹tìdlem souvisí také
eroze. Nateèe-li voda do puklinky ve skále a zmrzne, puklinka se signi�kantnì roz¹íøí a naru¹í
strukturu skály. Stejný efekt postihuje cesty po zimì, proto jsou ka¾doroènì tak rozbité (øidièi
jistì ví své). Vra»me se ale ke zmínìné skále. Eroze jako taková je nezbytná pro formování
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pùdy. Kdyby zùstaly skály skalami, sotva by se nìjaká pùda vytvoøila. S tím souvisí i to, ¾e
omílá-li voda skály v na minerály bohaté oblasti, snadno s sebou odná¹í právì ony minerály,
které se v ní rozpou¹tìjí. Koneckoncù i to má pozitivní úèinky na ná¹ organismus. Kdyby voda
nebyla dobrým rozpou¹tìdlem, tì¾ko by se nám po tìle transportovaly ¾iviny.

Dal¹í anomální vlastností vody je její nebývale vysoké povrchové napìtí. Podíváme-li se
do tabulky, zjistíme, ¾e hned po rtuti má voda druhé nejvy¹¹í povrchové napìtí. To umo¾òuje
nejednomu vodnímu ¾ivoèichovi pohyb po vodì. Tahle anomálie nemá vliv pouze na vodní
¾ivoèichy, ale i na èlovìka. S vysokým povrchovým napìtím souvisí kapilární jevy, které hrají
dùle¾itou roli v lidském tìle a u rostlin. Nebýt kapilárních jevù, rostliny by nebyly schopny
transportovat vodu od koøenù do listù.

Mezi anomální vlastnosti vody øadíme také její nízkou teplotní rozta¾nost. Kdyby tomu tak
nebylo, celý systém topení by nám byl k nièemu. Jen co bychom zvý¹ili teplotu v trubkách,
roztrhali bychom je. Tuhle anomálii oceníme zejména pohybujeme-li se v technických kruzích.

Tento výèet anomálií vody, které mají pøímý vliv na nás a svìt okolo by se samozøejmì dal
roz¹íøit. Vypsány jsou jen ty, jejich¾ vliv je nejvýraznìj¹í u¾ první pohled.

Jana Poledniková
janap@fykos.cz

Úloha III . E . . . papír (8 bodù; prùmìr 5,11; øe¹ilo 9 studentù)
Zmìøte, jak závisí prùsvitnost papíru na úhlu, pod kterým je sklopený. Máme soustavu

oko papír ¾árovka v jedné pøímce. Mìøíme závislost intenzity pro¹lého svìtla na úhlu stoèení
papíru vzhledem k ose aparatury. Oèi si vypálil Jakub

V této experimentální úloze zkoumáme velice komplexní pøípad; k mìøenému signálu pøi�
spívá hned nìkolik jevù. Proto bychom v teoretické èásti mìli provést výèet tìchto jevù, pokusit
se je srovnat podle významu, uvést pøípadné zjednodu¹ující pøedpoklady a na závìr navrhnout
vhodnou modelovou funkci.

Teorie

a) Kanceláøský papír je bílý a velké mno¾ství svìtla se od jeho povrchu odrá¾í. Budeme-li
pøedpokládat, ¾e intenzita odra¾eného svìtla nezávisí na úhlu dopadu, pak mù¾eme tento
jev zahrnout do velièiny I0, tedy intenzity svìtla na vstupu do materiálu papíru èili efektivní
intenzity svìtla vycházejícího ze zdroje.

b) Nejvìt¹í èást svìtla se pohlcuje v materiálu papíru. Materiál budeme v prvním pøiblí¾ení
pova¾ovat za homogenní (v ka¾dém místì objemu jsou stejné vlastnosti) a izotropní (v ka¾�
dém smìru budou platit dále uvedené vztahy). Pak mù¾eme vyu¾ít Lambertùv-Beerùv
zákon pro intenzitu svìtla po prùchodu absorbujícím materiálem tlou¹»ky d

Imax = I0e
−κd ,

kde κ je absorpèní koe�cient a I0 je intenzita svìtla vycházejícího ze zdroje (na vstupu).
c) Významná èást svìtla se rozptýlí do jiných smìrù, ne¾ byl pùvodní smìr chodu paprskù

ze zdroje. Rozptyl nastává jak v objemu, tak na povrchu papíru, nicménì popis tìchto
pøípadù by byl velmi slo¾itý s ohledem na slo¾itìj¹í strukturu kanceláøského papíru. Po�
kud posvítíme na kanceláøský bílý papír zezadu napø. èerveným laserovým ukazovátkem,
uvidíme zepøedu v místì dopadu laserového paprsku jasnou stopu. Tato stopa bude velmi
dobøe patrná, i kdy¾ se na plochu papíru podíváme z velmi ¹ikmého úhlu. Tzn. na povrchu
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kanceláøského papíru se svìtlo po prùchodu rozptyluje prakticky do v¹ech smìrù daného
poloprostoru. V prvním pøiblí¾ení mù¾eme pro velmi ¹ikmé úhly jeho intenzitu pova¾ovat
za konstantu Ibg. Do této konstanty pak v principu mù¾eme zahrnout pøípadné svìtelné
pozadí (background).

Zmínili jsme nejvýznamnìj¹í jevy a pøíspìvky k mìøenému signálu. Zbývá doøe¹it geometrii
úlohy, jak se zmìní intenzita svìtla I(α) pøi naklonìní kanceláøského papíru o úhel α. Oèeká�
váme, ¾e pro kolmý dopad (α = 0) namìøíme právì maximální mo¾nou intenzitu I(0) = Imax,
pro ni¾ platí Lambertùv-Beerùv zákon vý¹e. Tento zákon pou¾ijeme díky pøedpokladùm homo�
genity a izotropie i v pøípadì náklonu papíru o úhel α, kdy pøímý paprsek ze zdroje prochází
efektivnì silnìj¹í vrstvou materiálu papíru. Pro efektivní tlou¹»ku pak z geometrie platí d(α) =
= d/ cosα. Tlou¹»ku papíru d i poèáteèní (vstupní) intenzitu svìtla I0 jsme zavedli vý¹e, proto
mù¾eme zapsat Lambertùv-Beerùv zákon pro námi zkoumanou závislost

I(α) = I0e
−κd(α) .

Nyní mù¾eme zformulovat modelovou funkci, kterou se pokusíme prolo¾it experimentální
body zmìøené závislosti I(α).

I(α) = I0e
−κd/ cosα + Ibg = I0

(
e−κd

)1/ cosα
+ Ibg = I0K

1/ cosα + Ibg .

K mìøenému signálu tedy pøispívá zeslabená svìtelná intenzita ze zdroje kvùli absorpci
v materiálu a dále intenzita svìtla rozptýleného povrchem papíru, které vstupuje do detektoru
z vìt¹í plochy papíru, je-li tento papír naklonìn zejména pod vìt¹ími úhly, pøíp. z pozadí.
Budeme mìnit úhel náklonu papíru α, zmìøíme pøíslu¹nou intenzitu zeslabeného svìtla I(α)
a koe�cienty I, K a Ibg získáme prolo¾ením experimentálních bodù modelovou funkcí. Pokud
bychom nemìli jistotu v odeèítání úhlu α, pak bychom mohli je¹tì pøidat poèátek odeèítání
úhlu, tzn. kosinus by mìl argument α− α0.

Experiment

Pomùcky: kanceláøský papír þo�ce paper 80 g ·m−2ÿ; souprava ISES pøipojená k PC, mo�
dul optická závora (obsahuje fotodetektor a zdroj { IR dioda); dvakrát laboratorní stojan
a svorka (jeden dr¾í optickou závoru, druhý rovný prou¾ek kanceláøského papíru a ukazatel
k odeèítání úhlu náklonu), kartón pro vyznaèení úhlu náklonu, izolepa, propiska. Rovnost
vzorku papíru mù¾eme zajistit ohnutím podél del¹ího okraje a následnou kontrolou rovinnosti.

Podmínky: vzdálenost vysílaèe a fotodetektoru optické závory: 27mm, teplota: 24 ◦C; mì�
øení v zatemnìné místnosti (pozadí zanedbatelné).

Postup mìøení: Nastavíme velký úhel (jak nám dovolí délka optické závory), kdy máme
nejmen¹í signál, a vyznaèíme polohu ukazatele úhlu natoèení na kartonu. Vzorek kanceláø�
ského papíru je v¾dy umístìn uprostøed mezi vysílaèem a detektorem optické závory. Dále
zmen¹ujeme úhel α a po ustálení signálu zaznamenáme polohu ukazatele na kartón { opaku�
jeme do kolmé polohy vzorku papíru vùèi ose optické závory. Ideálnì zmìøíme aspoò 10 bodù
závislosti I(α).

Zpracování a výsledky mìøení: Zde jsme si tedy nepøipravili pøedem ¾ádnou úhlovou stup�
nici, ale zaznamenali jsme v¹echny mìøené polohy (sklony) papíru. Tento úhel sklonu αmù¾eme
vyhodnotit z na¹ich rysek na kartónu napø. pomocí triangulace { pou¾ití vìty kosinové. Pøíslu¹�
nou intenzitu svìtla mìøenou detektorem odeèítáme z grafu v ovládacím programu soupravy

13
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ISES, samozøejmì s odhadem mo¾né chyby mìøení. Výsledky jsou uvedeny v tabulce, intenzita
svìtla je uvedena v relativních jednotkách.

Tab. Namìøená data

α [◦] α [rad] I(α) Chyba I(α)
66,3 1,157 0,07 0,01
64,8 1,132 0,08 0,01
62,8 1,097 0,09 0,01
60,5 1,056 0,10 0,01
57,9 1,011 0,11 0,01
54,5 0,952 0,14 0,01
50,7 0,886 0,16 0,01
46,6 0,813 0,18 0,01
42,3 0,738 0,22 0,01
35,9 0,627 0,26 0,01
30,9 0,538 0,30 0,01
25,8 0,450 0,33 0,01
20,0 0,349 0,36 0,01
14,6 0,254 0,39 0,01
9,1 0,160 0,41 0,01
0,0 0,000 0,42 {

Pro gra�cké zpracování v programu gnuplot pou¾ijeme zejména tyto pøíkazy (za úhel do�
sazujeme hodnoty z druhého sloupce v radiánech):

I(x)=I0*K**(1/cos(x))+Ibg

fit I(x) 'data.txt' using 2:3 via I0,K,Ibg

plot I(x), 'data.txt' using 2:3:4 with yerrorbars

Výstup pøíkazu �t:
I0 = 3.82714 +/- 0.3289 (8.595%)

K = 0.0906561 +/- 0.008188 (9.032%)

Ibg = 0.0684463 +/- 0.004129 (6.033%)

Z grafu je patrné, ¾e v¹echny experimentální body jsou v souladu s teoretickou závislostí,
tedy zvolili jsme vhodnou modelovou funkci a uèinìné pøedpoklady byly oprávnìné. Pøípadné
vìt¹í odchylky lze snadno zdùvodnit lokální neplatností pøedpokladù, zejména homogenity
a izotropie, pøíp. vìt¹ím rozptylem na povrchu papíru do urèitého smìru. Z výstupu pøíkazu
�t dále vidíme, ¾e intenzita svìtla na vstupu je asi (3,8± 0,4) a intenzita svìtla od pozadí
(resp. rozptylu pøi velkých úhlech sklonu) je (0,068± 0,004), obojí v relativních jednotkách.
Z bezrozmìrného koe�cientu K bychom se znalostí tlou¹»ky papíru mohli urèit absorpèní koe�
�cient κ.

Závìr

Promìøili jsme závislost intenzity pro¹lého svìtla kanceláøským papírem v závislosti na úhlu
náklonu papíru a navrhli jsme modelovou funkci, která je v dobrém souladu s experimentálními
daty. Mìøení je v¹ak zatí¾eno vìt¹ími chybami výsledných parametrù a pøíp. vìt¹ími odchyl�
kami od teoretických hodnot pravdìpodobnì z dùvodu lokálního poru¹ení zjednodu¹ujících
pøedpokladù.
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Obr. 6. Graf závislosti I(α) s namìøenými hodnotami

Poznámky k do¹lým øe¹ením

Nìkteøí øe¹itelé pøi¹li se zajímavými nápady, jak mìøení realizovat (pou¾ití laseru { dobøe
de�novaný svìtelný svazek, pou¾ití fotovoltaického èlánku jako detektoru s pøedpokladem jeho
linearity). Bohu¾el se v¹ak objevily hrubé chyby v odvození správného tvaru modelové funkce
(úpravy výrazù pomocí základních vztahù pro mocniny): mnozí uva¾ovali násobení/dìlení fak�
torem cosα, av¹ak jak jsme odvodili, tento faktor se vyskytuje v exponentu mocninné funkce!
Dal¹ím kamenem úrazu bylo správné pou¾ívání velièin I(α), I0 a Imax, resp. úvahy o nich.
Bohu¾el nikdo si nevzpomnìl na pøíspìvek pozadí, resp. neuvìdomil si pøíspìvek rozptýleného
svìtla pro více ¹ikmé úhly sklonu papíru. Proto mnohým nemohl program gnuplot optimálnì
prolo¾it va¹e experimentálnì zji¹tìné body.

Pavel Brom
paja@fykos.cz

Úloha III . S . . . hluboká orba (6 bodù; prùmìr 4,33; øe¹ili 3 studenti)

a) Dopoètìte fyzikální význam konstanty a pro funkci f(z) = ai/z, znáte-li délkovou hustotu
náboje τ .

b) Vypoèítejte a nakreslete ekvipotenciály a silokøivky pole v okolí rohu, který má vrcholový
úhel ϑ. Nápovìda: pou¾ijte funkci tvaru w(z) = Azs, kde s je vhodná reálná konstanta.

c) Urèete pole, které generuje elektrický dublet. Dublet jsou dvì tyèe vzdálené d s opaènou
nábojovou hustotou, pøièem¾ dτ = konst. Zajímá nás limita d → 0. Malá nápovìda: platí
ln(1 + x) ≈ x pro x blízké 0.

d) Rozmyslete si, co se stane, pokud existující komplexní potenciál w(z) zobrazíme jinou
holomorfní funkcí v(z). Bude potenciál tvaru v(w(z)) i nadále øe¹it rovnice elektrostatiky?

Vymyslel Luká¹ z dlouhé chvíle

15



Fyzikální korespondenèní semináø UK MFF roèník XXIV èíslo 4/7

Neznámá konstanta

Podle zadání odpovídá f(z) vodièi s konstantní délkovou hustotou náboje, pro který platí
podle posledního vzorce E = a/r, kde r je vzdálenost od vodièe. U takového vodièe v¹ak snadno
spoèteme z Gaussova zákona. Pøedstavme si válec délky l, jeho¾ osou je nabitá pøímka. Náboj
v tomto válci je lτ , kde τ znaèí délkovou hustotu náboje na pøímce. Z translaèní symetrie má
pak elektrické pole na podstavách stejný smìr, ale kvùli opaèným normálám se pøi prùmìtu na
normálu plochy vyru¹í. Zbude tak jen èlen na plá¹ti, kde má pole E stejnou velikost a normálový
smìr, tak¾e platí

lτ

ε0
= 2πrE ⇒ a =

τ

2πε0
.

Ekvipotenciály v koutì

Podle zadání by mìl být vhodný komplexní potenciál w(z) = Azs. Pro klasický potenciál
by tudí¾ platilo

ϕ = − Imw(z) = − ImA|z|s(cos sα+ i sin sα) = −A|z|s sin sα ,

tak¾e ekvipotenciály by mìly tvar

C = |z|s sin sα ⇒ |z| = s

√
C

sin sα
.

s-tá odmocnina je ov¹em prostá funkce a závislost |z| = |z|(α) si mù¾eme pøedstavit v polárním
grafu. Pokud se jmenovatel blí¾í k nule (uva¾ujme jen úhly, kde je sin sα > 0), vzdálenost roste
nade v¹echny meze. Závislost má tedy tyto vlastnosti:

a) roste nade v¹echny meze pro α→ 0+ a α→ π/s−,
b) je monotónní v intervalech (0, π/2s) a (π/2s, π/s),
c) minima nabývá tudí¾ pro α = π/2s, kdy |z|min =

s
√
C a platí, ¾e pro C → 0 je i |z|min → 0.

Z tìchto tøí vlastností plyne, ¾e uva¾ovaná funkce je skuteènì tím správným potenciálem,
který odpovídá potenciálu v rohu o vrcholovém úhlu ϑ, pokud volíme ϑ = π/s. Silokøivky se
pak spoètou z pùvodního potenciálu jako komplexní derivace, èili f(z) = w′(z) = Ey+iEx.
V tomto pøípadì je

f(z) = Ey + iEx = As|z|s−1 (cos(s− 1)α+ i sin(s− 1)α) .

Dublet

Umístíme obì tyèe tak, aby protnuly komplexní rovinu v reálných bodech ±d/2. Nech»
mají tyèe délkovou hustotu náboje ±τ . Podle zadání máme zøejmì vypoèítat ekvipotenciály
elektrického pole. Potenciál pro obì tyèe je dán

w = w+ + w− = ia ln (z − d/2)− ia ln

(
z +

d

2

)
= ia ln

1− d

z +
d
2

 ,

kde lze pro d� |z| pou¾ít pøiblí¾ení ln(1 + x) ≈ x platné pro x→ 0 uvedené v zadání (to
lze splnit, pokud budeme tyèe blí¾it k sobì d 7→ d/N a zároveò zvy¹ovat délkovou hustotu
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τ 7→ Nτ , pøièem¾ dτ zùstává konstanta a pøejdeme N →∞. Pak platí

w = ia

− d

z +
d
2

 ≈ − iad
z
.

Pou¾ijeme-li výsledek z první èásti úlohy a = τ/(2πε), pro potenciál plyne

ϕ = − Imw(z) = Im
iad�z
|z|2 =

dτ

2πε
x

|z|2 .

èili ekvipotenciály mají tvar kru¾nic lokalizovaných v¾dy v jedné polorovinì, pro které se
se zvìt¹ujícím polomìrem posouvá støed smìrem od druhé tyèe.
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Obr. 7. Ekvipotenciály v koutì
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Obr. 8. Ekvipotenciály v okolí dubletu

Skládání holomorfních potenciálù

Není pochyb o tom, ¾e slo¾ením holomorfních funkcí dostaneme opìt holomorfní funkci
(pøipomeòme si, ¾e holomorfní funkce má kroutivou vlastnost a ¾e slo¾ením dvou funkcí
dostaneme opìt funkci s kroutivou vlastností, tak¾e malé ètvereèky se opìt zobrazí na malé
ètvereèky).

Ov¹em v diskuzi ve tøetí kapitole jsme ukázali, ¾e jakákoliv holomorfní funkce f(z)
splòuje rovnice elektrostatiky (a¾ na okrajové podmínky, tj. potenciál na vodièích). Ale
teï máme zadaný holomorfní komplexní potenciál w(z), který má z de�nice holomorf�
nosti i holomorfní derivaci f(z) a tudí¾ pøíslu¹ná elektrická intenzita opìt splòuje rovnice
elektrostatiky. Jediná vìc, na kterou si musíme dát pozor, aby rovnì¾ splòovala okrajové
podmínky, tj. potenciály na vodièích.

Jakub Michálek
jmi@fykos.cz
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Seriál na pokraèování

Kapitola 4: Möbiova transformace

V poslední úloze minulé kapitoly jsme dokázali jednoduchým zpùsobem vìtu, podle které
libovolný holomorfní obraz øe¹ení rovnic elektrostatiky rovnì¾ splòuje rovnice elektrostatiky,
ov¹em je potøeba zvlá¹» o¹etøit okrajové podmínky. Teï v tomto problému pokroèíme.

Obecné pojednání o transformacích

Probereme nyní první z øady transformací. Co je to taková transformace? Nejprve mo�
tivaèní pøíklad: Stojíte pøede dveømi, kterými máte protáhnout stùl, který má vodorovné
rozmìry vìt¹í ne¾ ¹íøka dveøí. Jak jen protáhnout stùl dveømi, ani¾ byste cokoliv po¹kodili
a neporu¹ili ¾ádný fyzikální zákon?

Na¹tìstí existuje jednoduchý zpùsob. Stùl pøetransformujeme, èím¾ získáme úlohu, která
má jednoduché øe¹ení, a provedeme zpìtnou transformaci. V tomto pøípadì se transformace
provede prostì tak, ¾e se stùl otoèí na svislo, kdy lze dveømi snadno projít. Nakonec pro�
vedeme inverzní transformaci, která stùl zase postaví na nohy.

Krátce, transformace umo¾òují pøepsat úlohu, u které øe¹ení neznáme, na úlohu, kde
ho jsme schopni (vìt¹inou snadno) zjistit. Inverzní transformace pøevádí øe¹ení jednodu�
ché úlohy zpìt na pùvodní úlohu; existenci inverzní transformace budeme v dal¹ím v¾dy
po¾adovat.5 Èasto také nazýváme pùvodní úlohu vzor a transformovanou obraz.

Möbiova transformace je jedna z øady komplexních transformací.6 Postupnì se sezná�
míme i s transformací Fourierovou (neboli spektrem) a transformací Laplaceovou, které se
úzce pojí s komplexními èísly. V klasické mechanice a termodynamice se pou¾ívá Legen�
derova transformace (impulsový prostor). Není to tak slo¾ité, jak se na první pohled zdá.
Prostì u¾ nepopisujeme funkce v kartézských souøadnicích jako obvykle, ale pomocí spektra
(Fourier) nebo pomocí absolutního èlenu a derivace (Legendre). Nejbanálnìj¹ími pøíklady
transformací jsou transformace souøadnic (otoèení os, posunutí, pøechod do sférických sou�
øadnic); to byl ostatnì i pøíklad na¹eho stolu.

Øada fyzikálních zákonù je formulována jako invariance (nemìnnost) vùèi urèitým trans�
formacím; napøíklad kvantová mechanika je dùsledkem invariance vùèi Galileovì transfor�
maci. Jistì znáte i Lorentzovou transformaci, vùèi ní¾ jsou pøírodní zákony invariantní,
i kdy¾ se blí¾íme rychlostem svìtla.

Starý známý: Kruhová inverze

Kruhová inverze podle kru¾nice K je geometrické zobrazení komplexní roviny do sebe,
které prohodí vnitøek a vnìj¹ek kru¾nice. Stejnì de�nujeme sdru¾ené body pro osovou
soumìrnost, støedovou soumìrnost atp., de�nujeme i kruhovou soumìrnost: Dva body jsou
soumìrné právì tehdy, pokud le¾í spoleènì se støedem kru¾nice K na pøímce a souèin jejich

5) Proto napøíklad neidentickou projekci mezi transformace neøadíme.
6) Pro krásný a názorný úvod doporuèujeme dvouminutové video na stránce
http://www.ima.umn.edu/~arnold/Mobius.
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vzdáleností od støedu se rovná polomìru kru¾nice na druhou. Zkuste pou¾ít Eulerovu vìtu
o odvìsnì, abyste získali názornou geometrickou pøedstavu.

Nejzajímavìj¹í fakt ohlednì kruhové inverze je, ¾e zobrazuje zobecnìné kru¾nice na zo�
becnìné kru¾nice.7 Pro dùkaz si staèí uvìdomit, ¾e osa osové soumìrnosti vzorové kru¾nice,
která prochází støedem kru¾nice K vytíná na vzorové kru¾nici prùmìr. Vzorová kru¾nice
je tedy Thaletovou kru¾nicí prùmìru. Nicménì prùmìr se zobrazí na jiné dva body na ose
a z podobnosti trojúhelníku lze vyvodit, ¾e obraz bodu na vzorové kru¾nici tvoøí s body
prùmìru opìt pravoúhlý trojúhelník, tak¾e obrazem je opìt Thaletova kru¾nice prùmìru.
Odsud lze ji¾ snadno vyvodit, ¾e kruhová inverze je antikonformní zobrazení (zachovává
velikost úhlu, ale mìní jeho znaménko).

Kruhovou inverzi lze pou¾ít na fyzikální úlohu, jejím¾ øe¹ením jsou harmonické funkce.
Pokud u¾ jedno øe¹ení máme, mù¾eme ho kruhovou inverzí zobrazit na jiné øe¹ení, které
má fyzikální význam.

Möbiova rovina

Obèas je u¾iteèné se dívat na body v komplexní rovinì jako na faktorprostor dvo�
jice komplexních rovin. To znamená, ¾e o dvou dvojicích (p, q) a (r, s) øekneme, ¾e
jsou ekvivalentní, pokud platí ps = rq. Jinými slovy význam má pouze formální podíl
(p, q) ∼ p/q ∼ pc/qc (homogenní souøadnice8). Takto dostaneme tøídu ekvivalentních
dvojic, která je izomorfní pùvodní komplexní rovinì. A¾ na jednu výjimku! Prvky jedné
tøídy ekvivalence mají tvar (a, 0) { tìmto prvkùm je zvykem øíkat nekoneèno a znaèit je∞
(to lze formálnì zjistit ze vztahu þa/0 = ∞ÿ). Alternativním zpùsobem, je roz¹íøit rovinu
o bod, který se v kruhové inverzi zobrazí na její støed. Tak jako tak získáme novou mno¾inu
C ∪ {∞}, kterou nazýváme Möbiova rovina.

Proto lze také na rozdíl od komplexní roviny zobrazuje Möbiova transformace Möbiovu
rovinu samu na sebe, a to vzájemnì jednoznaènì (doka¾te).

Möbiova transformace

Möbiovu transformaci Möbiovy roviny de�nujeme jako lineárnì lomené zobrazení kom�
plexní roviny na sebe

f(z) =
az + b

cz + d
,

kde ad − bc 6= 0 jsou komplexní konstanty (tuto podmínku zveme podmínka regulárnosti,
speciálnì bereme nenulové èíslo jako jedna; není-li splnìna, dává zobrazení konstantu).

Konstrukcí homogenních souøadnic vý¹e popsaným zpùsobem lze zjednodu¹it nìkteré
dùkazy (viz následující text), proto¾e Möbiova transformace v nich má význam prostì
násobení ètvercovou maticí 2 × 2. Souèin dvou regulárních matic je ov¹em opìt regulární
matice (výsledná Möbiova transformace tudí¾ zase splòuje podmínku regulárnosti, resp.
unimodularity).

Möbiova transformace Möbiovy roviny vznikne vhodným roz¹íøením transformace kom�
plexní roviny; pak lze odvodit následující tvrzení:
a) Möbiova transformace je slo¾ení posunutí, otoèení, kruhové inverze, komplexního sdru�

¾ení a rozta¾ení.
b) Möbiova transformace je holomorfní funkce (dùsledek a).

7) Zobecnìnými kru¾nicemi se zde rozumí kru¾nice a pøímky.
8) Homogenní souøadnice hrají napøíklad klíèovou roli v geometrické optice.
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c) Möbiova transformace zobrazuje zobecnìné kru¾nice na zobecnìné kru¾nice (dùsledek
a).

d) Möbiova transformace je konformní zobrazení neboli zachovává úhly (dùsledek c).
e) Slo¾ením dvou Möbiových transformací vznikne opìt Möbiova transformace, inverzní

transformace je opìt Möbiova (transformace tvoøí grupu).
f) Möbiova transformace má nejvý¹e dva pevné body, pro které je Mz = z.

Penroseho konstrukce a Riemannova sféra

Po úvodním výkladu Möbiovy transformace je èas pøehodnotit na¹e pojetí komplexního
èísla. Pøedstavme si pevný svìtelný zdroj, který se zableskne ve v¹ech smìrech. To zna�
mená, ¾e do v¹ech smìrù9 (ϑ, ϕ) vy¹le foton (fotony mají rychlost svìtla, kterou uva¾ujeme
jednotkovou). Uká¾eme zpùsob, jak ka¾dému fotonu pøiøadit komplexní èíslo. Roger Pe�
nrose navrhl tuto konstrukci: Zdroj Z se vzná¹í na pevném místì jednotku nad komplexní
rovinou. V okam¾iku záblesku se komplexní rovina zaène pøibli¾ovat ke zdroji jednotko�
vou rychlostí. Rychlost kolmá na komplexní rovinu se rovná cosϑ, èili foton dopadne na
komplexní rovinu za èas

1
1 + cosϑ

=
1

2 cos2 ϑ

na bod komplexní roviny

z = eiϕ cotg

(
ϑ

2

)
(5) .

Tím jsme ka¾dému fotonu záblesku pøiøadili èíslo z komplexní roviny.
Klasický zpùsob ov¹em vyu¾ívá Riemannovu sféru S: Uva¾ujme nad poèátkem O kom�

plexní rovinou zdroj Z svìtla v jednotkové vzdálenosti od komplexní roviny. Riemannovou
sférou nazýváme sféru s prùmìrem OZ. Vzájemnì jednoznaèné zobrazení mezi C a S de��
nujeme tak, ¾e bod na Riemannovì sféøe a bod v komplexní rovinì le¾í na paprsku, který
vychází ze zdroje Z. Nevlastní bod Möbiovy roviny∞ identi�kujeme se zdrojem Z. Ovìøte,
¾e zavedením sférických souøadnic (ϑ, ϕ) dostaneme vztah (5).

Takto de�novaná stereogra�cká projekce zobrazuje zobecnìné kru¾nice v Möbiovì rovinì
na kru¾nice na Riemannovì sféøe. To zjevnì platí pro pøímky v komplexní rovinì, které
odpovídají kru¾nicím na Rimannovì sféøe procházejícím zdrojem Z. Odsud rovnì¾ vyplývá,
¾e dvì kru¾nice na Riemannovì sféøe se protínají pod stejným úhlem jako vzorové pøímky.

Jak to vypadá pro kru¾nice? Pomù¾eme si malou obezlièkou: Zobrazení na Riemannovu
sféru není toti¾ nic jiného, ne¾ jistá speciální kulová inverze kolem sféry K. Vskutku: Hle�
dáme takovou sféru, ve které se komplexní rovina zobrazí kulovou inverzí na Riemannovu
sféru. Tato sféra musí zcela jistì procházet poèátkem O a musí mít støed ve zdroji Z. Ze
symetrie jde tedy o sféru s prùmìrem OZ. Z toho je i zøejmé, ¾e obrazem zobecnìné kru¾nice
v komplexní rovinì je kru¾nice na Riemannovì sféøe, proto¾e vzorová kru¾nice je prùnikem
koule a roviny, které se obì zobrazí na koule, jejich¾ prùseèíkem je v¾dy kru¾nice.

Doká¾eme teï koneènì tvrzení, které nám pøinese geometrický vhled do Möbiovy trans�
formace. Möbiova transformace je vzájemnì jednoznaèné zobrazení Riemannovy sféry na
sebe, které lze slo¾it z rotací a posouvání Riemannovy sféry v prostoru. Probereme nejprve
rotace: Uva¾ujme dva body p a q na Möbiovì rovinì (Riemannovì sféøe); rotace R zachová�
vají skalární souèin, èili dostaneme (p, q) = (Rp,Rq) = (p,R+Rq), tak¾e tvrzení je splnìno,

9) Jak je zvykem, znaèíme ϑ úhel svírající s osou z a ϕ azimutální úhel.
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pokud R+R = 1 neboli R+ = R−1. V konkrétním vyjádøení homogenních souøadnic jsou
operátory R matice 2× 2

R =

(
a c

b d

)
=

( �d −�b
−�c �a

)
=

( �d −�b
−�c �a

)
=

(
a c

−�c �a

)
.

Proto ka¾dé rotaci Riemannovy sféry odpovídá Möbiova transformace

Rz =
az + c

−�cz + �a
.

Situace a = 0, c = 1 odpovídá pøevrácené hodnotì se zmìnou znaménka. Pro ostatní zob�
razení je situace jednodu¹¹í: Posunutí sféry odpovídá posunutí komplexní roviny, oddálení
sféry odpovídá kontrakci komplexní roviny.

Tím jsme polo¾ili základní geometrické pøedstavy, jejich¾ fyzikální aplikaci rozvineme
v pøí¹tí kapitole seriálu.

Úloha IV . S . . . Möbiova transformace a konformní zobrazení
a) Doka¾te tvrzení d), podle nìho¾ Möbiova transformace zachovává úhly. Jedna z mo¾ností

je uvìdomit si, ¾e v kruhové inverzi existují kru¾nice, které se zobrazují samy na sebe.
b) Najdìte podmínku na koe�cienty Möbiovy transformace, aby zobrazovala komplexní

kruh na komplexní kruh (|z| ≤ 1) a najdìte konkrétní transformaci, která zobrazuje
komplexní kruh na horní komplexní polorovinu. Co to fyzikálnì znamená?

c) Podle teorie relativity se tìlesa pohybující se rychlostí blízkou rychlosti svìtla zkracují
(Lorentzova kontrakce). To ov¹em je¹tì neznamená, ¾e bychom je vidìli krat¹í (napøí�
klad, ¾e bychom místo pohybující se koule vidìli pohybující se elipsoid). Vyu¾ijte pøed�
stavy, který jsme v tomto díle vybudovali, abyste odvodili, ¾e pøedmìty letící rychlostí
svìtla vidíme o kousek pootoèené, nikoliv zkrácené (Terellova rotace).
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Poøadí øe¹itelù
po III. sérii

Kategorie prvních roèníkù

jméno ¹kola 1 2 3 4 P E S III % �
Student Pilný MFF UK 4 4 4 4 5 8 6 35 100 105

1. Tomá¹ Koøínek 2 3 { { 2 { { 7 40 22
2.{4. Jan Palounek G Christiana Dopplera, Praha { { { { { { { 0 60 6

Karolína ©romeková G D. Tatarku, Poprad { { { { 3 3 { 6 46 6
Markéta Vohníková PORG, Praha 3 { { { { { { 3 50 6

Kategorie tøetích roèníkù

jméno ¹kola 1 2 3 4 P E S III % �
Student Pilný MFF UK 4 4 4 4 5 8 6 35 100 105

1. Jakub Vo¹mera G Matyá¹e Lercha, Brno 4 { { 4 { 8 4 20 90 83
2. Jakub Kubeèka G, Nymburk 2 { { 1 3 { { 6 47 32
3. Tomá¹ Bárta G, Nad ©tolou Praha 2 2 { 2 { { { 6 49 30
4. Stanislav Foøt G P. de Coubertina, Tábor { { { { { { { 0 67 24
5. Ondøej Míl Jiráskovo G, Náchod { { 4 4 { { { 8 79 19

6.{7. Jakub Maksymov G a SO©, Jaromìø { { { { { { { 0 60 18
Gabija Mar¹alkaite Vilniaus jezuitu gimnazija 2 { { { { { { 2 60 18

8. Peter Kosec G ¥udovíta ©túra, Trenèín { { { { { { { 0 69 9
9. Kristýna Ne¹porová G, Boskovice 2 { { { { { { 2 47 8

10.{12. Jan Byd¾ovský G J. Heyrovského, Praha { { { { { { { 0 41 7
Samuel Havadej G J. A. Raymana, Pre¹ov { { { { { { { 0 54 7
Bedøich Said G Brno, tø. Kpt. Jaro¹e 14 { { { { { { { 0 41 7

13. Alena Harlenderová Slovanské G, Olomouc 1 { { { { { { 1 42 5
14. Nicola Burianová G, Da¹ická, Pardubice 1 { { { 2 1 { 4 24 4
15. Gita Steponaviciute Vilniaus jezuitu gimnazija { { { { { { { 0 60 3
16. Pavel Kratochvíl VO©, G a SO©, Svìtlá n. Sáz. 1 { { { 1 { { 2 22 2

17.{18. Lucia Fiµová Hotelová akadémia, Brezno { { { { { { { 0 25 1
Patrik ©vanèara G ¥udovíta ©túra, Trenèín { { { { { { { 0 13 1

19. Jan Èesal SP© Otrokovice { { { { { { { 0 0 0
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Kategorie druhých roèníkù

jméno ¹kola 1 2 3 4 P E S III % �
Student Pilný MFF UK 4 4 4 4 5 8 6 35 100 105

1. Jakub ©afín G, P. Horova, Michalovce 2 { 4 3 4 7 6 26 67 65
2. Filip Murár G, Masarykovo nám., Tøebíè 3 { 4 { 5 8 { 20 77 41
3. Kristýna Kohoutová G, ®amberk { { { { 5 { { 5 67 38
4. Tomá¹ Axman G, Boskovice 1 { { { 5 6 { 12 53 34
5. Veronika Doèkalová G, Elgartova, Brno 3 { { 1 5 4 { 13 44 32
6. Lubomír Grund G Zábøeh { { { { { { { 0 55 22
7. Jakub Dole¾al G, ©pitálská, Praha 1 { 0 { 3 { { 4 42 18
8. Martin Gajdo¹ík G, Uherské Hradi¹tì 1 { { { 1 { { 2 61 17
9. Luká¹ Timko G P. de Coubertina, Tábor { { { { { { { 0 52 13
10. Jiøí Juøena G, Uherské Hradi¹tì { { { { { { { 0 85 11
11. Luká¹ Fusek G, Uherské Hradi¹tì 1 { { { 1 { { 2 47 9
12. Vladimír Macko G ¥. ©túra, Zvolen { { { { { { { 0 47 8

13.{14. Giedre Balakauskaite Vilniaus jezuitu gimnazija { { { { { { { 0 20 5
Markéta Tesaøová G, Boskovice { { { { { { { 0 56 5

15. Vladan Glonèák G ¥udovíta ©túra, Trenèín 1 { { { { { { 1 31 4
16. Vojtìch Erbrt G J. K. Tyla, Hradec Králové { { { { { { { 0 25 3

17.{18. Klára Kymlová G a SO©E, Sedlèany { { { { { { { 0 50 2
Klaudia Mráziková G ¥udovíta ©túra, Trenèín { { { { { { { 0 50 2

19. Morta Plyèiuraityte-Pl. Vilniaus jezuitu gimnazija { { { { { { { 0 6 1

Kategorie ètvrtých roèníkù

jméno ¹kola 1 2 3 4 P E S III % �
Student Pilný MFF UK 4 4 4 4 5 8 6 35 100 105

1. Martin Bucháèek G Luïka Pika, Plzeò { { { { { { { 0 79 22
2. Jan Sopou¹ek Gymnázium, Brno-Øeèkovice 3 { { 3 3 { { 9 50 18
3. Jan Brandejs G Christiana Dopplera, Praha { { { { { { { 0 65 17

4.{5. Dominika Kalasová G, Boskovice { { { { { 4 { 4 44 16
Ivo Vinklárek G, Ro¾nov p. Radho¹tìm { { { { { { { 0 55 16

6. Tomá¹ Pikálek G, Boskovice 2 { { { { 5 { 7 37 14
7. Vojtìch Havlíèek G Christiana Dopplera, Praha { { { { { { { 0 83 10
8. Ondøej Maslikiewicz SP©, Hronov { { { { { { { 0 43 9
9. Ján Pulmann G Grösslingova, Bratislava { { { 4 { { { 4 88 7

10.{11. Anna Chejnovská G Christiana Dopplera, Praha { { { { { { { 0 50 5
Jakub Kocák G L. Svobodu, Humenné { { { { { { { 0 63 5

12. Tomá¹ Havelka G, Neumannova, ®ïár n. S. { { { { { { { 0 50 4
13. Jiøí Náro¾ný G, Boskovice { { { { { { 3 3 50 3
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FYKOS
UK v Praze, Matematicko-fyzikální fakulta
Ústav teoretické fyziky
V Holešovičkách 2
180 00 Praha 8

www: http://fykos.cz

e-mail pro øe¹ení: fykos-solutions@mff.cuni.cz

e-mail: fykos@mff.cuni.cz

FYKOS je také na Facebooku

http://www.facebook.com/Fykos

Fyzikální korespondenèní semináø je organizován studenty UK MFF. Je zastøe¹en Oddìlením
pro vnìj¹í vztahy a propagaci UK MFF a podporován Ústavem teoretické fyziky

UK MFF, jeho zamìstnanci a Jednotou èeských matematikù a fyzikù.
Toto dílo je ¹íøeno pod licencí Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.

Pro zobrazení kopie této licence, nav¹tivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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