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24. roénik, Gloha I.S ... komplexni rychlokvaska (6 bodd; pramér 2,92; tesilo 12 stu-
denti,)

a) Uvédomte si, Ze n-té odmocniny z komplexni jednotky lezi na n-thelniku, a dofeste Bom-
belliho rovnici x® — 152 — 4 = 0. Napovédu naleznete v textu seridlu.

b) Vyjddiete goniometrické souctové vzorce pomoci komplexnich exponencial.

¢) Ukazte oprdvnénost zanedbdni vyssich mocnin v odvozeni Bernoulliho limity, tj. ze do
zdvorky miizeme piidat ¢len o(1/N).

d) Pouzijte znaceni s malym o, abyste vyfesili tlohu, s jakou frekvenci kmitaji body hmot-
nosti m po ose x v Yukawové potencialu ke®/> /x kolem rovnovézné polohy.

e) Dokazite, %e CebySevovy polynomy cos(n arccos(z)) jsou skuteéné polynomy. Navod: Uva-
zujte komplexni jednotku z, ktera ma realnou ¢ast x. Pak se vySetiovany vyraz rovna realné
¢asti 2", coz musi byt polynom, protoze odmocniny a imaginarni jednotky drzi pospolu.

Jakub Michdlek a Lukds Ledvina

Bombeliho rovnice

Pfipomenme nejprve nad ramec feseni, jak se dospéje ke Cardanovym vzorciim. Pokud do
rovnice v redukovaném tvaru

2 = 3px + 2q

dosadime x = a + b, dostaneme z faktu, Ze rovnice mé platit pro vSechna p a ¢, ekvivalentni
soustavu rovnic

a® +b* =2q,
ab=p.

Tato soustava je invariantni vicéi zadméné neznamych, takze nam stac¢i vypocitat jen jednu
z nich. Dosazenim druhé rovnice do prvni a vyfeSenim kvadratické rovnice zjistime

b =g+ —p.

Ovsem s ohledem na prvni rovnici v soustavé budou mit feSeni opa¢né znaménko. Dosazenim
pro puvodni x = a + b dostaneme Cardantiv vzorec.

Dosazenim p =5 a ¢ = 2 ziskdme o® =2+ 11i = 2+ i)3. Jednim z feSeni je tedy a = 2 +1i
a b= 2—1i, coz dd prozrazeny koren x = 4. Kofeny tfeti odmocniny lezi na rovnostranném
trojuhelniku, takze mame dalsi kofeny

—2F3 :
= 5 + (..t

a/ _ aei2‘ﬂ/3i — (2 + 1)

—14++3i
2

Pokud si uvédomime, e = vznikne jako soudet ¢isla a’ a ¢isla komplexné sdruzeného, miizeme
rovnou psat

z=a +a =2Re(d) = (-2F V3).

Jinym postupem, jak celou rovnici fesit, je vydéleni polynomem z — 4. Tak dostaneme
kvadratickou rovnici, kterou fesime diskriminantem.
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Souctové vzorce

Rozepiseme nyni e!**¥) dvéma zpiisoby. Jednak lze psat
'Y = cos (z + y) + isin (z + y)
ale zaroven také
Y — 176l = (cos x4 isinx) (cosy + isiny) =
= (cosxzcosy —sinxsiny) +1i(coszsiny + sinxzcosy) .

Srovnanim pravych stran dostavame

cos (z +y) =coszcosy —sinzsiny,

sin (z + y) = cosxsiny + sinx cosy .

. Ca . . , s -1
Souctovy vzorec pro tangens ziskdme jednoduse z vySe uvedenych rozsifenim (cosz cosy)

coswsiny +sinzcosy  tgx +tgy

t = = .
g(@+y) cosrcosy —sinxsiny 1—tgatgy

Hodilo by se jesté dodat, jak ziskdme vzorce pro sin a + sin 3. Nejvyhodnéjsi zptisob, jak si
vzorce z hlavy vybavit, uvazuje dvé komplexni jednotky e® a . Ty lezi na kruznici a se¢teme
je jako vektory podle rovnobé&znikového pravidla. Vysledek bude mit smér e(*+#)/2 4 velikost
2cos((« — 8)/2). Hledany vzorec je pak zfejmé jen imagindrni ¢ast sou¢inu poslednich dvou
Cisel (sméru a velikosti).
Bernoulliho limita a o (1/N)

Nasim cilem bude ukazat, ze plati

<1+;+O<;]>>N_em, N = oo. 1)

Nejdfive ozna¢me f(N) = o(1/N). Z definice malého o plati Nf(N) — 0 pro N — oo.
Provedeme zde maly trik: Budeme pocitat dvé vnorené limity misto jedné, tj.

N N
1) = (1+%+%(N)) = (14_%%) _ QNN o

Zkuste si promyslet, ze pro exponencidlu je takovy postup v poradku. Jde o to ukéazat, ze
maximum rozdilu funkci e” a By(x) na intervalu [0,1] jde s rostoucim N k nule. Pak se
o funkci By (x) fikd, ze lokalné stejnomérné konverguje k e” a limity jdou prohazovat.

Kmitdni v Yukawové potencidlu

Yukawtv potencial se podoba Coulombovu potencialu, ktery zahrnuje klesani sily s druhou
mocninou povrchu koule. Yukawtv potencial navic bere v tivahu, zZe se interakcni castice se
vzdalenosti rozpadaji stejné jako v radioaktivité.
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Budeme uvazovat potencialni energii

Ul)=g ; ©)

kde g je konstanta, kterou nebudeme specifikovat, imérna jednak konstanté k v potencialu,
jednak veli¢iné charakterizujici interakci s ¢dstici (néco jako néboj). Nejdiive je potfeba uréit
rovnovaznou polohu. Toto je mozné pomoci nékolika metod. Prvni metodou je pouziti derivace.
M4-li f v bodé o minimum, plati f'(xo) = 0. Dalsi hojné pouZivanou metodou porovnévani
funkce f s konstantou. Hleddme nejmensi konstantu C' takovou, aby rovnice f(z) = C méla
pravé jedno treseni. Posledni zde zminénou metodou, kterou také pouzijeme, je rozvedeni dané
funkce do polynomu s pfesnosti alespon o(6%) okolo pfedpokladaného minima' zg. Pokud bude
linearni ¢len nulovy, je to ekvivalentni nulové derivaci v tomto bodé (viz definici derivace
v druhé kapitole seridlu).

Uvazujme, Ze minimum je v bodé zo a plati x = 2o + 6 a § — 0. Potom potencidlni
energii (2) plati

(2o+8) /X z0/X 6/
e e e
Ul)=g =g :
xo+ 6 o 1_~_£
Zo

Ve druhém zlomku rozvineme citatele i jmenovatele do polynomu s presnosti 0(62) a obé
zévorky vzdjemné vynasobime. Jmenovatel je souctem geometrické fady s kvocientem —d/xo.

e®o/A 5 & 5 5 &2 2
Ulx) =g o (1—!—}—!—@4—0(5))17%—0—%—4—0(5)7

g%/ 1 1 o 1 1 1 )
= 1+46(=-—=)+6—-—+= 5%) .
9% ( + <)\ xo)+ (2)\2 )\LI:OJF;E%))JFO( )

Jak jsme uvedli vySe, aby mél potencial minimum, musi byt koeficient linearniho ¢lenu roven
nule. Musi proto platit xo = A. Pro potencial proto plati

e 62 2
Ulx)=9= 1+ - 0 .
(z) gA( +2)\2+0( ))
Srovname nyni potencilni energii U(x) s potencialni energif pruzinky, kterd je Uyuh = ké2/2.
Dostaneme tuhost k odpovidajici pruzinky

~ ge

Proto je frekvence kmitani

D O minimum jde, pokud prvni nenulovy ¢len rozvoje bude sudy. Pokud prvni nenulovy bude lichy
¢len, jedna se o inflexni bod. Samozfejmé museli bychom pouzit rozvoj s dostatecnou presnosti.
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Cebysebovy polynomy

Nasim cilem je ukédzat, ze pro kazdé n pfirozené je cos(narccos(z)) polynomem n-tého
stupné. Omezme se pro zacatek na z € (0,1). Oznaéme z komplexni jednotku s argumentem
a. Plati tedy z = ¢'®. Realnou &ast této komplexni jednotky oznaéme z. Plati tedy x = cos cv.
Budeme uvazovat pouze horni polovinu jednotkové kruznice, tj. a € (0, ).

Studujme nyni vyraz cos(n arccos(z)). Uzijeme identity |sina| = v/1 — cos? a.

cos(n arccos(z)) = cos (na) = Re(eina) = Re((cosa +isina)™) = Re((z + 1m)n) .

Zamysleme se nyni nad vyse ziskanym vyrazem. Jaké ¢leny z binomického rozvoje budou reilné
a jaké ryze imaginarni? Binomickd véta nam fika, jak umocnovat dvojclen na n-tou

(a+b)" = i (Z) a"pn Tk

k=0

kde kombinaéni ¢islo (:), k = 0,...,n najdeme jako k-té ¢islo na n-tém fadku Pascalova
trojuhelniku. Protoze vime, jak se umocnuje komplexni jednotka, vime, Ze

2k = i"eR,
2k = i"!eR.

Protoze ¢len s odmocninou v redlné ¢asti umocnujeme vzdy na sudou mocninu, odmocnina
vymizi! A cely vyraz je tedy polynomem.

Je jasné, ze polynom neobsahuje mocniny x vétsi nez n. Sta¢i dokazat, Ze koeficient ptred x
je nenulovy. Rozpisem piislusnych ¢lent v binomickém rozvoji zjistime, ze se koeficient pred ="
rovnd sou¢tu sudych ¢lent na n-tém fadku Pascalova trojihelniku. Ale tento soucet se z kon-
strukce Pascalova trojtihelniku rovna souctu celého (n — 1)-tého fadku, ktery je 2", coz je
nenulové c¢islo.

Timto jsme ukazali, ze

cos(n arccos(z)) = Pp(z)

plati na intervalu (0, 1). V nékterém dalsim dile si ukdzeme, ze analyticka funkce je jednozna¢né
uréena svymi hodnotami na mno#iné s hromadnym bodem,? coZ je i interval.

Lukas Ledvina
lukasl@fykos.cz
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jmi@fykos.cz
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2) Hromadny bod je takovy, ze jeho libovolné malé okoli obsahuje alespon jeden bod, a tedy i nekonecné
mnoho bodu.



