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Uloha V.3 ... putovani faraona 3 body; prumér 3,26; fesilo 42 studenti
Ales bydli ve ¢tyrpokojovém byté, jehoz pudorys si miZete prohlédnout na |

obrazku. Méra se ale rozhodl, zZe Alestuv byt zamori neprijemnymi mraven- I

ci faraony. Faraoni po bytu silené rychle pobihaji a to jesté navic Silenym

zplisobem — muzete uvazovat, ze jednou za pét minut se 60% mravencii }‘ —

presune do sousednich mistnosti a jenom 40% jich ziistdva pobihat ve stej-

né mistnosti, co predtim. Pritom se rovnomérné rozbihaji do sousednich

mistnosti (kdyz md mistnost dvoje dvere, tak 30% jich prebéhne do jedné }7

a 30% do druhé, kdyz m4 troje dvere, tak se rozdéli po 20%). A to se opa-

kuje kazdych pét minut (uvazujte jenom kroky presné po péti minutdch).

Faraontum se v byté libi, a tak neutikaji ven. Na druhou stranu se farao- |

ni nemaji sanci jinak dostat do bytu nez propasovanim, a to déld jenom

Mara, takze jinak ani faraoni v bytu nepribyvaji.

a) Kdyz Méra zlomyslné umisti 1000 faraont do predsiné (D), kolik faraont bude v jednotlivych
mistnostech po péti minutach? Kolik jich bude po deseti minutach a po patnacti minutach?
(2 body)

b) Pokud jsme nasli v mistnostech pocty mravenci Ny = 12, Ng = 25, Nc = 25 a Np = 37,
jak byli mravenci rozmisténi pred péti minutami? (1 bod)

Bonus Kolik mravencii by bylo v mistnostech po hodné dlouhé (prakticky nekonecné) dobé,
kdyz by Madra rozmistil faraony jako v bodu a)? Zavisi to na tom, jak Méara mravence
rozmistil? A nejrafinovanéjsi otdzka — ustali se podet mravencii na jedné hodnoté, nebo
bude oscilovat? (bod/y navic)

Karel si vzpomnél na Jordanidv tvar matice pri prohleddvdni literatury.

Predpokladejme, Ze pocty mravencu v jednotlivych mistnostech jsou na zacatku Ao, By, Co
a Do. Nasim cilem je vyjadrit rozlozeni mravencu do mistnosti po péti minutach jako funkci
téchto hodnot. Ozna¢me pocty mravenct v jednotlivych mistnostech po péti minutach Aq, Bi,
C1 a D;. Mravenci neumiraji ani nepribyvaji, takze pro kazdou mistnost musi platit, ze

# mravencu po 5 minutdch = # mravencu, kteri neodejdou + # mravenct, ktefi prijdou.

Pocet mravencii, ktef{ z mistnosti neodejdou, je vzdy 40 % soucasného poc¢tu. Pocet mra-
venct, ktef{ pfijdou, také zndme. Napiiklad o predsini D vime, Ze do ni pfijde 60 % mraven-
cu z mistnosti A, ale jenom 30 % mravencu z mistnosti B a C, protoze ty maji dvoje dvefe.
NapiSeme-li si stejnym zpusobem procenta pro kazdou mistnost, dostaviame

Ay =0,4A0 +0,2Dg ,
By =0,4Bp + 0,3Co + 0,2Do
C1 =0,4Co 4+ 0,3Bo + 0,2Dy,
D, =0,4D¢ + 0,6 A0 + 0,3Bo + 0,3C) .
Zacinali jsme s mravenci pouze v predsini, neboli plati Ag = 0, Bo = 0, Co =0 a Dy =
= 1000. Dosazenim téchto hodnot zjistime, Zze po péti minutéch je rozloZeni mravenciu A; =

= 200, B1 = 200, C; = 200 a D; = 400. Pokud tyto hodnoty dosadime do nasi rovnice
jako hodnoty s indexem 0, ziskané hodnoty s indexem 1 budou hledané rozlozeni mravencu po
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10 minutach (ozna¢me ho indexem 2). To samé pak zopakujeme jesté jednou a ziskdme rozlozeni
po 15 minutéch. Vysledné hodnoty jsou

Ay = 160, Bs = 220, Co = 220, Dy = 400,
As = 144, Bs = 234, O3 = 234, D = 388.
V tkolu b méme vlastné zadany hodnoty A, Bi, Ci a D; a zajimaji nas odpovidajici

hodnoty Ao, Bo, Co a Do, které vSak pro prehlednost oznacime indexem b. Problém se tedy
redukuje na to, vyresit tuto soustavu ¢tyt linedrnich rovnic o ¢tyfech neznamych

12 = 0,44y, + 0,2Dy,

25 = 0,4By, + 0,3Cy + 0,2Dy,

25 = 0,4C}, + 0,3By + 0,2Dy,

37 = 0,4Dy, + 0,6 Ay + 0,381, + 0,3C), .

Ve gkole vas moznd ucili metody jako Gaussova eliminace, kterymi se takové soustavy fesi.
Je vsak dobré si nejdiive usettit praci a vyuzit vlastnosti problému, ktery popisujeme. V nasem
pripadé jsou mistnosti B a C naprosto ekvivalentni a tedy lze ocekavat, Ze pokud je v nich
stejny pocet mravenctl, byl v nich stejny pocet mravenci i pfed 5 minutami, neboli By, =
= (. To si miuzete ovérit i ode¢tenim druhé a treti rovnice. Tim jsme zredukovali jak pocet
proménnych, tak pocet rovnic na 3. Ddle uz muzete napiiklad vyjadrit Ap z prvni rovnice,
dosadit do posledni rovnice, nasledné z ni vyjadrit By, a dosadit do druhé rovnice a jiz muzete
vypocitat Dy a zpétnym dosazovanim i ostatni hodnoty. Vysledek je

A, =13, B, =26, Cp, = 26, D, = 34.

Metodu, kterou jsme pouzili v bodu a pro vypocet rozdéleni po 5, 10 a 15 minutdch muzeme
iterovat libovolné dlouho. Predpokladejme, Ze postupnou iteraci se budeme blizit néjakému
konstantnimu rozdéleni. Konstantnim rozdélenim mame na mysli to, ze kdyz na néj znovu
provedeme jeden krok této iterace, dostaneme zase to samé rozdéleni. Tato podminka nam
sta¢i na to, aby jsme takové rovnovazné rozdéleni nasli, protoze ji muzeme prepsat jako

Acq = 0,4Acq + 0,2D¢q ,

Beq = 0,4Bcq + 0,3Ceq + 0,2Dcq ,

Ceq = 0,4Ceq + 0,3Beq + 0,2D¢q ,

Deq = 0,4Deq 4 0,6 Acq + 0,3Beq + 0,3Ccq -

Resenim této soustavy, které spliiuje podminku na zachovani mravencii
Acq + Beq + Ceq + Deq = 1000,

jsou hodnoty
Acq =125, Beq = 250, Ceq = 250, Deq = 375.

Vsimnéte si, Ze toto Teseni je nezavislé na pocateénim rozlozeni mravencu. Jediné, co jsme
predpoklidali, bylo, ze pocatecni rozlozeni musi byt takové, aby se postupem casu dostalo do
konstantniho stavu. Ukazuje se, ze v nasem piipadé je to pravda pro libovolnou pocatecni pod-
minku. Dikaz je jednoduché cviceni, nicméné se neobejde bez znalosti maticového poctu. Ti
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z Vas, co matice a jejich vlastni ¢isla znaji, si to uréité dokazi dokdzat sami. Ostatni si muzou
udélat jednoduchou numerickou simulaci. Presvédcte se, ze libovolnou pocatecni podminku mu-
zete slozit pouze ze situaci, kdy zac¢inate s 1000 mravenci pouze v jedné z mistnosti. Numericky
poté provedte mnohondsobné iterace pro tyto Ctyti ruzné pripady a ukazte, ze kazdy opravdu
skon¢i v ndmi nalezeném rovnovazném stavu. Z toho také plyne, Zze pocty mravenci nemuzou
zacit oscilovat.
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