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Serial: Strunny

Tento dil bude vyvrcholenim nageho seridlu. Odvodime pohybové rovnice, které plynou z Nambu-
Gotovy akce zavedené ve tietim dile. Rekneme si, #e ji lze za uréitjch dodateénych podminek
(které lze ale vzdy splnit) prepsat do tvaru vlnové rovnice klasické struny. Povime si néco
o Tesenich pohybové rovnice a objevime pojem D-bran. Prechod ke kvantové teorii provedeme
tak, ze z klasickych pozorovatelnych (v nasem ptipadé funkei X* (7, o) parametrizujicich strunu
v daném Case spolu s pfislusnou hustotou hybnosti na struné) prejdeme k operdtortim, které
splnuji kanonické komutaéni relace z minulého dilu seridlu. Dostaneme tak hledanou kvantovou
teorii relativistické struny. Po tomto matematicky vycerpavajicim dilu seridlu nas jiz pristé
cekd fyzikalni diskuze toho, co v sobé teorie strun skryva.

Pohybové rovnice relativistické struny

Zacnéme odvozenim pohybovych rovnic pro relativistickou strunu. Strunu pohybujici se v D-
rozmérném! prostorocase jsme parametrizovali funkcemi

X(r,0) = (XO(T, o), X' (, cr),...,Xd(T,cr)) ,

kde d = D — 1 je dimenze prostoru? ve kterém se struna pohybuje. My uz vime, %e rozumnou
akci pro nasi strunu je Nambu-Gotova akce

S[X(ﬂa)]:/: /Ol[,(XX’) dodr,

kde jsme v analogii s klasickou strunou oznacili hustotu Lagrangidnu

o x) = =2y (5 x)? - X xe

Pro jednoduchost znac¢ime X derivaci vektoru podle 7 a X’ derivaci podle o. Pfipometnime také,

ze skalarni soucin a velikosti vektori nepocitdme stejné jako v eukleidovské geometrii: pro

vektory A = (1407141,A27 .. .,Ad) aB= (BO7Bl,B27 .. .,Bd) méame predpis
A-B=-A"B°+A'B'+ A’B* + ... + A'B".

Velikost vektoru lze pomoci tohoto skaldrniho soudinu spoéist jako |A|*> = A - A.
Vime jiz, ze pohybové rovnice, které nam popisuji vyvoj struny v casoprostoru, urcime
z podminky nulovosti variace akce. Provedme proto naposledy v tomto seridlu variaci

T2 l T2 1
68 [X(1,0)] :/ / L(X+65X X +5X") dadT—/ / £ (X, X') dodr. (1)
T1 0 T1 0

!Uvazovéni obecného rozméru prostorocasu je nutné. Kdybychom se totiz omezili hned na zad¢atku na D = 4,
dostali bychom nekonzistentni teorii.
2 Jednotlivé slozky zna¢ime souhrnné X* (7, o).
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Pro malé zmény 9 X se ¢leny na pravé strané lis{ jen mdalo a muzeme pouzit v pripadé prvniho
¢lenu Tayloriiv rozvoj do prvniho fadu, a to v obou proménnych X i X’. Dostdvame tak

ot (AL (X, X)) asxm) L (X, X') 9 (5XH)
6S[X(T’UH:/ /Z oxn o T axw a0 | dodm

kde prvnf ¢len v rozvoji se odecetl s druhym ¢lenem v (1) a dalsi éleny v rozvoji jsou imérné
prvnim derivacim hustoty Lagrangidnu. Ve vyrazu vyse jsme také prohodili derivaci a variaci 4.
Protoze se ndm zacinaji vyrazy komplikovat, oznacme

.o ., o
Pu=oxi P~ axm 2

Stejné jako u vSech ostatnich variaci, i nyni bude néasledujicim krokem pouziti per partes,
v jednom pripadé k prohozeni derivace podle T a ve druhém k prohozeni derivace podle o

58 [X(r,0 / /Z(a’PT P, )5X“dad7’+/ Z P 5X“]7—2
n=0
+/QZ[P;’5X“]ng
1 =0

Nyni se vSak objevily dva okrajové ¢leny. Jeden z téchto ¢lenu je nulovy, protoze stejné ja-
ko v pripadé volné castice ¢i klasické struny predpoklddame, ze zname pocatecni a koncovou
konfiguraci struny, tj. dX*(r1,0) = 0X"(12,0) = 0.

Vymizeni druhého okrajového ¢lenu si zaslouzi vlastni kapitolu a podiviame se na néj za chvili.
Aby tedy byla variace akce nulovd pro vSechny § X*(7,0), mus{ byt nulovy i vyraz v zdvorce
a dostavame tak pohybové rovnice pro relativistickou strunu

opP, OP;
or Jo

=0.

Okrajové podminky a D-brany

Nyni je ¢as vratit se zpét k okrajovému clenu ve variaci Nambu-Gotovy akce. Nulovosti tohoto
¢lenu docilime tak, ze

[PeoX ] = Pg(r,0)6X" (r,1) — P (7,006X" (r,0) = 0

pro vsechna p = 0,1,2,...,d. Existuje nékolik moznosti, jak nulovosti docilit, a ty si nyni
podrobnéji rozebereme.
1. Uzavrené struny nemaji zadny okraj, a proto neni ani potieba anulovat zadny okrajovy
¢len. Hodnoty 0 = 0 a 0 = [ zde odpovidaji témuz bodu na svétoplose. Na tento piipad
Ize proto nahlizet také tak, ze se prislusné dva c¢leny ve vztahu vyse odectou diky tomu,
ze jde o hodnoty v témze bodé.
2. Otevrené struny prindseji zajimavéjsi moznosti. Uvazujme pro jednoduchost jeden index p
odpovidajici néjakému prostorovému rozméru a jeden z koncu oteviené struny. Mame
nasledujici dvé moznosti, jak zajistit nulovost:
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« V pripadé tzv. Neumannovy okrajové podminky je Py, (1,0) = P, (1,1) = 0. Toto je
dodatecnd podminka na konce struny, které se v tomto sméru pohybuji jinak volné.

e V pripadé tzv. Dirichletovy okrajové podminky mame na okraji 6 X* = 0. To zna-
mend, ze je poloha konce struny v tomto sméru fixovdna. Konec struny se v tomto
sméru nemuze pohybovat libovolné, ale je vizdn na pevnou trajektorii.

Na kazdém konci oteviené struny a pro kazdou prostorovou dimenzi muzeme zvolit bud Di-
richletovu, nebo Neumannovu okrajovou podminku. V d prostorovych dimenzich musime tak
zvolit celkem 2d okrajovych podminek. Podle toho, jak tyto podminky namichdme, dostavame
ruzné fyzikalni situace. Uvazujme naptiklad otevienou strunu, kterad splnuje Dirichletovy okra-
jové podminky na obou koncich v p prostorovych dimenzich, tedy §X* =0 prou=1,2,...p
a Neumannovy podminky v ostatnich rozmérech. Konce struny se nemohou volné pohybovat
v téchto smérech a maji tedy pevnou soufadnici (obecné vSak pro oba konce ruznou). Jsou
pfipevnény k p = d — ¢ rozmérnému objektu, ktery nazjvime Dp-brénou?® Tento nazev vznikl
slozenim souslovi Dirichletova-membrana, tj. membrana v Casoprostoru, kterd odpovida Di-
richletové okrajové podmince pro strunu.

D-brany jsou objekty, na kterych Ziji oteviené struny. Z nasi analyzy se ndm tak prirozené
vynotily objekty, které hraji vyznamnou roli v dnesni teoretické fyzice a vyrazné presahuji rdmec
teorie strun. Existuji napiiklad modely vesmiru, které predpokladaji, ze zijeme na 4-rozmérné
D-bréné ve vice rozmérném prostorocasu. Nékteré modely vzniku vesmiru zase predpokladaji,
Ze se vSechny éastice zrodily pii kolizi a ndsledném vymizeni (anihilaci) dvou nestabilnich D-
bran béhem velkého tfesku. D-brany staly také u vzniku tzv. AdS/CFT korespondence. Ukézalo
se totiz, ze dvé zcela odlisné teorie (teorie gravitace na anti de-Sitterové pozadi a konformni
teorie pole na jeho hranici) jsou svdzdny necekanou dualitou. Gravitaci v D dimenzich mizeme
popsat kvantovou teoriif v D — 1 dimenzich. Neni to uzasné?! AdS/CFT korespondence se stala
centrem vyzkumu mnohych teoretickych fyziki a dodnes ji nikdo pordadné nerozumi.

Reseni pohybové rovnice relativistické struny

Piestoze jsme nepoditali explicitné derivace (2), dokdzeme si predstavit jejich komplikovanost.
Dosazenim do pohybové rovnice bychom pak dostali prakticky nefesSitelnou soustavu diferen-
cidlnich rovnic. Nastésti se ndm podafi rovnici tak zjednodusit, zZe jiz nebude dale co fesit.
Ziskdme totiz vinovou rovnici, kterou jsme vytesili jiz v tloze ke tfetimu dilu seridlu.

Vyuzijeme toho, ze v nasem popisu struny je velikd nejednoznacnost. Fyzikalné pfeci nemiize
zéviset na tom, jak popisujeme svétoplochu struny. Nesmi zaviset na tom, jak vypadaji ¢ary
konstantntho 7 a ¢ na svétoplose. Rozhodujici je pouze tvar této svétoplochy. Jinak receno,
ruzné funkce X* (7, o) mohou popisovat stejny vyvoj struny. Mizeme tedy vybrat parametrizaci
(kfivky konstantniho 7 a o) specidlné tak, aby se ndm pohybové rovnice zjednodusily.

Uz drive jsme volili tyto ¢ary konstantniho 7 a o navzdjem kolmé. To muzeme urcité vzdy
udélat a vede to na podminku

X'(r,0) - X(1,0) =0. (3)

Vzdy také mizeme zatidit to, ze o € (0,2r). Mame-li totiz funkci X*(7,5) parametrizujic
svétoplochu a konce struny odpovidajici & = 0 a & = [, stadi vzit ¢ = 2n5/l a mame tuto
podminku splnénu. Déle mizeme ménit to, jak jsou na sebe ,nahustény* ¢ary konstantniho 7,

3Pokud nespecifikujeme rozmér tohoto objektu, mluvime jen o D-brané.
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tedy jak daleko jsou od sebe tyto ¢ary odpovidajici parametru 7 liSiciho se o jednotku. Vzdy
mtzeme brat*
[X[P =~ X" (4)
Zvolime-li nyni libovolné ¢ary konstantniho o na svétoplose, fixuji ndm tyto podminky jiz
jednoznac¢né parametrizace celé svétoplochy. Vezmeme-li podminky (3), (4) v Gvahu, derivace (2)
se dramaticky zjednodusi a lze ukazat,ze

To ; To
P;I = 777qu“’ PZ = _?nMHX/M7
kde 1y, je stejné jako v prvnim dile seridlu rovna —1 pro p = 0 a n,, = 1 jinak. Dosazenim
do pohybové rovnice dostdvame opravdu vinovou rovnici

Xt —X"=0

pro kazdy smér v ¢asoprostoru p.

Toto je rovnice, kterou jsme se jiz naucili fesit. Mizeme ocekavat, ze ptijde o néjakou kombi-
naci sint a kosinii stejné jako v jedné z predchozich seridlovych tloh. Kromé téchto ¢lent bude
obecné feseni obsahovat také linedrni ¢ést v proménné 7. ReSeni rovnice by vedlo na zdlouhavy
a ne prilis zajimavy vypocet, a proto ihned feseni napiseme a pouze ho okomentujeme. Poctivy
Ctendr si muze vyzkouset, zZe jsou pohybové rovnice i okrajové podminky splnény.

V pripadé oteviené struny s volnymi konci bychom napriklad dostali reseni

oo 1 . )
Iz ) [ : ’ Wo—inT _ fp inT
XH(r,0) =z + 20/ p" 7 + V20« Elﬁ(ane a,’e )cosna. (5)
n=

V feseni se vyskytuje spousta konstant, jejichZ vyznam si nyni vysvétlime. Prvni dva ¢leny popi-
suji pohyb stiedu struny, zatimco posledni ¢len se sumou odpovidé oscilacim struny. Jelikoz je
struna velmi mald® oéekévime, e se bude z délky jevit jako bodovs &astice. Pokud na tuto ¢as-
tici neptisobi zadna sila, ocekdvame, ze se bude pohybovat rovnomérné piimocatre. To zajistuji
pravé prvni dva cleny, které popisuji pohyb hmotného stfedu struny. Dosadime-li do vyra-
zu 7 = 0, zjistime, Ze poloha hmotného stfedu je uréena prévé konstantami z/. Zderivujeme-li
vyraz podle 7, méli bychom ziskat vyraz, ktery odpovida rychlosti. Prvni ¢len reseni pti deriva-
ci vypadne a posledniho oscilujictho ¢lenu si zatim nevsimame. Jako rychlost hmotného stiedu
miZzeme tedy identifikovat 2a’p!). Konstantu 2’ jsme zavedli pouze z konvenénich divodu a za-
jistuje to, Ze miizeme p! povaZovat za hybnost struny. o’ je konstanta vSudyp¥itomnd v teorii
strun, ve které se objevila jiz od jejiho samotného pocatku. Tuto konstantu lze také vyjadrit
jakozto funkci napéti struny 7o, ale nebudeme se nyni zdrzovat takovymi malickostmi.

Nyni prejdéme k c¢ésti obsahujici sumu. I zde se objevuje konvenc¢ni konstanta, tento-
krét iy/2a’/n, kde i je imaginarni jednotka. Nékoho by mohla zmést exponencidla komplexniho
cisla. Té se ovéem nemusime bat, protoze podle definice plati

ib -
e® T = ¢*(cosb + isinb)

a pomoci tohoto vyrazu dostaneme v rozvoji (5) o¢ekdvané éleny se siny a kosiny a nynf jiz s re-

alnymi argumenty. Celkové mame nésledujici parametry feseni pohybové rovnice pro otevienou

relativistickou strunu s volnymi konci: 2§ a pl; pro vSechna n pfirozend ¢islaa p=0,1,...d.

4Vsimnéme si znaménka na pravé strané. To odpovidé tomu, ze je vektor X Gasupodobny a jeho velikost
na druhou je zadporna. Znaménka se tak vyrusi.
5Tak mal4, Ze ji jesté nikdy nikdo nepozoroval.
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Kvantujeme strunu!

Tato kapitola bude tivodem ke kvantovani relativistické struny. Protoze jde vétsinou o naro¢né
vypocty s komplikovanym vysvétlenim, nebudeme vse délat do detailu, ale jen celou proceduru
nastinime.

Prvnim krokem ke kvantové teorii je povyseni klasickych veli¢in na operatory a postulovani
kanonickych komutac¢nich relaci mezi nimi. Musime tedy najit analogii polohy ¢éstice a jeji hyb-
nosti v pfipadé struny. Jak lze snadno vytusit, polohdm bude odpovidat X* (7, o). Hybnost musi
v néjakém smyslu odpovidat casové derivaci polohy. Rozumnym kandidédtem na roli hybnosti
bude proto funkce Py, (7, o), kterd je az na konstantu derivaci X*(7,0) podle parametru 7.

Pti feseni vlnové rovnice je ovSem potieba vzit v Givahu vztahy, které nam zafixovaly para-
metrizaci struny. Lze proto ofekavat, ze ne vSechna X*(7,0) a P}, budou nezdvislé, ale obecné
jsou spojeny podminkami fixujicimi parametrizaci. Je-li dimenze Casoprostoru D, pak bude
nezavislych komponent jen D — 2. To lze prirozené ocekavat, vezmeme-li v tvahu fakt, ze te-
orie musi byt nezavisla na parametrizaci svétoplochy, kterd je dvourozmérna. To neni tplné
pravda a presné vysetfovani podminek na fixovani parametrizace dovoluji jesté dvé dalsi pro-
ménné, které oznaéime x, a p. Ty odpovidaji kombinacim poloh a hybnost{ hmotného stfedu
ve zbyvajicich dvou rozmérech. Celkové mame ndasledujici nezavislé operdtory kvantové teorie
relativistické struny

X!(r0), P, &5, P, (6)

kde nyni I = 2,3,...,d. Stiisky nad pismenky znamenaji, ze jiz nejde o ¢islo, ale o operator.
Méme-li definovany operatory, je dalsim krokem pro kvantovani postulovani komutacnich relaci.
Minule jsme se dozvédéli, ze kanonické komutacni relace mezi operdtorem polohy a operatorem
hybnosti maji tvar
[, p;] = ihdij
kde §;; je nulové, pokud i # j, a je rovno jedné, pokud jsou si indexy rovny. V nasem piipadé
méame vsak indexy dva. Mame index I a k tomu jesté spojity index o. Zobecnénim komutacnich
relaci je
[XI(T, o), P (r, &)] =ihd1;6(c — &),

kde jsme §(o — &) nazvali 0-funkci a je zobecnénim symbolu d;; pro ptipad spojitého indexu o.
Z matematického pohledu jde o ptiklad tzv. distribuce, ale my se pro nyni spokojime s intu-
itivnim pohledem, Ze jde pouze o zobecnéni §;;. Kromé komutacnich relaci vyse musime také
postulovat

[#0 (7). (7)) = —in

a vSechny ostatni komutdtory operatoru (6) jsou nulové.

Méme prozatim nekoneéné mnoho kvantovych operdtort (6) parametrizovanych spojitym
parametrem o® Bude vyhodné pfejit od tohoto spojitého parametru k diskrétnimu. To ndm
pfinese dvé vyhody. Operatory budeme schopni ocislovat prirozenymi ¢isly namisto redlného o
a navic se nam z d-funkce stane d;;, se kterym uz umime pracovat. Jak tedy provést diskretizaci?
My jiz zndme klasické feSeni (5) pohybové rovnice. V rozvoji jsou jiz koeficienty ¢islované celymi
Cisly p a m. V kvantové teorii se z koeficientii stanou operatory a mame tak novou mnozinu
operatoru

AT AFT A Ny A At
Qpy Ap Zo, Po, Lo p .

SKazdému odpovidd o jeden operator.
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Vidime, Ze jiz vSechny spojité indexy zmizely a zustaly jen diskrétni I = 2,3, ...,d an pfirozend
¢isla. Trocha pocitdni s integraly a d-funkcemi by ndm umoznila spocitat komutétory téchto
operatoru

[afn, aLJ] = nIJémn , [ai,{, aLJ] =0, [afm ai] =0.

Posledni ingredienci, kterou budeme pristé potiebovat, je operator energie, tj. Hamiltonidn.
Jeho tvar lze opét spocist ze znalosti Lagrangianu. My jeho tvar ale uhddneme. Vyuzijeme zku-
Senosti ziskané z klasické struny. Energie je souctem kinetické a potencidlni energie. Kinetickd
energie je imérnd hybnosti na druhou, zatimco potencidlni energie byla v piipadé klasické stru-
ny umeérna derivaci parametrizace struny v pevném case. V analogii s klasickou strunou nas
neprekvapi tvar Hamiltonidnu

My jsme ovSem fekli, Ze budeme pracovat s diskrétni mnozinou operdtori, a proto musime
i predpis pro Hamiltonian vyjadrit pomoci této mnoziny. Dosazenim z feSeni pohybové rovnice
dostaneme jednoduchy vyraz’

d o d
I:I:O/ZpIpIJr Z Zjaj.[a;fl.
=2

j=—o00 I=2

Zde vidime, pro¢ jsme volili konstanty v feseni pohybové rovnici tak, jak jsme volili. Je to proto,
aby nam vysel vztah pro energii takto jednoduse.

Nyni médme vSechny potiebné ingredience k tomu, abychom nasli vSechny fyzikdlni stavy
nasi teorie. V pristim dile se zaméfime na tyto stavy a ukazeme si, ze ruzné médy kmitajici
struny odpovidaji riznym c¢asticim. Prvni méd pro uzaviené struny bude napriklad odpovidat
gravitonu (Castici zpusobujici gravitaci), zatimco prvni méd oteviené struny odpovida fotonu
(castici svétla, ale také ¢éstici zprostiedkujici elektrickou a magnetickou interakei).

Pristé si také povime o problémech teorie, kterou jsme vybudovali, a jaké jsou feseni téchto
problémi. Jednim z problémi je to, Ze naSe teorie neobsahuje fermiony (naptiklad elektron),
které se v nasem svété vyskytuji. Teorie je tedy netplné. ReSenim tohoto problému je supersy-
metrie a teorie superstrun, ktera je o néco komplikovanéjsi nez teorie bosonovych strun, o které
jsme se jiz leccos naucili. Druhym problémem je existence tachyonu, tedy castice s imaginar-
ni hmotnosti. Resenim je opét pfechod k teorii superstrun, ale ne tak tplné. Rekneme si, Ze
tachyony jsou v teorii strun néco pfirozeného a nastinime jejich roli. Dalsim problémem je
predpovézend dimenze casoprostoru D = 26, kterou zatim jesté nikdo nepozoroval. Na zavér
zminime par zajimavosti a aplikaci teorie strun, které vas snad motivuji k hlubsimu studiu
teorie a jednou treba i vyzkumu na tomto aktivnim poli teoretické fyziky.

Fyzikalni korespondencni seminéi je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou ceskych matematiki a fyziki.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence, navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.

"Zde je potfeba pouzit jesté relativistické invariance teorie. Relativisti¢nost jsme narusili zvolenim pa-
rametrizace svétoplochy a aby byla vysledna teorie relativisticky invariantni, musi byt napfriklad dimenze
casoprostoru rovna 26. Dalsim dusledkem je také tento jednoduchy tvar Hamiltonianu.
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