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Uvodem

Milé tesitelky, mili Fesitelé,
vlastovky uz to vzdaly, ale ptak FYKOSak neni takova babovka, aby se vypafil do teplych
krajin, takze se nemusite bat, ilohy druhé série tohoto roéniku FYKOSu jsou na svété a ¢ekaji,
az si jejich feSenim zpiijemnite a zkratite dlouhé podzimni vecery. Nezapomente také na blizici
se Fyziklani online, at zvladnete sestavit ten nejlepsi tym a vSem ukéazat, co ve vas je.
Hodné dobrych napadu preji
Organizdtori

Aktuality

Od druhé pulky ifjna pofddédme nejen pro feditele sérii prednasek’ s fyzikalni tématikou — ve
strucnosti: modely atomu, kmitani, tepelné stroje, magnetostatika a specialni teorie relativity.
Prednésky se budou konat v Praze na MFF UK v Troji kazdy druhy ¢tvrtek od 17. 10. do 12. 12.

Checete sestavit soutézni tym a pomérit své fyzikalni znalosti s ostatnimi pfimo od klavesnice
pocitace? Ve &tvrtek 5. 12. probéhne dalsi ro¢nik Fyziklani online.? Registrovat se miiZete jiz
nyni!

Ve étvrtek 28. 11. se uskuteéni na MFF UK Den otevienych dveti®, dopoledne v Narodnim
domé, odpoledne fyzika na Karlové a matematika a informatika na Malé Strané. Studenti
mohou dopoledne navstivit prednésku Libora Barta a ptat se zastupcu jednotlivych kateder.
Odpoledne budou na Karlové prednasky a exkurze, na Malé Strané predevsim prednasky, ale
i informatické kiosky a stdanky.

Zadani ll. série

Termin uploadu: 3. 12. 2013 23.59
Termin odeslani: 2. 12. 2013

Uloha IL.1 ... Twix 2 body

Tyc¢inka Twix obsahuje 32 % polevy. Jde o vdleCek pruméru 10 mm. Neuvazujte polevu podstavy.
Jak je poleva tlusta?
Bonus Uvazujte lepsi model tycinky.

Uloha IL.2 ... létavé dievo 2 body

Mame dfevénou kulicku ve vysce h = 1m nad Zemi o poloméru Rz = 6378km a hmotnos-
ti Mz = 5,97 - 10?* kg. Kulicka m4 polomér r = 1cm a je ze dieva o hustoté o = 550 kg-m 3.
Predpokladejte, ze Zemé ma nidboj @@ = 5 C. Jaky ndboj g by musela mit kulicka, aby se mohla
vznaset nad Zemi? Jak tento vysledek zavisi na vysce h?

Ihttp://fykos.cz/akce/prednasky

2http://online.fyziklani.cz

3http: //www.mff.cuni.cz/verejnost/dod, program na http://www.mff.cuni.cz/verejnost/hrom/201308/dod_
hlavni_2013.pdf


http://fykos.cz/akce/prednasky
http://online.fyziklani.cz
http://www.mff.cuni.cz/verejnost/dod
http://www.mff.cuni.cz/verejnost/hrom/201308/dod_hlavni_2013.pdf
http://www.mff.cuni.cz/verejnost/hrom/201308/dod_hlavni_2013.pdf
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Uloha IL.3 ... tyrani pistu 4 body

Mame nddobu o konstantnim prurezu, ktera obsahuje idealni plyn a pist ve vysce h. Pist nejprve
rychle (tzn. prakticky adiabaticky) stla¢ime do vysky h/2, podrzime ho, nez nastane tepelna
rovnovaha s okolim, a pak ho pustime. Do jaké vysky pist vystoupa ihned? Do jaké vysky
vystoupd za dlouhou dobu? Nakreslete pV' diagram.

Uloha I1.4 ... hvézdna velikost Mésice 4 body

Je zndmo, ze Mésic v uplinku mé zdanlivou hvézdnou velikost priblizné —12 mag a Slunce na
denni obloze zase —27 mag. Pokuste se odhadnout, jakou hvézdnou velikost ma Mésic tésné pred
zatménim Slunce, pokud vite, ze albedo Zemé ¢ini 0,36 a albedo Mésice 0,12. Predpokladejte,
Ze svétlo se po odrazu rozptyluje stejnym zpisobem na povrchu Zemé i Mésice.

Uloha IL5 ... kelimek na vodé 5 bodi

Kuzel obraceny podstavou vzhiru muze drzet ve vzduchu na stiikajicim proudu vody, ktery
vychézi ze zemé s konstantnim hmotnostnim pritokem a pocatecni rychlosti vg. V jaké vysce
nad zemi se bude kuzel v rovnovaze vznaset?

Bonus VysetTete stabilitu kuzele v této poloze.

Uloha ILP ... Temelinska 4 body

Odhadnéte, kolik jaderného paliva se spotiebuje v jaderné elektrarné na 1 MWh elektrické
energie, kterou spottebuji lidé az v domécnosti. Srovnejte to se spotfebou paliva v tepelné
elektrarné. Nezapomernte uvazovat vSechny mozné ztraty.

Bonus Uvazte i energii, ktera se spotiebuje pri tézbé a prepravé potrebnych surovin.

Uloha ILE ... kutululi 8 bodi

Méame naklonénou rovinu, na které postrécime micek, aby se zacal kutdlet bez prokluzovani
smérem nahoru po naklonéné roviné. Zmétte zavislost rychlosti micku na ¢ase a urcete zavislost
ztraty energie na case. Naklonénd rovina necht svird tthel s vodorovnou rovinou thel a ~ 10°.
Nezapomente popsat parametry vaseho micku.

Uloha IL.S ... akéni 6 bodi

a) Jaky je fyzikdlni rozmér akce? (Jaké ma tato veli¢ina jednotky?) M4 stejnou jednotku jako
néktera z fundamentalnich konstant z prvni otdzky k minulému dilu seridlu? Ktera?
b) Od Nielse Bohra — Uvazujte pohyb hmotného bodu po kruznici s dostfedivou silou

[e%

Fd:madzﬁ,

kde 7 je polomér kruznice a a néjaka konstanta. Pak

1. Spocitejte redukovanou akci Sp pro jeden obéh po kruznici jako funkci jejiho poloméru r.

2. Urcete hodnoty r,, pro které je hodnota Sy prirozenym nasobkem konstanty z podilo-
hy a).

3. Celkovd energie hmotného bodu je E = T + V. Pro tuto silu je V = —a/r. Vyjadrete
energie F,, Céastic v zavislosti na polomérech r,, za pomoci uvedenych konstant.
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Tip Jisté jste ve fyzice probirali pohyb po kruznici a odpovidajici vztahy mezi pohybovymi
velicinami. Pouzijte je a pak se integrace akce po obvodu kruznice s konstantnim r podstatné
zjednodusi (veli¢iny konstantni pfi integraci muzete pred integral vytknout). Nezapomente
také, ze samotny drahovy integral ,niceho“ je prosté délka zintegrované drahy.

¢) Posledni podiloha muze znit komplikované, ale je pouhym cvi¢enim na derivaci a integraci
jednoduchych funkci. Vystacite si se zdkladnimi tabulkovymi derivacemi a integraly. Ovéite,
Ze plné akce S pro volnou ¢astici pohybujici se z bodu [0;0] do bodu [2;1] je pro trajektorii
odpovidajici pfimo¢arému pohybu (prvni pfipad) minimdlni, tedy je vétsi v ostatnich dvou
pripadech

y(t) = (24,1)

y(t) = (1 — cos () + Lain 2nt, t) ,
T

B et — 143t —1)
v = (2’57“) ’

kde e je Eulerovo ¢islo.
Tip Nejprve spoctéte derivaci y(¢), dosadte do vyrazu pro akci a zintegrujte.

Reseni I. série

Uloha 1.1 ... zlata pfehrada 2 body; priimér 1,69; fesilo 178 studentii

Kolik cihlicek (kvddriki) ze ¢tyriadvaceti kardtového zlata o rozmérech 10cm, 3cm a 1cm by
se veslo do vodni nadrze Orlik? Jaky zhruba tlak bude pitisobit na cihlicku, ktera je na dné
v nejhlubsim misté nadrze? Karel se chtél topit ve zlaté.

Internetové zdroje uvadi®, ze piehrada Orlik ma objem 720000000m® a dosahuje hloubky
az 74m. Objem jedné zlaté cihlicky ¢ini Vi = 3 - 107° m3. Podet zlatych cihlicek, které by se
do prehrady teoreticky vesly (pfi zanedbdni toho, ze cihlicky svym tvarem presné nekopiruji
tvar piehrady), se rovna podilu objemu piehrady ku objemu jedné cihlicky, tj. 2,4 - 10*® cihli-
¢ek. Nutno vsak poznamenat, ze takové mnozstvi zlata mnohonasobné presahuje odhadované
mnozstvi zlata, které bylo kdy vytézeno, nebot i kdybychom uvazovali horni hranici odhadu,
pak by veskeré vytéZené zlato zhruba vydalo na krychli o hrané 17,5 m.’

Za predpokladu, ze cihlicky budou narovnany do sloupct, tak na nejspodnéjsi cihlicku v mis-
té nejvétsi hloubky pusobi ttha 7399 = 7400 cihlicek, které jsou nad ni. Hustota o ¢tytiadvaceti
kardtového zlata ¢ini® 19500kg-m™3. Tihu cihlidek vypoéteme jako G = 7400 - mg, kde m je
hmotnost jedné cihli¢ky, pricemz m = V.p. Tlak na nejspodnéjsi cihlicku pak uréime jako p =
= G/S, kde S je sty¢nd plocha cihlicek, tj. p = 14 MPa.

“http://cs.wikipedia.org/wiki/Vodni_nadrz_Orlik
Shttp://www.svatymaur.cz/cs/jine/stredoveke-zlatnicke-techniky/zajimavosti-o-zlate.html
Shttp://cs.wikipedia.org/wiki/Zlato


http://cs.wikipedia.org/wiki/Vodní_nádrž_Orlík
http://www.svatymaur.cz/cs/jine/stredoveke-zlatnicke-techniky/zajimavosti-o-zlate.html
http://cs.wikipedia.org/wiki/Zlato
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Do piehrady Orlik by se teoreticky veslo 2,4 - 10' zlatych cihliéek. Tlak na cihlicku, kterd
by byla na dné v nejhlubsim misté nadrze, by byl priblizné 14 MPa.

Kristina NeSporovd
kiki@fykos.cz

Uloha 1.2 ... nezastavitelny terminator 2 body; pramér 1,24; fesilo 149 studentt

Jak rychle se pohybuje hranice svétla a tmy (termindtor) na povrchu Mésice? Je mozné utikat
pred tmou, kdyz jste na rovniku? Karel se uz zase dival na Futuramu. . .

Prvni jev, ktery nas napadne a ktery méa na pohyb termindtoru vliv, je zfejmé rotace Mési-
ce kolem jeho osy. Jeji periodu (vzhledem ke hvézddm, které povazujeme za statické pozadi)
oznaéme’ Puq (¢inf 27,32d).

Uvazujme nejdiive, ze je Mésic vzhledem ke Slunci v klidu a pouze rotuje kolem vlastni osy,
ktera je kolm4 na rovinu ekliptiky® Pak by termindtor obéhl povrch Mésice pravé jednou za
cas Pisiq a jelikoz Mésic rotuje kolem své osy rovnomeérné, mizeme pohybu termindtoru prisoudit
konstantni thlovou rychlost wsia = 2n/Twia (tj. termindtor urazi v selenografické délee® wsia
radidnu za jednotku ¢asu). Pokud by nds zajimal pohyb Slunce po mési¢ni obloze, pozorovali
bychom, Ze se Slunce pohybuje po Mési¢ni obloze s periodou Psiq, a tedy tthlovou rychlosti wsiq.

Prvni komplikace nastane, uvédomime-li si skute¢nost, ze sklon rota¢ni osy Mésice vuci
roviné ekliptiky nenf pfesné 90°, ale ¢ini pfiblizné 88,5°. To jisté bude mit na pohyb termindtoru
vliv, protoze se ndm timto vytvori oblasti, kudy terminator nikdy neprojde, tj. oblasti vé¢ného
poldrniho dne a noci (stdle ignorujeme obéh Zemé kolem Slunce). Zapocitame-li pak i vliv
obéhu Zemé kolem Slunce jednou za Tyok (coz vzhledem ke hvézdam ¢ini 365,26 d), bude Mésic
vykazovat (byt v mensi mife nez na Zemi) stfidan{ ro¢nich obdobi. A jelikoz Psq neni vici Trok
zrovna zanedbatelnd (pomér Pasia/Trok je priblizné jedna tfindctina), bude zapoéitani tohoto
vlivu na pohyb termindtoru méné trividlni zalezitost, a to obzvlasté v blizkosti rotac¢nich péla.
Nastést{ je odchylka sklonu rotaéni osy Mésice od 90° velmi mald a provedsSe tento kvalitativni
popis, budeme nadéle pro jednoduchost predpoklddat, ze rotacni osa je presné kolma na rovinu
ekliptiky. Nas navic bude zajimat pouze situace na rovniku, kde se ro¢ni pohyb terminatoru
neprojevuje.

Déle je tteba zvazit vliv obéhu Meésice kolem Zemé. Uvazujme proto, ze Mésic nerotuje
kolem vlastni osy, ani ze Zemé neobihd kolem Slunce. Muzeme rovnéz predpoklddat, ze pa-
prsky prichazejici od Slunce jsou rovnobézné, nebot rozméry obézné drahy Mésice kolem Zemé
(f4dové 10° m) jsou velmi malé ve srovnéni se vzdalenosti systému Zemé-Mésic od Slunce (Fado-
vé 10™ m). V takové situaci se ale termindtor po povrchu Mésice nepohybuje, a proto miizeme
v rychlosti uzavtit, ze obéh Mésice kolem Zemé nemd na nas problém vliv.

Konecné je tfeba zapocitat obéh systému Zemé—Meésic kolem Slunce. Zastavime-li rotaci
Mésice vzhledem ke hvézddm, vidime, Ze se Slunce na mési¢ni obloze pohybuje s periodou Tyox
(thlovou rychlost{ wrok = 27/Tok), ale v opacném sméru, nez kdyz Mésic pouze rotoval kolem
vlastni osy. Slozime-li tyto pohyby, bude se Slunce po mési¢ni obloze pohybovat tthlovou rych-

“siderickd perioda (sidus lat. hvézda)

8rovina, ve které obfha Zemé kolem Slunce

9Selenoglr.’:xﬁcké soufadnice (ze starofeckého selene — Mésic) mame definované podobné jako zemépisné sou-
fadnice na Zemi, tj. vzhledem k rota¢nim pdélim.


mailto:kiki@fykos.cz
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lost] Wsyn = Wsid —Wrok Ve sSmMéru wWsig. L0 Propojenim tivah o pohybu terminétoru a pohybu Slunce
na obloze pak vidime, ze se terminator v selenografické délce pohybuje tthlovou rychlosti wier =
= Wsyn, COZ se na rovniku prepocte na absolutni rychlost vier = wier R, kde R = 1738km je
rovnikovy polomér Meésice.

Pro obecnou selenografickou sitku A dostaneme vger (A) = wier R €OS A, protoze se termindtor
pohybuje po rovnobéce, jejiz obvod se méni s cos A\. Cim vice se viak blizime rotaénim pélim,
tim vétsi bude vliv roéniho pohybu termindtoru a uvedeny vztah pro vypocet vier(A) ndm bude
davat neprilis presné hodnoty.

Po dosazeni ¢iselnych hodnot méame pro rychlost termindtoru na rovnifku veer = 15,4km-h™?!,
¢ehoz klusem snadno dosdhneme. Je vSak tfeba poznamenat, Ze diky nenulové tthlové velikosti
Slunce na Meésicni obloze nebude terminator zdaleka tak ostry jako ten ve Futuramé, nicméné
bude urcité ostrejsi nez terminator na Zemi, a to diky absenci atmosféry, ve které by se Sluneéni
svétlo mohlo rozptylovat.

Kuba Vosmera
kuba@fykos.cz

Uloha 1.3 ... bublina v ropovodu 4 body; pramér 2,41; fesilo 115 studentti

Mame malou kulatou bublinku plynu v kapaliné, ktera tece néjakou rychlosti vodorovnym
potrubim. Jak se zméni jeji rozméry, kdyz se dostane do mista, kde je potrubi zizené? K ¢emu
se to da vyuzit, nebo naopak kde to déla problémy? Uvazujte laminarni proudéni.

Karel se zamyslel nad osvéZovacem vzduchu.

Uvazujme nestlacitelnou kapalinu, za kterou muzeme vodu i ropu v nasich ivahéch sméle pro-
hldsit. Zarover se kapalina nikam neztraci (pokud neni potrubi déravé). Objem, ktery protece
prurezem potrubi za jednotku c¢asu, zustava tedy konstantni — to je rovnice kontinuity. Zizenim
potrubi z pivodniho prurezu Sp na S dojde ke zvétseni rychlosti proudéni z puvodni vg na v
podle vztahu

Sv = S()U() .
Nyni vime, ze kapalina bude mit po ztzeni potrubi rychlost
v =0 So
=g -

Bernoulliho rovnice, kterd vyjadiuje zékon zachovani energie v kapaliné, ndm d& do souvislosti
zménu rychlosti se zménou tlaku v potrubi. Uvazujeme-li, zZe potrubi je vedeno vodorovné, pak
miuzeme Bernoulliho rovnici psat ve tvaru

v,
92 P—Q2 Dbo,

kde po je tlak v potrubi o puvodnim prurezu a

2
Yo 2 2
— 00 (52— 82) 4 po
P =055 ( 3)+p
tlak ve ztizeném potrubi.
00yn je odvozena ze synodické periody Tsyn = 21/wsyn (ze starofeckého syn hodé — s cestou [Slunce]).

Pokud by wsyn vysla zdporné, znamenalo by to opa¢ny smér pohybu Slunce po mési¢ni obloze.


mailto:kuba@fykos.cz
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K dalsim tvahdm o bubliné chceme vyuzit vhodnou rovnici popisujici termodynamické
chovani plynu, kterym je tvorena. Reknéme, Ze nase bublina je koule o objemu Vj resp. V' po
zuzeni potrubi a je tvorena idedlnim plynem. Plati pro ni tedy stavova rovnice idedlniho plynu

pV = RnT,

kde T je absolutni teplota, n je latkové mnozstvi a R je moldrni plynova konstanta.

Doposavad jsme pouzivali jednoduchych ptibliZzeni, jako je dokonale nestlacitelnéd kapalina,
idedlni plyn nebo potrubi, ve kterém se nic neztrici. A protoze v jednoduchosti je krasa, popisme
si také pouze dva idealizované zpusoby, kterymi se plyn muze dostat ze stavu s tlakem po, kdy
mé objem Vp, do stavu s tlakem p, kdy ma objem V.

Bude-li zuzovani dostatecné pomalé (tak, aby se stihlo v kazdém okamziku predat teplo
a vyrovnat teploty), budeme moct déj povaZzovat za izotermicky a bude platit poVp = pV.
Bublina tedy zizenim potrubi zméni objem na

V=t =y— .
P 058s (5% = 53) + po
Protoze slo o ztzeni prurezu So > S, vidime, ze objem bubliny se zvétsil.
Druhym piipadem, ktery popiSeme, je rovnovazny adiabaticky déj. Pfi ném plati Poissonuv
zékon
pV" = konst

a dostavame, Ze objem se opét zvétsi, avSak tentokrat dle vztahu

V=W (po> " =W Po
- - —
p 0525 (82 = S3) +po

Poissonova konstanta x = ¢p/cy je podilem tepelnych kapacit pfi stdlém tlaku a stdlém objemu.
Mezi izotermickym a adiabatickym déjem lezi rovnovazné procesy zvané polytropické, které
Ize popsat rovnici

1/k

pV* = konst,

kde a € (1; k).

Izotermicka expanze bubliny bude v tomto pripadé realnéjsi model, nebot uvazujeme po-
mérné malé rychlosti (proudéni méd byt lamindrni), a proces tedy bude probihat dostateéné
pomalu, aby se teploty vyrovnavaly prubézné. Pokud by proces probihal rychle, izotermicky by
nebyl a o pouzitelnosti adiabatického déje by se dalo pochybovat, protoze rychly adiabaticky
déj neni rovnovazny a popsany vztah neplati. To nds ovSem nemusi az tak trapit, protoze pri
prilis rychlé expanzi by se bublina pravdépodobné rozpadla na mensi.

Dalsi véc, kterd hraje podstatnou roli, ale kterou uvazime pouze formou diskuse, je povrchova
energie rozhrani kapalina-plyn. Na zménu povrchu fdzového rozhrani je zapotiebi energie W =
= 0AS, kde o je povrchové napéti. Pti energetické bilanci, do které bychom zahrnuli energie
spojené se zménou objemu i povrchu, bychom museli uvazovat absolutni velikost bubliny, neje-
nom relativni zménu objemu resp. poloméru. Pfi zapocteni kapilarniho tlaku by ndm vyslo, ze
se bublina zvétsi méné, nez ndm vyslo pivodné. Kapildrni tlak na bublinu je pxap = 20/R.
Povrchové napéti vody pii 20 °C je o = 72-1073 N-m~'. Chceme-li, aby relativn{ chyba, kterou
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zpusobi ve vypoctu zanedbani kapilarnich efekt, byla mensi nez e, musime mit prap < ep, kde
p je tlak kapaliny v potrubi. Dosadime-li za pxap, dostavame, ze

20 P
R < EPatm - patm7
kde patm je atmosfericky tlak. Dostdvame tedy, Ze polomér R studované bubliny musi byt vétsi
nez 107%(patm/p)/e m, kde 20/patm ~ 107°m. Vidime, 7e pti b&Znych tlacich v potrubich,
které se mohou pohybovat v fddech desitek atmosfér, budou bublinky, u kterych se vyraznéji
projevi kapilarita, velké fadové desitky az jednotky mikrometri. Pro takovéto bublinky prevazi
kapilarni efekty a zmény vnéjsiho tlaku jejich polomér ménit nebudou.

Tento efekt muze délat problémy v plyno-/ropovodu, kde pfitomnost{ bublin protece méné
dopravovaného paliva — plynové spordky muzou blafat. Vétsi bubliny ve vodé v topeni muzou
zpusobovat nezadouci zvuky. Daleko horsi nasledky miize mit bublina v hydraulickych systé-
mech — napriklad zavzdusnéni brzd. V cévnim fecisti muze zvétsend bublina ve zizeni uvolnit
trombus, pfipadné sama o sobé zpusobit vzduchovou embolii. Na druhou stranu, tento efekt
nam tfeba umoznuje snadnéjsi rozprasovani.

Tereza Steinhartovd
terkas@fykos.cz

Uloha 1.4 ... kostka v bazénu 4 body; pramér 2,94; fesilo 122 studentti

Na dné prazdného bazénu s dnem plochy S lezi ledova kostka (z vody) o hrané
délky a. Kostka se rozpousti ze vsech stran stejnomérné tak, ze si je stale

podobnd. Jakd jeji ¢ast se rozpusti, nez zacne plovat? a) b)
Lukads koukal na zamrzlou Bilinu. o o
Pytame sa na stav v rovnovahe, tj. kedy je vztlakova sila pésobiaca na kocku c) d)

rovnako velkd ako tiaz kocky. Ozna¢me teda pévodny objem kocky ako a®, novy objem v stave
rovnovahy ako b. Voda s hustotou g, siaha kocke s hranou b a hustotou g; do vysky h. Archi-
medov zakon vravi, ze vztlakova sila pdsobiaca na kocku je rovna tiazi hmotnosti vody kockou

vytlacenou

ohb? = ob® = h= %b. (1)

Vidime teda, Ze kocka sa zac¢ne vznisat az sa dostane pod hladinu priblizne 90 % jej objemu.
Vsetka voda v bazéne plochy S okolo kocky vzisla z objemu Iadu a® — b*. Plati teda

a* —b* =2 (s -p*)h,
01
kde s vyuzitim rovnice (1) dostdvame
a® — b= 8b—b*,
z ¢oho je zrejmé, ze rozpustend cast kocky je rovna

3 _ 33 3 6
a4 3b :1—%:1—“—.
a a S3
Patrilo by sa povedat, ze kocka nelezi iplne na dne bazéna alebo napriklad, ze predpokla-
dédme, ze dno bazéna nie je dokonale rovné a pod kockou sa nachadza tenkd vrstvicka vody.
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Ak by totiz lezala kocka priamo na dne, tak hydrostaticky tlak na dolnej podstave by bol nu-
lovy a hydrostaticky tlak na hornej podstave by kocku tlacil neustédle nadol, ¢im by sa od dna
neodlepila vébec.

Radomir Gajdosoci
radomir@fykos.cz

Uloha 1.5 ... koralek 5 bodu; prumér 3,29; fesilo 66 studentu
Bodovy korialek o hmotnosti m a s nabojem q se pohybuje v rovné trubce ) 0
bez treni. Trubka se nachdzi ve stfedu mezi dvéma nabitymi koulemi, kazda Q
s ndbojem @ = —q. Vzdélenost kouli je 2a. Uvazujte elektrostatické piisobeni  2a i

e L o o iq,m
a najdéte frekvenci malych kmitii koralku okolo rovnovazné polohy. T
Népovéda Uvedomte si, ze velikost sily se pii malych vychylkdach méni pouze i
zanedbatelnée. Radomir se kutdlel v trubce. !
Nejprve se podivejme, jak by problém vypadal bez jakychkoli aproximaci. O Q

Ozna¢me d okamzitou vzdélenost naseho koralku od kazdé nabité koule. Pokud Ar oznacime
vychylku kordlku z jeho rovnovazné polohy (na spojnici nabitych koulf), tak mizeme d vyjadrit

jako
d=+/a%+ Ar2.

Obé nabité koule budou na koralek ptisobit stejnou silou Fy, kterd bude pritazliva. Jeji velikost
miuzeme vyjadiit z Coulombova zdkona elektrostatiky

2 2
J L .. —
d? a? + Ar?

Pokud oznacime « dhel, ktery svird spojnice koralku s jednou z nabitych kouli a spojnice obou

kouli, tak miazeme psat
Ar

VaZ +Arz’

Pro velikost vysledné sily F pusobici na koralek muzeme z geometrie problému psat vztah

sina =

F =2Fysina.

Rovnéz vidime, ze sila F ptsobi proti sméru vychylky koralku. Pak pro zrychleni koralku, které
si oznac¢ime jako A7 (oznaceni pro druhou ¢asovou derivaci Ar, tedy zrychleni), plati vztah
2kq° A 2kq° A
MAT = — 2 qA 2T3/2 == . T2 3/2 (2)
(a? + Ar?) a3{1+(%)}

Diky tomu, ze vychylka je velmi mald, mizeme rovnici (2) upravit, ve druhé mocniné se totiz
Ar stane v poméru k a naprosto zanedbatelnym. Napiiklad, pokud by pomér Ar/a byl 1072
(tedy 1%), tak pomér (Ar/a)? by byl 107*, coz je jiz zanedbatelny zlomek. Z toho, ze je
vychylka mald, tedy vime, ze Ar/a je velmi malé &islo a (Ar/a)? lze ve jmenovateli oproti
jednicce zanedbat. Rovnici pro zrychleni tedy muzeme upravit nasledovné

2kq?

Af = =L
ma

Ar.
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Tato rovnice ndm pripomind rovnici pro harmonicky oscildtor a = —(k/m)Az, kde k je tuhost
pruziny, m je hmotnost zévazi, a je zrychleni zévazi a Az je jeho vychylka z rovnovazné polohy.
Pro dhlovou frekvenci harmonického oscildtoru wy potom plati

Wh = — .
m

Tohoto feseni vyuzijeme pro nasi rovnici a mtizeme psat, ze frekvence kmitd pri malé vychylce
bude

2kq?
w = ma3 .
Tomds Badrta
tomas@fykos.cz
Uloha L.P ... rychlost svéta 5 bodii; priimér 2,40; Fesilo 100 studentit

Jaky by byl svét, ve kterém by byly stejné hodnoty fundamentélnich fyzikalnich konstant, jenom
rychlost svétla by byla pouze ¢ = 1000km-hod~'? Jaky by byl takovy svét pro zivot na Zemi,
zivot lidi? A bylo by viibec mozné, aby v takovém svété existovali lidé?

Karel zase navrhl neresitelnou dlohu.

Toto riesenie nebude vobec uplné. Totiz rychlost svetla je konstanta, ktord sa vyskytuje vSade.
A ked sa povie vSade, tak sa to prejavi skutocne v tolkych aspektoch, ze by sa na to dala
napisat celd hiba knth. A veru to sa i stalo. Teoreticky fyzik George Gamow sa snazil v sérii
knth Pan Tompkins. .. popularizovat moderni vedu verejnosti. V prvej knihe Pan Tompkins
v 7181 divid (1940) sa snaz{ priblizit aspekty Specidlnej a vSeobecnej tedrie relativity vykreslenim
sveta pri zmene rychlosti svetla o niekolko radov.

A prave to je prva oblast, ktorej aspekty by nas napadli, ze sa objavia pri zmene rych-
losti svetla. Ved rychlost ¢ = 1000km-hod™! ~ 278 m-s~! uZ je porovnatelnd s rychlostami,
s ktorymi sa stretdvame a dokonca niektoré ju prevysuji. Auta na dialnici dosahuji rychlos-
ti 130 km-hod ! (povedzme si na rovinu, niektoré i viac), ¢o je zaroven aj priemernd rychlost
obla¢nosti nad krajinou. Rychlost zvuku je priblizne 1200 km-hod™*. Dopravné lietadla dosa-
huji maximalne rychlosti prave okolo 1000km-hod ™!, raketoplany dokonca 28000 km-hod~*.
Geostacionarne druzine oblietaji Zem rychlostou 11000 km-hod ™! a niZsie druzice sa musia po-
hybovat rychlejsie, aby sa udrzali na dréhe, a to rychlostou priblizne 28 000 km-hod ~!. Rovnako
rychlost rotacie Zeme na rovniku je priblizne 1700km-hod ™' a Zem sa dokonca pohybuje okolo
Slnka priemernou rychlostou 107 000 km-hod ~*.

Kedze podla specidlnej teodrie relativity sa hmotné objekty nemdzu pohybovat rychlejsie
ako rychlost svetla, je jasné, ze by to na Zemi nemohlo vyzerat rovnako. Ked zac¢nete zrychlo-
vat a priblizovat sa rychlostiam porovnatelnym rychlosti svetla (napriklad jadzou v aute po
dialnici), za¢nd sa rozmery sveta v smere pohybu skracovat podla vztahu
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kde lp je povodny rozmer v smere pohybu, v je rychlost pohybu a [ je novy kratsi rozmer.
A zaroven bude sa vam ubiehat ¢as pomalSie, nez ludom na Zemi a to cez vztah

2
t=toy/1— Z—Q :

kde to je Cas ktory ubehne ludom na Zemi a t je ¢as, ktory prezijete v aute. Pre naseho cestného

pirdta je to priblizne skratenie rozmeru a casu o 1 %.

Dalsim javom, ktory bude pri takejto rychlosti badatelny, je Dopplerov jav. Vravite si, ze
ved Dopplerov jav je aj tak bezne pozorovat pri sanitkdch a podobne? No ale tentokrat ho
budete moct pozorovat aj pri svetle. Veru tak, pri pohybu od zdroja svetla sa vam budu vinové
diiky predlzovat a smerom ku zdroju skracovat. Co znamens, 7e sa bude menit farba svetla,
ktord uvidite. Vinové dizka sa bude menit podla vztahu

A= o /c—v7
c+wv

kde \ je pozorovand vlnové dizka svetla, Ao povodnd vlnové dizka svetla a v rychlost pohybu
ku zdroju. To znamens, Ze nas cestny pirdt, ktory ide rychlostou v = 130km-hod ™! smerom
ku krizovatke, na ktorej svieti jasnd ervend vlnovej dizky Ao = 640 nm, tak vid{ jasni zelent
vinovej diéky A = 560nm a cez krizovatku v spokojnosti prejde. Asi vicsie prekvapenie budua
maft Soféri, co namiesto zelenej uvidia na semafore modrua farbu.

No ale ked sa uz len pozrieme na rychlosti makrosveta i mikrosveta, tak je nasa nova hranica
rychlosti svetla mnohokrat prekracovana a Casto i o niekolko rddov. Preto bude svet vyzerat
inak. M& vobec zmysel rozmyslat, ako bude vyzerat? Budeme tu moct existovat? Nuz ani velmi
nie. Ked sa pozrieme na Schwarzschildov polomer R, ktory vyjadruje kriticky polomer, pri
ktorom prechadza teleso v ¢iernu dieru. Ten zavisi podla vzfahu

2GM

c2

R = ,
kde G je gravitacns konstanta a M je hmotnost telesa. Pre Zem hmotnosti Mz = 5,97-10%* kg
dostévame priblizne polomer Rz = 1 - 107 km, ¢o je poznatelne viac, nez skutoény polomer
Zeme. Nasa planéta by bola cierna diera. A coby len Zem, i Slnko by bolo ¢iernou dierou.
Pomaly sa naskyté otdzka, ¢o by nebolo ¢iernou dierou. Tak skiisime odhadnit velkost objektov,
ktoré sa nepremenia v ¢iernotu. Uvazujme teleso gulového tvaru polomeru R a odhadnutej
hustoty o ~ 5000kg-m~2. Hmotnost takého telesa m teda bude

4

m=Vo= fnR3g,

3
kde V' je objem telesa, gule. Dosadime do Schwartzschildovho vztahu, polozime Schwartzschil-
dov polomer polomeru telesa a vyjadrime polomer. Dostaneme

3c2
R \ 8n0G Okm,

Co znamend, zZe planéty, planétky, asteroidy a iné vesmirne skaly vécsie ako tento polomer sa
premenia na ¢ierne diery. I nasa hviezda Slnko, ¢o by znamenalo, Ze by nebol ani zdroj svetla,
ktory je pre existenciu nasho zivota doélezity.

10
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Otéazka je rovnako, ako by sa spraval vesmir. Vyvoj vesmiru sa dd predpovedat Einsteino-
vymi rovnicami pola zo vSeobecnej tedrie relativity. Samozrejme, to uz je ina partia. Ako sme
uz videli v pripade ¢iernych dier, tak zmensenie rychlosti svetla sa da chapat ako relativne zvy-
Senie gravitacnej konstanty alebo skor relativne zvysenie ucinnosti gravitacie. Preto mozeme
odhadnit podobny efekt na vyvoj vesmiru. Vo vesmire so silnejsim prejavom gravitacie, by sme
sa mohli dostat ku uzatvorenému typu vesmiru, ktory ¢asom moze skoncit velkym kolapsom.

Samozrejme zmena rychlosti svetla by mala vela prejavov v beznom zivote i existencii zivota.
Preto pri hodnoteni rieseni som uznaval rozumné mnozstvo javov, napaditost a jedinec¢nost.

Komentar k rieseniam

Medzi casté chyby, co sa vyskytovali v rieseniach, boli tvrdenia, ze zmenou rychlosti svetla
sa zmeni velkost metra/skdlovanie priestoru/skalovanie ¢asu. Jednotka meter bola historicky
zvolena. Zmena definicie metra by samozrejme zmenila rychlost svetla na rychlost v zadani,
ale zaroven by sa zmenili vSetky iné konstanty, k ktorych sa meter vyskytuje. V tom sa tento
pripad lisi od zadania tlohy. Iné fundamentalne konstanty by sa tiez zmenili.

Rovnako, ked sa v rovnici vyskytovala rychlost svetla, tak bol problém odhadnuf, ktoré
veli¢iny /konstanty by sa zmenili a ktoré nie. Napriklad v pripade rovnice

2 1
c = ,
EoHo

kde ¢ je elektrickd permitivita vikua a po magnetickd permeabilita vikua. Pri zmene hodno-
ty rychlosti svetla sa preto musi jedna, druhd alebo obe konstanty zmenif, aby vztah platil.
Hodnota elektrickej permitivity vakua pochadza z Coulombovho zdkona a je konstantou funda-
mentalnej sily — elektromagnetickej interakcie. Magnetizmus je prejav relativity. Ked sa skom-
binuje Coulombova sila s teériou relativity, dostaneme magnetizmus. Magnetizmus je najstarsi
pozorovany prejav teodrie relativity. Preto zostane rovnaka elektrickd permitivita a magnetickd
permeabilita sa zvacsi. To znamenad, ze by boli magnetické sily omnoho silnejsie.

Samozrejme, zadanie nie je tiplne jednoznacné, ktoré konstanty si povazované za fundamen-
talne. Dobrym prikladom na ukazanie tejto nejednoznacnosti je konstanta jemnej Struktiry a

uréend vztahom 5
e

¢ Ineohc’

kde e je elementarny niboj a A redukovand Planckova konsStanta. Tato konsStanta je tdplne
bezrozmerna, a teda nezavisi na systéme jednotiek, ktory pouzivame. Je teda fundamentalnou
konstantou. No ale ak by sa zmenila rychlost svetla, ¢o sa potom stane? Zmeni sa «, h, e,
¢i €9? O €¢ sme sa uz vyjadrili, ndboj elektrénu je takisto konstanta zo standardného modelu
a redukovana Planckova konstanta je zakladnd konstanta kvantovej mechaniky. Evidentne sme
sa dostali do patovej situacie, a preto sa rieSsenie mohlo pojat viacerymi sposobmi. Bud si
zvolime, Ze sa zachovaji bezrozmerné fundamentalne konstanty alebo fundamentélne konstanty
S rozmermi.

Pri konstante jemnej struktiry este chvilu ostaneme. Popularizacna literatira uvadza, ze
zmena tejto konstanty o 4% by viedla k tomu, Ze by sa vo hviezdach pri fizii netvoril uhlik.
A teda zivot zaloZeny na uhliku by nemohol existovat v takom svete. Dokonca sa uvadza, zZe

11
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ak a > 0,1, tak by Coulombické odpudzovanie zabrénilo akejkolvek nukledrnej fuzii. Clovek by
si pomaly aj zacal mysliet, Ze nieco na tom antropickom principe je.

Jakub Kocdk
jakub@fykos.cz

Uloha L.E ... Ohni to, neohybej to! 8 bodti; priimér 4,24; feilo 66 studentii

Zmeérte vzdalenosti vrypi na difrakcni folii pomoci svétla ze tiech riiznobarevnych LED-diod.
Karel rozfofroval rozpocet.

Teorie

Dopada-li svétlo na miizku, dochéazi k difrakci. Protoze difrakci pozorujeme ve vzdélenosti [ vel-
ké vzhledem ke vzdélenosti vrypu d na mifizce a velikosti osvétlené ¢asti miizky, muzeme uzit
aproximace, ze paprsky dopadajici do daného mista na stinitko jsou rovnobézné. Dle obrizku 1
plati
A
sina = —. (3)

d

Aby v misté na stinitku uréeném dhlem « (viz obrézek 2) doslo ke konstruktivni interferenci
(a bylo v tomto misté tedy lokdln{ maximum a my na stinftku vidéli svétlo), musi byt drdhovy
rozdil A roven celo¢iselnému néasobku vinové délky A, tedy

A=k\ keZ,

odkud jiz dostaneme podminku pro maximum

kX

s = —. 4
sin a d (4)

Obdobnym zptsobem bychom dostali podminku pro minimum (pro které musf byt drdhovy roz-
dil roven lichému nasobku poloviny vlnové délky). Minima vSak v nasem experimentu detekovat
nebudeme.

Obr. 1: Difrakce na mtizce, svétlo dopada zespodu kolmo na mtizku, pozorujeme pod thlem a.

Budeme mérit polohu maxim na stinitku, nikoliv tthel. Z obrazku 2 plyne

sina = _r (5)

12
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Z rovnic (4) a (5) pak vyjddiime vzdélenost vrypu na difrakéni f6lii

kAvz? + 12

d= 6
i (6)
krabice LED  Stérbina folie stinitko
_ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,/:,:,},5 ,,,,,,,,,,,,,,

Obr. 2: Usporadéani experimentu, za stinitkem je schematicky zndzornén ocekavany pribéh
intenzity.

Dosud jsme uvazovali, ze difrakéni félie je rovnobéznd se stinitkem. To se ndm vsak v praxi
naprosto presné nepodari. Jestlize stinitko oto¢ime, obraz na ném se zdeformuje tak, ze na
jedné strané budou maxima blize, na druhé déle. Jestlize je ihel maly, budou rozdily mensi.
Uvazujme, ze stinitko svird s osou félie tihel 8 (v idedlnim pripadé 8 = 90°). Pak dle sinové
véty a za vyuziti vlastnosti funkce sinus plati

T l l

sina sin(180° —a—3)  sin(a+ B)

Tento vztah bychom méli pouzit misto vztahu (5). Dale uvazujme nad tim, co se stane, nebude-li
naopak félie rovnobézna s osou, ale bude s nf svirat tihel v (v idedlnim pripadé v = 90°). Uva-
Zujme zdroj svétla v nekone¢nu (resp. tak daleko, aby vzdalenost zdroje od félie byla mnohem
vétsi nez vzddlenost vrypl na félii). Pak svétlo, které v dany okamzik opustilo zdroj, dorazi
na nékteré ¢asti félie diive, na nékteré naopak pozdéji. Potom se drdhovy rozdil pii pruchodu
dvéma sousednimi otvory miizky zvétsi o dcosy a mizeme upravit vztah (3) na

. A
sina +cosy = —.

d
Pak mizeme vyjadrit vzdélenost vrypt na difrakéni folii
kX
d= z sin 3

vV x2+12 -2zl cos B T cosy
pri¢emz pro 8 = v = 90° samozfejmé dostavame vztah (6). JelikoZ jde o pomérné slozity vyraz,
budeme déle predpokladat, ze félie i stinitko jsou na osu dokonale kolmé.
Uvahou vyse jsme zjistiti polohu minim a maxim, nedokdZzeme vsak jednoduSe zjistit za-

vvvvvv

zminime, Ze se pro 8 = v = 90° d4 popsat vztahem

i 2 Si 2
. mpsina s niNdsina
I _ IO Sin X Sin I — (7)
Tp sin a sin nd sin )

A A
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kde Iy je amplituda, N je poéet otvort na mrizce a p je jejich sitka. Prvni zdvorka (tzv. otvorovy
faktor) popisuje difrakci na otvoru $itky p (tedy na jednom otvoru miizky). Druhd zdvorka
(tzv. mrizkovy faktor) pak popisuje interferenci zafeni z N otvoru vzddlenych d. Graf této
funkce po dosazeni vztahu (5) uvddime na obrazku 3.

T T T T 1 T T T T
cervena

zelend
modrag -

| L
L 1 NP e ke

-0,2 -0,15 -0,1 —-0,05 0 0,05 0,1 0,15 0,2
T

AR

m

Obr. 3: Teoretickd zavislost intenzity na poloze na stinitku pro vsechny tii vinové délky
koherentniho svétla, vzdalenost félie od stinitka 20 cm, pocet vrypu N = 10, periodu
miizky d = 1,1 ym a sifku otvoru v mfizce p = 0,55 pm.

Doted jsme ptedpoklidali, ze svétlo, které pro experiment pouzivime, je koherentni. Ze
tomu tak Uplné neni, ukdzeme, vypocitdme-li koherentni délku, tedy takovou vzdalenost, na
které muzeme zareni povazovat za koherentni, jako

)\2
=0
kde A\ je tzv. polo§itka ¢ary (tedy sifka v poloviné vysky). V ndvodu byly zaddny vlnové
délky s nejistotou 15 nm. Odhadneme-li polositku na A\ = 30 nm, dostaneme napf. pro zelenou
barvu o = 11 um, coz je vzddlenost 10 vrypt na pouzité mrizce. Osvétlime-li vrypa vice (pocet
osvétlenych vryplt budeme omezovat $térbinou), pak spolu bude interferovat vzdy jen svétlo
z nékolika otvoru vedle sebe, u zbytku dojde pouze ke s¢itani intenzit. Muzeme si predstavit,
Ze Sirokd Stérbina pfedstavuje mnoho stérbin vedle sebe, vzdy o kousek posunutych. Svétlo
z kazdé této malé stérbiny bude koherentni a po prichodu miizkou vytvori difrakéni obrazec,
z kazdé $térbiny o kousek posunuty. Naopak zéreni z ruznych stérbin koherentni neni, proto se
tyto obrazce prosté se¢tou (seCtou se intenzity), coz vzhledem k tomu, zZe jsou séitané obrazce
navzajem posunuté, zpusobi rozsifeni maxima na stinitku a prakticky zénik (resp. splynuti)
maxim s nizkou intenzitou viditelnych na obrazku 3.

le
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Rozsiteni ¢ary na stinitku se dd snadno vysvétlit také tim, ze svétlo vychazejici z LED diod
nenf z principu monochromatické (coz samoziejmé s tvrzenim vySe tizce souvisi), tedy obsahuje
ruzné vinové délky. Razné vinové délky pak maji difrakéni maxima v razné vzdalenosti.

Meéreni

Nyni jiz k samotnému usporadani experimentu, které je vyobrazeno na obrazku 2. Vsechny
tri diody byly pfipevnény pod sebe na nepdjivé kontaktni pole, které bylo prilepeno na jednu
vnitini sténu krabice. Na opac¢né strané byl v krabici otvor s tizkou svisle orientovanou stérbinou
(dvé vedle sebe prilepené ziletky), za kterou byla prilepena difrakéni félie, pfi¢emz vrypy v ni
byly orientovany svisle. Diody byly pouzivany vzdy po jedné, bez rezistoru a napéjeny zdrojem
konstantniho proudu 20mA, coz je maximéln{ proud, ktery muze dle ndvodu dlouhodobé tim-
to typem diod protékat. Difrakéni obrazec byl promitadn na bilé stinitko opatfené pravitkem.
Obrazec byl fotografovan, pricemz v mistnosti byla tma.

P1i experimentovani bylo tieba vyzkousSet optimdlni sifku Stérbiny. Prilis uzkd stérbina
znamend malou intenzitu na stinitku. Pfi velmi malé sifce stérbiny bychom navic pozorovali
i difrakci na ni, coz je v nasem pripadé nepatiicné. Pokud je stérbina naopak prilis Siroka,
difrakéni prouzky se rozsifuji a maxima intenzity nejsou tak ostrd, nalezeni stfedu prouzku je
pak méné presné, a tedy nejistota polohy maxima roste. Také bylo i pri pohledu okem patrné,
ze svétlo vychazejici z LED neni monochromatické, protoze po prichodu miizkou se na stinitku
v pripadé modré LED objevila i zelend barva, v pripadé zelené barva Cervena.

Fotografie byla nésledné zpracovana v programu Matlab!! Nejprve byl od fotografif odeéten
¢erny snimek (tedy takovd fotografie, kterd byla pofizena za stejné expozice, ale s vypnutym
zdrojem svétla), aby bylo mozné eliminovat svétlo nepochazejici z LED. To se ukdzalo nutné
zejména u zeleného svétla, u kterého bylo vzhledem k malé intenzité tfeba pouzit expozicni Cas
v fadu desitek sekund. Nésledné byl obrazek preveden do stupnu Sedi a byly odecteny hodnoty
pixelt podél zadané tsecky, na které byl vidét difrakéni obrazec. Z fotografie pofizené za svétla
byla v pixelech odectena délka pravitka zndmé délky, ¢imz byla kalibrovana délkova osa. Timto
byla zjisténa intenzita podél obrazce, resp. presnéji Feceno néjakd bezrozmérnd veli¢ina (déle
ji nazyvejme intenzitou), kterd je na intenzité zavislad. Poté jiz bylo mozné vykreslit zdvislost
intenzity na poloze na stinitku (graf na obrazku 5) a odecist polohy difrakénich maxim, coz bylo
kvtli eliminaci Sumu provedeno pomoci prolozeni polynomem druhého stupné v okoli maxima
a nasledné uréeni maxima tohoto polynomu.

Kromé vlastnoru¢né napsaného skriptu pro Matlab je mozné pouzit i jiz hotové feSeni,
napft. volné dostupny program ImageJ'?, ktery umi mj. vykreslit profil intenzity podél zadané
tsecky a data ulozit pro dalsi zpracovani, viz obrazek 4.

Graf na obrazku 5 kon¢i prvnim difrakénim maximem, protoze dalsi maxima nebyla vidi-
telna.

VInové délky pouzitych zdroju svétla (LED diod) zndme, v pripadé cervené LED je to (623+15) nn
pro zelenou (572 £ 15) nm a pro modrou (470 £ 15) nm.

Meérili jsme vzdalenost maxim prvniho fddu od maxima druhého radu, coz jsou pro kazdou
zpracovavanou fotografii (pro danou vlnovou délku A a danou vzdélenost stinitka od miizky [)

1174jemci si skript pro Matlab véetné ukdzkovych fotografii mohou stahnout na http://fykos.cz/rocnik27/
1-e.zip. Po drobnych tpravidch by mél jit spustit téz v Octave. Do skriptu je tfeba vlozit jména soubori
s fotografiemi, polohu difrakéniho obrazce na nich a délku méritka v pixelech. Po spusténi nacte obrazky,
najde maxima, vykresli profil intenzity a vypocitd vzdalenost vrypt na f6lii véetné nejistoty.
2http://rsbweb.nih.gov/ij
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Obr. 4: Pomoci programu ImageJ je mozné vykreslit prubéh intenzity podél zadané tsecky.

dvé hodnoty — x1 a x2. Z kazdé z nich bylo nasledné mozné vypocitat vzdalenost vrypu di,
resp. dz2. VSechny tyto hodnoty uvadim v tabulce 1.

Tabulka 1: Nameérené a z nich vypocitané hodnoty.

A l T1 T2 di d2
nm mm mm mm pm pm

470 +£15 15043 694+1 714+1 1,12+0,04 1,10+0,04
470+£15 20043 9341 9141 1,11+0,04 1,13+0,04
470+£15 25043 117+1 116+1 1,11+004 1,1240,04
572415 150+£3 934+1 9241 1,0940,03 1,09+0,03
572415 20043 12141 118+1 1,1140,03 1,13+0,03
572415 250+3 15541 156+1 1,0940,03 1,08+0,03
623415 150+£3 1034+1 102+1 1,1020,03 1,11+0,03
623+15 20043 1404+1 13641 1,09+0,03 1,11+0,03
623415 250+£3 1704+1 1714+1 1,114+0,03 1,10+0,03

Nejistoty méreni

Nejistoty vinové délky méme zadané na A\ = 15nm.

Vzdalenost [ difrakéni félie od stinitka byla méfena pravitkem, nejistotu odhadneme na Al =
= 3mm.

Pokud bychom polohu difrakénich maxim urcovali pouhym okem, byla by jeji nejistota
pomérné velkd, zavisela by na Sifce Stérbiny (pfi Siroké $térbiné bude prouzek Siroky a stied
se bude hledat obtizné) a vzdédlenosti f6lie od stinitka. Protoze jsme vSak pomoci fotoaparatu
zmérili profil intenzity, muZzeme maxima najit mnohem piesnéji. V nasem piipadé bychom
odhadli nejistotu na Az = 1 mm.

Z vyse uvedenych byla nejistota typu B (tedy nejistota zpusobend napf. nepfesnosti pouzi-
tych méfidel) vypoéitdna (a uvedena u veli¢in dy a d2 v tabulce 1) pomoci zédkona $ifeni nejistot
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Obr. 5: Zméfend zavislost intenzity na poloze na stinitku pro vsechny tfi barvy LED a pro
vzdéalenost félie od stinitka 20 cm.

jako

ad\ 2 ad\ 2 ad\?
ABd_ﬂmm) s (224 (a022)"

Daéle budeme uvazovat Apd = 0,04 ym.

Protoze bylo zpracovano 9 snimki, dostali jsme 18 ruznych hodnot d. Z téchto hodnot byla
vypocitana vybérova smérodatna odchylka aritmetického priméru. Po vynésobeni Studentovym
koeficientem dostdvame nejistotu typu A Aad = 0,01 ym.

Nakonec vypocteme vyslednou nejistotu

Ad = \/(Aad)® + (Apd)® = 0,05um .

Diskuse vysledkii

vvvvv

pro¢ byla viditelnd pouze maxima prvniho fddu. Dle vztahu (4) musi platit kA < d (funkce
sinus je vzdy mensi nebo rovna 1, nicméné hodnota 1 by znamenala pravy thel, coz na stinitku
nezachytime), coz pro zméfenou hodnotu d a zadané vinové délky cerveného a zeleného svétla
plati pouze pro k = 1. Pro modrou barvu je pfipustné i k£ = 2, nicméné maximum druhého raddu
téz nebylo viditelné. Ve vztahu (7) uréuje intenzitu maxim druhd zavorka. Dle velikosti otvoru
v difrakéni mrizce se miize stat, ze tento ¢len bude v misté maxima ¢lenu prvniho nulovy, pak
by cely vyraz byl nulovy, a tedy maximum by v daném misté nebylo. Také se muze stét, ze
intenzita bude tak mald, ze maximum nebudeme schopni detekovat.
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Srovname-li teoretickou zavislost intenzity na obrazku 3 a namérenou na obrazku 5, objevime
nékolik rozdild. Jednim z nich jsou chybéjici malda maxima. Pro vypocet teoretické zavislosti byl
pro nazornost pouzit pocet vrypu N = 10. Ve skutecnosti vSak bylo vzhledem k sifce Stérbiny
asi 0,5 mm osvétleno asi 500 otvoru. Se vzrustajicim poctem otvoru intenzita téchto maxim klesé
(z&jemci si mohou zkusit vykreslit vztah (7) pro rizné parametry). Druhym rozdilem je rozdilnd
intenzita maxim prvniho fadu pro ruzné vlnové délky. To je mozné pripsat zptsobu zdznamu
a nasledném zpracovani. Maxima nultého rddu neméla po zpracovani stejnou intenzitu, coz bylo
zpusobeno rozdilnou svitivosti jednotlivych diod, a tedy nutnosti pfizpusobovat expozi¢ni cas
(pfi¢emz nebylo mozné jednoduse trefit takovy, aby byla intenzita stejnd).

Zavér
Pomoci analyzy fotografii difrakénich obrazcu byla zméfena vzdalenost vrypu na difrakéni f6-
lii d = (1,11 =+ 0,05) um.

Komentar k doslym resenim

Nejcastéjsi chyba v doslych fesenich bylo Spatné zaokrouhlovani. Nejistota vysledku by méla
byt zaokrouhlena na jednou platnou &islici, je-li prvni platnd ¢islice 1 (popf. nékdy i 2), pak na
dvé platné cislice. Podle nejistoty se pak zaokrouhli i stfedni hodnota. Néktefi fesitelé uvedli
vysledky s pfesnosti na pikometry (1 - 10712 m). U experimentalnich tloh stile se opakujici
chybou bylo téz nepopsani znaceni fyzikalnich veli¢in.

Casto Fesitelé té7 chybné pouzili aproximaci sin @ /&~ tg «v, prestoze spravné dodali, ze plati
jen pro malé thly «. Uhly prvnich maxim byly asi 25°-35°, coz rozhodné nemiizeme povazovat
za maly. Nikdo z téch, kteri tuto aproximaci pouzili, tak nedostali spravny vysledek, ackoliv
méli naméfené spravné hodnoty.

Mnoho fesiteld si neuvédomilo, ze méreni je vhodné nékolikrat opakovat pro jiné hodnoty
veli¢in, které mizeme ménit. Pfi tomto experimentu to byla vzdalenost stinitka od félie, kterd
sla (pri dostateéné tmé) ménit ve velkém rozsahu, ¢imz bylo mozné ziskat vice hodnot a vyloucit
tak chyby pfi nékterych métenich. U této tlohy bylo velmi vhodné mérit vzdalenost obou maxim
1. fadu od maxima 0. fadu, ¢imz bylo mozné vyloucit chybu vzniklou nerovnobéznosti difrakéni
félie se stinitkem, coz bohuzel mnoho fesitelu téz neudélalo.

Velmi casto jsme se pri opravovani setkali téz s tim, zZe nebyl dostatecné nebo viibec popsan
pozorovany jev, tedy difrakce (v nékterych feSenich se slovo difrakce dokonce ani nevyskytovalo),
a nebyly vibec diskutovany nejistoty méreni.

Malé rada na zavér — obrazek nejen vydd za celé odstavce textu, ale Casto i pomuze pri
vypoctu.

Tomds Pikdlek
pikos@fykos.cz

Uloha L.S ... relativisticka 6 bodt; priumér 4,10; FeSilo 81 studentii

a) Kvantovou gravitaci potifebujeme jen pri studiu velmi malych vzdélenosti, kdy jsou gravi-
tacni sila a kvantové efekty rovnocenné. Gravitacni silu charakterizuje gravitacni konstanta,
kvantovou mechaniku Planckova konstanta a specialni teorii relativity rychlost svétla. Na-
jdéte hodnoty téchto konstant v tabulkach a zkuste z nich vzajemnym nasobenim a umoc-
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niovanim ziskat veli¢inu s jednotkou délky. Tak ziskate délkovou skalu, na které je relevantni
gravitace a kvantova mechanika soucasné.

b) Ukazte, ze provedeme-li specidlni Lorentzovu transformaci (tj. prejdeme do systém pohybu-
jicimu se vii¢i ptivodnimu rychlosti v ve sméru osy z")

0 1 0 1
o _ T — T 1 trtuw 2 2 3 3
'/I“HOV - b "EHOV - b IHOV - '/:U b IHOV - '/1“ b

v 2 v 2
1-(2) 1-(2)
potom se hodnota c¢tyrintervalu nezméni.
¢) Vzpomeiite na definici &tyfintervalu a polozte Axz® = Axz* = 0. Mdme pak

(As)® = — (Ax0)2 + (Aml)z .

V jaké &ésti roviny (Axo, Aml) je ctyfinterval (As)? zaporny a kde kladny? Jak vypada
kiivka definovand (As)? = 07

a) Abyste ulohu vyfesili, sta¢i védét prislusné rozméry konstant; jejich ¢iselné hodnoty si dohle-
date pozdéji'®> Mame gravitacni konstantu [G] = kg™ '-m®.s™2, Planckovu konstantu [h] =
= kg-m2-s~! a rychlost svétla ve vakuu [c] = m-s~! (hranaté zavorky znaéi jednotky danych
konstant).

Thned si muzeme vSimnout, ze kilogramy figuruji jenom v G a h. Proto pokud chceme
kilogramy vyfadit, musi byt nutné vysledek v mocninich [Gh] = m®s~3. Pro vyfazeni
sekund je potieba Gh vydélit rychlosti svétla na tiet. Pro rozmér v metrech veli¢inu Gh/c?

odmocnime a ziskavame
,/G—f =4,05-10"%m.
c

V teoriich kvantové gravitace se mnohdy vice hodi takzvana Planckova délka ¢p definovana
analogicky jako nase délka jen pomoci redukované Planckovy konstanty i = h/2x.

b) Chceme spocitat ¢tyFinterval mezi néjakymi dvéma obecnymi prostorocasovymi body (udé-
lostmi) x a y v inercidlnim systému soufadnic. Definujeme-li vektor Ax = x — y, jeho
Ctytinterval pak vypada takto:

(A8)? = — (A2%)® + (As")* + (Aa?)* + (Aa?)

Pokud transformujeme polohy udalosti x a y podle predpisu v zadani, dostaneme pro jeho
slozky po transformaci

2

Az® — ZAg?
Az, = ————
xnov - ’
_ w2
c2
1 Azt — %Awo
A‘I’,nov = > )
v
1=
2 2
Azho, = Az,
3 3
Az, = Az” .

3 Pokud byste konstanty nasli v jingch jednotkéch, nezapomeiite, ze J = kg-m?-s~2 a N = kg-m-s~ 2,
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Az®
Az’ = Ag?
11
111 I )
Az
v
Az’ = —Ax?

Obr. 6: Graf roviny (Az', Az®) s vyznaenjm Fesenim (As)? =

Je tedy vidét, ze rozdil polohovych vektori se transformuje stejné jako vektory samotné.
Transformacni vztahy dosadime do nového ¢tyfintervalu a upravujeme:

(Asnov)2 == (Axnov

)+
- T |- (a0 - 2as + (80" 4 (a)°
| ( )+ (art - fant)

c2

- |

2

2
U (804 (a0) - <Aw1>2} + (Aad)” + (Ba8)°

c2

= — (A2 + (Az')? + (Az?)? + (Az?)’

kde jsme po dosazeni rozepsali mocniny v hranatych zavorkach, odecetli odpovidajici ¢leny
a vytkli a pokratili 1 — v?/c?. Ziskali jsme tedy pozadovanou invarianci &étyfintervalu pfi
specidlni Lorentzové transformaci

(Asnov)® = (As)?

Za¢néme nejdifv polozenim (As)? = 0. Pak miizeme zkoumat znaménko na riznych stranéch
krivky
0=— (Aﬂco)2 + (A:c1>2 = Az’ =+Az! ,

coz definuje jednu p¥fmku se smérnicf 1 a druhou —1 v roviné (Az', Az®), jako je vidét
na obrazku 6. Tyto dvé piimky znaci udalosti propojené s pocatkem Césticemi cestujicimi
rychlosti svétla.

20
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Zpéatky k prikladu, na obrazku 6 jsou vyznacené oblasti I, IT, IIT a IV. Je jasné, Zze v nich bude
znaménko (As)2 konstantni, protoze neprochdzi nulou (to prochdzi jenom na nakreslenych
pifmkach). V danych oblastech snadno zjistime, ze plati

I: (Ax1)2 > (Amo) ,
I : (Aml)z < (Aazo)2 ,
mr: (Az')” > (Az)?,
Iv: (Aw1)2 < (Am0)2

Vzhledem k definici &tyfintervalu je jasné, #e v oblastech T a III (JAz°| < |Az'|) bude
¢tyfinterval kladny. Vektorim posunuti mezi udalostmi, pro které je ¢tyfinterval kladny, se
tika prostorupodobné, protoze se mezi danymi udélostmi nelze dostat mensi nez svételnou
rychlosti, a tudiz pro nikoho nepfedstavuji dvé udédlosti na jeho vlastni ¢asové ose.

Naopak v oblastech IT a TV (|Az°| < |Ax'|) je étyfinterval uréité zaporny. Témto vektorfim
mezi udélostmi se ik casupodobné, protoze dané udalosti Ize v principu spojit cestovanim
podsvételnou rychlosti, a tudiz to mohou byt udalosti pozorované jednim pozorovatelem na
jeho Casové ose.

Vojtéch Witzany Miroslav Rapcdk
witzanyv@fykos.cz miro@fykos.cz

Serial: Akéni

V minulém dilu jsme si predstavili problémy se sjednocenim interakci a formulaci teorie kvantové
gravitace. Seznamili jsme se se zdkladnimi pojmy teorie relativity jakozto teorie gravitace. Také
jsme si Tekli, ze teorie strun je, zd4 se, doposud jedinou znamou konzistentni teorii, kterad
m3é potencial popsat vSechny interakce a Castice. Teorie strun je kvantovou teorii relativistické
struny, tedy jednorozmeérného objektu pohybujiciho se v prostorocasu.

Nez zacneme mluvit o této slozité teorii, musime nejdriv uvést jazyk, ve kterém je budovana.
V tomto dile si povime néco o variacnich principech, které zahrnuji i takzvané ,zdkony kosmické
lenosti“. Ukazuje se totiz, ze priroda v mnohych okamzicich koné co nejméné akce, nebo tak to
alespon formulovali osvicensti fyzici. Co to ale presné znamena? A je to zcela obecné pravda?
O tom se dozvite v nasledujicim textu.

Retéz v podivném tidoli
Pfedstavme si kulicku, kterd se nachdzi ve zvlnéné krajiné popsané vyskovou funkei V(z) jako
na obrazku 7. Kulicka se mize nachazet v rovnovéaze, lezi-li na rovince. Matematik by rekl, ze
vyska terénu musi v daném bodé byt staciondrni — derivace (neboli sklon) vysky V'(z) musi
byt v daném bodé nulova.

Kromé plochych oblasti nastavd podminka stacionarity v lokdlnich minimech nebo maxi-
mech funkce V(z) (tj. na vrchu kopce nebo v nejniz$im bodé tdoli) nebo v tzv. sedlovych
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V(x)

T

Obr. 7: V¥ska zvinéné krajiny V (z) v zévislosti na z. Sedé puntiky oznacuji mista, kde je
derivace nulova (V'(z) = 0) a kde mutze kulicka nehybné stat.

bodech, které odpovidaji plosiné, jako mé napiiklad funkce V(z) = 2® v nule. (Pfesvédéte se,
ze zde mé funkce nulovou derivaci, a jde tedy o stacionarni bod.)

Podobné tvahy dost moznd znate s funkei V' (z) jakozto potencidlni energii, kde jeji derivace
—V'(z) (spad) odpovid4 sile pifslusného pole. Potencidln{ energie je obecné funkei polohy a jejf
rozdil mezi dvéma body O a P uréuje energii, kterou dané silové pole (t¥eba gravitacni) preda
Castici, pokud se presune z O do P. Nulova derivace potencidlni energie znamend nulovou silu,
a tudiz lokaln{ rovnovdhu ¢astice (nulova sila znamend nulové zrychleni, a tedy moznost klidu).

Y

T

Obr. 8: Tvar fetizku y(z) v homogennim gravita¢nim poli a jeho variace.

Doted jste se mozna nedozvédéli nic zas tak nového, ale zkuste premyslet nad nasledujici
tlohou: méte idedlni fetizek konstantni délky [ a povésite jej mezi body A a B v homogennim
gravitacnim poli. Potencidlni energie hmotného bodu v tomto poli je ddna vztahem V (z,y) =
= mgy. Uvazujme Tetizek, jehoz tvar je popsany funkci y(x) (viz obrazek 8). Rozdélime-li
nas retizek na malé elementy délky ds, bude potencidlni energie elementu v bodé y(z) rov-
na dV (x) = ogy(z)ds, kde ¢ je hustota Fetizku a g tihové zrychleni. Otdzka zni: jaky bude tvar
fetizku v rovnovaze?
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Mohli bychom nyni dlouhosahle pocitat sily, které na retizek pusobi, a pak se je pokouset vy-
rovnavat a zjistovat tvar fetizku. Muzeme si ale vzpomenout na predchozi odstavce a prosté rict:
fFetizek se usporadd do tvaru y(x) tak, aby mél minimdlni celkovou potencidlni energii V(y(z)).
14 Celkovou energif minime soucet energif viech kousi¢ku Fetizku. Pokud je Tetizek dostateéné
jemny, muzeme vyscéitani prispévku jednotlivych ¢lankia k celkové potencidlni energii nahradit
integralem pres jeho délku. Pro ty, ktefi nejsou na integraly zvykli, je na internetu mnoho tex-
1, nebo si stadi pre¢ist prislusnou ¢ast z textu ke tfeti sérii 24. roéniku naseho seridlu. Rikdme
tedy, ze

B
Viy(e)) = / ogy(x) ds ®)
A

je minimélni pro stabilni tvar y(z). Minimalizovat musime vSak pii zachovdni délky fetizku
a uchyceni na koncich.

Matematik se na nasi formulaci zb&zné podiva a ¥ika: to znamend, Ze integral v rovnici (8)
musi byt nutné staciondrni. Co to ale znamena? Ze jakdkoliv nekoneéné mala vychylka od
rovnovazného rozlozeni y — y + 0y (viz obrazek 8) zachovdvajici délku Fetizku a uchyceni na
koncich nezméni hodnotu celkové potencidln{ energie z rovnice (8).

To ndm ale jako fyziktim dava smysl, protoze zatimco u ¢astice v potencidlu nekone¢né maléd
vychylka dx z rovnovazné polohy zpusobi nekoneéné malou zménu potencidlni energie imérnou
jejimu sklonu V'(z), néco podobného se dé&je i tady, jen v mnohem obecngjsim duchu. Misto
malé zmény potencidlni energie V(z+dz) ~ V(z)+V’(x)dx mdme takzvanou variaci 61 celkové
potencidlni energie V(y(x) + dy(z)) = V(y(x)) + V.

Kdyz se ovsem znovu podivime na obrazek 8, prijde ndm divné, ze by se potencidlni energie
pri variaci dy(x) neménila vibec — stejné jako se pri malé vychylce doopravdy trochu méni
ve stacionarnich bodech i funkce V(z) na obrdzku 7. Pravda je takovd, Ze ve staciondrnich
bodech se potencidlni energie V() i celkova potencidlni energie V(y(x)) nemén{ az na nekonecné
malé veliciny vyssiho rddu. Pozadavek §Y = 0 do prvniho fadu presnosti je tedy matematicky
preciznéjsi formulaci stacionarity.

Podminky na nulovou variaci 6V nakonec vedou na tplné stejné podminky rovnosti urcitych
vektort v kazdém bodé, jako bychom dostali pri tivahach nad silovym ptisobenim v fetézu. To
se ndam povedlo bez nutnosti slozitého analyzovani sil. Potvrzuje se tak spravnost naseho tvrzeni
o minimalizaci celkové potencidlni energie.

Kiivee y(x), kterd minimalizuje integril (8), se k4 od této slavné dlohy fetézovka a jedna
se o soucet dvou exponencidl symetricky okolo stfedu fetézu téz zndmy jako hyperbolicky kosi-
nus. Muzete ji nalézt ve tvaru opravdovych provésenych retézti nebo i v prirodé, napriklad na
provésenych vldknech pavuciny.

Abychom si to tedy zrekapitulovali, v minulé ¢asti textu jsme ukdzali, ze pokud si od-
vodime néjaky fyzikdlni{ princip minima nebo maxima napiiklad pro bod, bezrozmérny (0-
dimenziondln{) objekt, s trochu opatrnosti ho mizeme lehko rozsffit i na mnohem obecnéjsi
pripady, jako je fetizek nebo struna — 1-dimenzionalni objekt s nekone¢né mnoha body.

Vyhoda daného pristupu je v tom, ze se prilis nemusime zabyvat néjakou fyzikou sil atp.,
kterd je s problémem spojena, ale miuzeme rovnou formulovat princip celkového maxima nebo
minima s néjakymi dodatecnymi podminkami, jako je pevnd délka fetizku. Fyzikdini rovnice
pak ale ziskdme zpétné z podminek nulové variace minimalizované nebo maximalizované veli¢iny
okolo teseni problému!

4 ysimnéte si, Ze je celkova energie funkei funkce y(z), tj. kazdé funkci y(z) popisujici tvar Fetizku prifadi
¢islo. Takovym objektiim matematikové rikaji funkciondly.
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Tento zptsob ,hadani* fyziky se muze zdat dost divny u klasické mechaniky, kde nam sily
prijdou intuitivné ziejmé. Ve zkoumani tplné nové fyziky, kde mechanickd intuice uz davno
selhava, se ale jednd o Uspésnou a Casto pouzivanou metodou formulovani novych teorii.

Nejmensi, nejvétsi, nejlepsi
Principy minima a maxima uhranuly matematiky a fyziky pocinaje zacatkem 18. stoleti. Ne,
ze by predtim nebyly takové principy znamy, ale osvicensti matematici méli tendenci je hle-
dat vsude. Napriklad filozof, matematik a spoluvynélezce integrilniho a diferencidlniho poctu
Gottfried Wilhelm Leibniz tvrdil, Ze nas svét je ten nejlepsi z nekone¢ného poc¢tu moznych
svétd, kde dobro je maximalizovdno a zlo minimalizoviano. Jiny matematik, Leonard Euler,
kterého budete nejspis znat diky Eulerovu ¢éislu e, tfeba v jedné své praci tvrdil, Ze ,,nemuze
byti. .. nejmensi pochybnosti, ze veskeré ucinky ze Vsehomiru lze dovoditi jak metodou maxim
a minim, tak z pusobeni pri¢in.“

Citovat bychom mohli jesté dlouho, ale pojdme se podivat na nejstarsi principy maxim
a minim, kterym budeme fikat jednim slovem extremdini nebo téz wvariacni. Princip, podle
kterého se da odvodit zadkon odrazu a lomu paprsku svétla, byl pouzivan v riznych obdobéch
uz od pocatku naseho letopoctu a definitivné jej formuloval v 17. stoleti Pierre de Fermat. Tento
Fermatuv princip prosté tvrdi, ze svetlo cestuje po drahdch, které ho mezi kaZdymi dvéma body
dopravi za nejkratsi dobu.

Cas T spotfebovany na cestu paprsku mezi body M a N lze také prepsat jako

n N N
T:/ dtz/ ﬁds:l/ nds,
i v ds ¢ Ju

kde n = ¢/v je index lomu optického prostfedi v daném bodg, ¢ rychlost svétla ve vakuu, a kde
jsme pfi Gpravé vyuzili skutecnosti, ze
_ds
V=g

Pravda je ovsem takova, ze v nékterych specidlnich pripadech se svétlo pohybuje i po dréze
s mazimdlnim Casem. Takze obecné plati, ze se svétlo pohybuje po drahach s extremalnim
casem, neboli po drahdch s nulovou variaci doby potrebné k uraZent, jak to nyni formulujeme
v souladu s predchozi ¢asti textu.

Pokud je rychlost svétla v néjaké oblasti konstantni, je jasné, ze paprsky nebudou délat
zadné zatacky, ale ze se bude pohybovat po nejkratsich spojnicich mezi body — primkach. Nyni
si ale odvodime, co se stane, pokud paprsek dopadne na rozhrani dvou prostiedi.

Zvolime si dva body A a B, jeden v optickém prostiedi s indexem lomu n; a druhy v pro-
stredi s indexem lomu ns jako na obrazku 9. Vime, ze v kazdém prostredi zvlast se bude svétlo
pohybovat po pfimce a na rozhrani muze tedy pouze zménit smér. Vzhledem k tomu, ze bo-
dy A a B jsou pevné, jediny volny parametr je vyska x, ve které paprsek dopada na rozhrani.
Vyjadrime si dobu T, kterou draha z bodu A do B zabere, za pomoci rychlosti v1, v2 a drah d;,
d2 v prvnim, respektive druhém prostiedi .

T(x) = ”;W SR 7;;)2 i )
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Obr. 9: Nékres lomu paprsku.

kde jsme pouzili Pythagorovu vétu pro vypocet vzdalenosti di a d2 s pouzitim znaceni vzda-
lenosti z obrazku 9. Podminka pro extrém doby 7'(z) je nulovd derivace podle z, takze kdyz
rovnici (9) zderivujeme, ziskdvdme podminku na x

T 1 l—z

1
0= L _ 1 , 10
V1 /x2+a2 (%) (l*$)2+b2 ( )

Pokud si navic uvédomime, ze
T l—x

—, sint = —Y—/——,
Va2 +a? (I—2)2+b2

pak po tpravé rovnice (10) pouzitim definice ny 2 = ¢/v1,2 ziskdvdme zndmy zdkon lomu

sind =

n1sin 1 = no sin Ys.

Zakon lomu je dobfe ovérend skutecnost, na jehoz principu napiiklad funguje vétsina klasickych
optickych pristroju, a proto vidime, ze variacni principy maji uplatnéni nejen ve statice, ale
1 v dynamice, tj. v ¢asovém vyvoji.

To je podstatné méneé intuitivni skutecnost, protoze nas nuti si klast otazky typu: jak paprsek
vi, Ze bude nardzZet na rozhrani nebo Ze bude potrebovat dorazit do bodu B? Odpovéd samoziejmeé
zni, Ze to paprsek prosté nevi a védét k takovému chovani nemusi. Fermatuv princip ndm rika,
ze pokud body A a B prochéazi néjaky paprsek, tak bude mit urcité takovyto tvar. Neni to
primy zpusob, jak predvidat vyvoj jednotlivého paprsku, kdyz jesté nevime, kde skonéi (bod B
predem nezndme). Fermattv princip je obecné tvrzeni o pfirozenosti paprski, ze kterého lze
pak okamzité zdkony chovani jako zdkon lomu odvodit. Obdobné to bude platit i pro dalsi
principy, které nyni uvedeme.

T¥i, dva, jedna — AKCE!

Vsichni zname Newtonovu klasickou mechaniku, podle které se hmotné body pohybuji vlivem
sily F(t) po trajektoriich x(t), které jsou Fesenim druhého Newtonova zdkona

d%x

F=ma=m-~>.
ma mdt2
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Dost mozné vas prekvapi, ze osvicensti fyzikové uspéli ve vymysleni extreméalniho principu
i v pfipadé zminénych Newtonovych rovnic. Zatimco u svétla se z trajektorii mezi dvéma body
vybirala ta spravna trajektorie na zdkladé extremdélni doby, u mechaniky je to mnohem hure
pochopitelnéjsi velic¢ina, takzvand akce. Historicky prvni byl Maupertuisiv princip akce, postu-
lovany v 18. stoleti. Maupertuisuv princip tvrdi, Ze suma velikosti hybnosti po délce trajektorie

(akce) je mezi libovolnymi dvéma body minimalni, pokud je energie po celou dobu pohybu

stejna. Tedy integral
B
So = / mu ds
A

m4 urcité nulovou variaci pfi nekoneéné malé variaci dx(t) vedouci na variaci

Tento tvar takzvané redukované akce reprodukuje z podminky na nulovou variaci Newtonovy
rovnice v ¢asové neménnych konzervativnich polich a pouzil jej naptiklad Niels Bohr na zacatku
20. stoleti, kdyz odvozoval kvantovani energetickych hladin vodiku. Opét nemuzeme Fici, jestli
je redukovana akce nutné minimélni, proto pro jistotu fikdme, ze je stacionérni.

Existuje ale i jind, ,neredukovand‘“ akce S, jejiz stacionarita je v ¢asové neproménnych si-
tuacich ekvivalentni se stacionaritou redukované akce Sop, a kterd urcuje trajektorie i v ¢asove
proménnych situacich. Musime ale definovat novou funkci, jejiz integral se po dobu béhu extre-
malizuje, a tou je Lagrangidn (Cti lagranzidn). Lagrangidn je definovany jako rozdil kinetické
a potencidlni energie L =T — V.

Kinetickou energii hmotného bodu o hmotnosti m a rychlosti v vypocteme jako

T = EmVQ.

Jednd se o energii, kterou libovolna sila musela do ¢astice vlozit, aby se urychlila na rychlost v.
a polohy hmotného bodu V(x,t). Jak bylo feceno v prvni ¢4sti textu, je to pravé potencidlni
energie, kterou predéva silové pole castici nebo hmotnému bodu pfi pohybu v prostoru.

Kdyz tedy nyni zname Lagrangidn a jeho vyznam, muzeme zformulovat Hamiltoniv princip
staciondrni akce. Hamiltontv princip tvrdi, Ze pro trajektorii x(t), kterd se nachdzi v Case t1
v bodé P a v ¢ase t2 v bodé Q, je staciondrni nasledujici akce

S= /tzL(x(t),v(t),t) dt.

1

Vidite, ze nyni neklademe pozadavek jen na koncové body trajektorie, ale ¢ na casy, ve kteriyjch
se v dangch bodech P, Q nachdzi. To je prosté dusledek faktu, ze se ndm napiiklad silové pole
miize pod trajektorii ménit a pozice v ruznych ¢asech muze znamenat docela jinou fyzikalni
situaci. Nebudeme vés dlouho napinat a rovnou vam fekneme, Ze z podminky 6S = 0 dosté-
vame Newtonovy rovnice se silou odpovidajici poli potencidlni energie V. Zkusme si i néco
jednodussiho spocitat, treba rovnice plynouci pro volnou ¢astici.
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Variace na svobodné lety

Ukazeme si, jak zkonstruovat akci pro volnou castici a jak z ni odvodime pohybové rovnice
z podminky 0§ = 0. Na volnou ¢astici nepusobi zadn4é sila, a proto muzeme zvolit potencidlni
energii nulovou V' = 0. Do Lagrangianu prispéje proto jen kineticky ¢len a dostavame

to 1
S = / —my(t)*dt.
L 2

1

Nyni provedme malou variaci y(t) — y(¢) + dy(t). Dostaneme

58 = /tlz %m(y(t) +oy(0)? dt — /'2 %mg)(tfdt.

t1

Pokud je ale 6y(t) malé (feknéme o fad mensi nez y(t)), pak je (5y(t))? jiz zcela zanedbatelné
a budeme ho povazovat za nulové. Potom méame

65:/t2%m(y(t)2+2y(t)5y(t)) dt—/2;my(t)th_/:my(t)ay(t)dt.

1 t1

Posledni tipravu, kterou musime provést, je integrace per partest® podle které je

/”fmmwa:fwmua—fmmao—/”fmmwa.

V nasem pripadé dostavame

wzmmwmrﬂmwwo—/ﬁwmwwa:—/ﬁww@ww,

1

kde jsme vyuzili toho, ze ze zadani vime presné pocitecni a koncovou polohu bodu, a proto
je 0y(t1) = dy(t2) = 0. Protoze muze byt dy(t) jinak libovolné, musi platit

i(t) = a(t) = 0,

abychom splnili podminku 6S = 0. Vidime, Ze jsme v tomto jednoduchém ptipadé odvodili
druhy Newtontv zdkon pro bod, na ktery nepisobi zaddna sila (tj. zrychleni je nulové).

Snad jste béhem této kratké ochutnévky z historie a praxe varia¢nich principt okusili ale-
spon ¢ast jejich elegance a moznosti. Zvlasté principy stacionarni akce se béhem historie fyziky
jiz mnohokrat osvédéily a muzeme je snadno rozsitit z dynamiky hmotného bodu na dynami-
ku vicerozmérného télesa jako struny nebo celého tiirozmérného objektu. Zobecnit se princip
stacionarity akce dé zcela obdobné, jako jsme to udélali s principem minimalizace potencidlni
energie a retizkem. To si ale ukdzeme az v pristim dile. Zacneme s akci pro volnou relativistickou

15 Ctenaf, ktery se nespokoji s pouhym uvedenim p¥islusné formulky, mize nahlédnout do libovolné uéebnice
matematické analyzy nebo tfeba na Wikipedii.
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v /7 Vv Vv -3 Ve s
Poradi resitelii po I. sérii
Kompletni vysledky najdete na http://fykos.cz.
Kategorie prvnich rocniki
jméno Skola 12345PES I % =
Student Pilnyg MFF UK 444455 86 40 100 40
1. Jan Preiss G, Lovosice 44334456 33 83 33
2. Matéj Mezera G Havlickuv Brod 44343446 32 80 32
3. Martin Styks G Jana Keplera, Praha 44434282 31 78 31
4. Jachym Bdartik G Havlickuv Brod 42143465 29 73 29
5.—6. Simona Gabrielovd G, Jirovcova, Ceské Budéjovice 4 2133 2 6 6 27 68 27
5.—6. Lucie Hronovd G Brno, t¥. Kpt. Jarose 44234172 27T 68 27
7.—8. Vit Piskovsky G O. Havlové, Ostrava 40414316 23 58 23
7.—8. Premysl Stastny G, Zamberk 4242-236 23 66 23
9. Jozef Liptdk G Tajovského, B. Bystrica 42-25 252 22 61 22
10.-11. Jozef Burkus G, Roznava 40343 24—~ 20 59 20
10.—11. Petr Jakubcik PORG, Praha 423214 -4 20 63 20
12.—13. Daniela Pittnerovd G L. Svobodu, Humenné 4234-24- 19 66 19
12.-13. Stépdn Stenchldk G, Tt¥inec 4234-4-2 19 70 19
14. Hana Lounovd G, Olomouc — Hej¢in 4214-232 18 51 18
15.-17. Vit Hordcek G L. Jarose, Holesov 443-23 - 16 73 16
15.—17. Katerina Stodolovd G, Dasicka, Pardubice 4242 -4 - 16 76 16
15.-17. Kldra Sevéikovd G Uherské Hradisté 2223 1 6 16 59 16
18.—19. Dominik Krasula G, Krnov 42-2—-4 3 15 65 15
Kategorie druhych rocnikii
jméno Skola 12345PES I % X
Student Pilnyg MFF UK 444455 86 40 100 40
1. Petr Hruby G, Policka 42334176 30 75 30
2. Martin Gazo G, Panktchova, SR 42444 4 -6 28 88 28
3. Tomds Hrbek G J. Ressela, Chrudim 44332344 27T 68 27
4. Jiri Jarosik G J. Vrchlického, Klatovy 4644--52 25 83 25
5.—6. Jakub Jambrich G J. A. Raymana, Presov 42234234 24 60 24
5.—6. Lukds Supik G, Ttinec 44133 -36 24 69 24
7. Samuel Obuch G Jana Hollého, Trnava 22042 256 23 58 23
8. Dominika Durovcéiko- G Hlohovec 44-3--56 22 8 22
vd
9.-10. Daniel Hausner G, Plasy 42443112 21 53 21
9.—10. Christian Miklds G Jana Hollého, Trnava 4234-35- 21 72 21
11.—12. Karel Chladek G, Lansgkroun 4234-2 -4 19 70 19
11.—-12. Kuba Pilar G J. Ressela, Chrudim 423321 4 19 59 19
13.—-15. Anna Kufovd G M. Kopernika, Bilovec 423113 3 17 53 17
13.—15. Pavel Kiis G J. S. Baara, Domazlice 4-44-3 -2 17 7Y 17
13.—15. Vojtéch Lukes G Ludka Pika, Plzen 42-44-3- 17 68 17
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Kategorie tretich rocniki

jméno skola 12345PES I % X
Student Pilng MFF UK 224455 86 36 100 36
1.—4. Filip Ayazi G Tudovita Stira, Trencin 12444386 32 89 32
1.—4. Jozef Bucko G PdC, Piestany 21444386 32 89 32
1.—-4. Tomds Kremel G J. Skody, Pferov 22244486 32 89 32
1.—4. Lubos Vozdecky G a SOSZZE Vyskov 21434486 32 89 32
5. Mojmir Poprocky G Matyase Lercha, Brno 22345 456 31 86 31
6.—7. Miroslav Gaspdrek 224-4466 28 88 28
6.—7. Pawvel Peterka G P. de Coubertina, Tabor 11324476 28 78 28
8. Tomds Fiala G,S805aVOS, Lede¢n. Séz. 21444 - 56 26 8, 26
9.—10. Jiri Kucera G Jana Keplera, Praha 21324256 25 69 25
9.—10. Viclav Skdla G J. Vrchlického, Klatovy 22444234 25 69 25
11.—-12. Jakub Dolejsi G B. Némcové, HK 222444 -6 24 86 24
11.-12. Jakub Maruska G Andreja Vrabla, Levice 2244435 - 24 80 24
13. Jakub Sldima G Opatov, Praha 21442 262 23 6, 23
14. Martin Vancura G J. V. Jirsika, C. Budgjovice 21444 1 -6 22 79 22
15. Pavel Blazek G a ZUS, Slapanice 1244--72 20 77 20
16. Lucie Brichovd PSG jazykové, HK 1122238~ 19 63 19
17.—19. Samuel Kociscik G Postova, Kosice 213344 -- 17 77 17
17.—19. Jakub Lowit G, Ceskolipska, Praha 2224-2 -5 17 74 17
17.-19. Katerina Smitalovd G, Dasické, Pardubice 2243-4 -2 17 74 17
20.—22. Gianamar 211243 -3 16 57 16
Giovannetti-Singh
20.—22. Brigita Holendovd G A. Kmeta 21312232 16 44 16
20.—22. Martin Kihoulou G, Plzen, Mikulasské n. 23 12-443 -2 16 67 16
Kategorie Ctvrtych rocniki
jméno skola 12345PES I % X
Student Pilng MFF UK 224455 86 36 100 36
1. Jakub Kvorka G, Dubnica n. Vahom 21544486 34 94 34
2. Markéta Vohnikovd PORG, Praha 21434365 28 78 28
3. Patrik Turzdk G Postova, Kosice 21-44-76 24 89 24
4.—5. Tomds Tméj G, Arabské, Praha 2--44 -66 22 88 22
4.-5. Zuzana Vlasdkovd G, Rumburk 11-43-76 22 81 22
6. Jdn Ondrds G Grosslingova, Bratislava 113442 -6 21 75 21
7. Michal Belina G Volgogradska, Ostrava 2233-262 20 65 20
8.—9. Norbert Slivka G Tajovského, B. Bystrica 11-444 -5 19 79 19
8.-9. Karolina Sromekovd  SpMNDaG, SR 213432 -4 19 68 19
10.-12. Lukds Knob G, Kojetin --444 - -6 18 95 18
10.—12. Denisa Lampdsovd G, Povazska Bystrica 21-432 -6 18 75 18
10.—12. Ondrej Zelenka SPS a SOSGS Most 20-44 -35 18 67 18
13. Peter Hojnos G Skolské, Spisska Nova Ves - -344-5- 16 76 16
14.-16. Lydia Janitorovd G, Srobérova, Kosice 213241 -2 15 54 15
14.-16. Julius Koval G Senica 21-34--5 15 79 15
14.-16. Andrej Novadk G M. Hattalu, Trstena 1243-14- 15 60 15
17. Daniel Slezdk Svobodnéa chebské skola 223--4-2 13 68 13
18. Viktor Skoupy G, Moravska Trebova - —414 - - = 12 92 12
19. Irena Badcinskd SpMNDaG, SR 2234- - - - 11 92 11
20.—21. Josef Havlicek G, Neumannova, Zd4r n. S. 2214 - — — — 9 75 9
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FYKOS

UK v Praze, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

18000 Praha 8

www: http://fykos.cz
e-mail: fykos@fykos.cz

FYKOS je také na Facebooku 3
http://www.facebook.com/Fykos

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence, navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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