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Uloha IL.S ... akéni 6 bodt; pramér 3,22; fesilo 49 studentt

a)

b)

b)

Jaky je fyzikalni rozmér akce? (Jaké mé tato veli¢ina jednotky?) M4 stejnou jednotku jako

néktera z fundamentalnich konstant z prvni otazky k minulému dilu serialu? Ktera?

Od Nielse Bohra — Uvazujte pohyb hmotného bodu po kruznici s dostredivou silou

Fg=maq = % )

kde r je polomér kruznice a o néjaka konstanta. Pak

1. Spocitejte redukovanou akci So pro jeden obéh po kruznici jako funkci jejiho poloméru r.

2. Urcete hodnoty ry, pro které je hodnota Sy prirozenym nasobkem konstanty z podiilo-
hy a).

3. Celkovd energie hmotného bodu je E = T + V. Pro tuto silu je V = —a/r. Vyjddrete
energie F, castic v zavislosti na polomérech r,, za pomoci uvedenych konstant.

Tip Jisté jste ve fyzice probirali pohyb po kruznici a odpovidajici vztahy mezi pohybovymi

velicinami. Pouzijte je a pak se integrace akce po obvodu kruznice s konstantnim r podstatné

zjednodusi (veli¢iny konstantni pri integraci miizZete pred integral vytknout). Nezapomerite

také, ze samotny drahovy integral ,niceho“ je prosté délka zintegrované drahy.

Posledni podiloha miize znit komplikované, ale je pouhym cvi¢enim na derivaci a integraci

jednoduchych funkci. Vystacite si se zakladnimi tabulkovymi derivacemi a integraly. Oveérte,

Ze plnd akce S pro volnou &éstici pohybujici se z bodu [0;0] do bodu [2;1] je pro trajektorii

odpovidajici pfimoc¢arému pohybu (prvni pfipad) minimdlni, tedy je vétsi v ostatnich dvou

pripadech

y(t) = (24,1)

y(t) = (1 — cos (nt) + %sin 2nt, t) ,
el —1+13(t—1)
y(t) = <2ta T e_1 )

kde e je Eulerovo cislo.
Tip Nejprve spoctéte derivaci y(t), dosadte do vyrazu pro akci a zintegrujte.

Rozmér integrované veli¢iny uréime vzdy jako rozmér toho, co je integrovano, krat rozmeér
toho, pres co je integrovano. Kdyz se tedy podivame na definici redukované akce, je jeji
rozmér [hybnost-délka], coz dava kg-m?-s™' nebo téz J-s. Stejné tak m4 lagrangian rozmér
energie a je integrovan pres Cas, takze i pro neredukovanou akci ziskavame rozmeér J-s. Jedina
ze t¥1 konstant G, h, ¢ ma takovyto rozmér, a to Planckova konstanta h.
Od Nielse Bohra
1. Abychom spocitali redukovanou akci, potfebujeme nejdiive vyjadrit hybnost, a tudiz
i rychlost ¢astice na kruznici. Pro rovnomérny pohyb s rychlosti v a dostfedivym zrych-
lenim aq po kruznici s polomérem r mame
v? Fy o
r

T T M
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Ziskdvame tedy tpravou p = mv = (/am/r. To je ovSem vyraz konstantni pro cely
kruhovy pohyb, a tudiz dostdvime po integraci redukované akce podél kruznice

So= [ pds=+/am/r [ ds=2rr\/am/r. (2)
Js Js

2. Akci (2) upravime a polozime pro néjaké poloméry r, rovnu n-ndsobkiim Planckovy
konstanty h (viz vysledek podulohy a)):

2ny/amry, = nh. (3)

Umocnénim celé rovnice (3) na druhou a prevedenim vsSech ¢lentt kromé 7, délenim na
pravou stranu ziskdvame

n2h?
rn = .
4m2ma
3. Vyjadiime si nejdiive kinetickou energii ¢astice na kruznici pomoci jiz pouzitych vzta-
hu (1)
T 1 5 1 la
= —mv” = —maqr = = —.
2 2 T oy
Protoze V = —a/r, dostavdme pro celkovou energii £ =T + V = —a/2r. Dosazenim r,
a kracenim dostavame
2rma’?
En = T 213
n?h?

Zkuste si za a dosadit €2 /4zeo, kde e je ndboj elektronu a ¢ permitivita vakua, a za m hmot-
nost elektronu — dostanete energetické hladiny elektronu v atomu vodiku. Pokud jste
se dostali az sem, gratulujeme. Pravé jste totiz spocitali néco, za co dostal Niels Bohr
pred 91 lety Nobelovu cenu.

¢) V této podiloze je potfeba znat derivace mocnin (t™) = nt™ ™', sinti (sint)’ = cost a ko-

sinti (cost)’ = —sint a exponencialni funkce (e’)’ = e a derivaci funkce s prendsobenym
argumentem (f(at)) = af’(at), kde derivaci podle t zna¢ime v celém TeSeni édrkou. Déle po-
tfebujeme znat primitivni funkce k mocninam f t" dt = t"*' /(n+1), sinu f sintdt = —cost

a kosinu [ costdt = sint a exponencidlni funkci [ e’ dt = e’ spolu se substituct [ f(at)dt =
= (1/a) ff(t) dt a integraci per-partes zminénou jiz v textu seridlu. VSechny tyto vztahy
naleznete v libovolném textu k diferencidlnimu a integralnimu poctu.

Vsimnéte si, ze kazd4 z trajektori{ je v ¢ase t = 0 v bodé [0;0] a v éase t = 1 v bodé [2;1]
(argumenty sinu a cosinu jsou v radidnech). Vime, Ze akce je integral z (my'?)/2, ale proto-
ze m/2 je jen pouhd konstanta, bude ndm uplné stacit porovnavat integral

1
/ y/2 dt
0

pro kazdou zadanou trajektorii. Pro prvni trajektorii ziskdme derivaci podle t rychlost y’ =
= (2,1). Vynasobenim na druhou ziskdvime 3> = y’ -y’ = 5. Integrél z pétky pies interval
o délce jedna je snadny, je to prosté 5 - 1. Celkové tedy musime ovéfit, ze ostatni integraly
z kvadratu rychlosti jsou vétsi nez 5.
Derivace pro druhou trajektorii je uz tézsi, ale pri spravném pouziti vSech zminénych pravidel
ziskdvame

y' = (nsin (nt) + 2cos 2nt, 1) .
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Musime tedy spocist integral
1
/ ((n sin (nt) + 2 cos 2nt)? + 1) de.
0

Integrél z jednicky spocteme opét snadno. Po roznasobeni zavorky dostaneme tii ¢leny, které
Ize zintegrovat velmi podobné. Integrace téchto tii ¢lentu je trochu pracnéjsi a nam stacilo,
kdyz jste si prislusné integraly nasli na internetu. Ukazme si jako priklad, jak integrovat
jeden z téchto ¢lenu. Integral muzeme prepsat nasledovné

1 1
1— cos(2
/sin2(nt)dt:/ 1= cos(nt) 4,
0 0 2

2 2

coz plyne z identit cos? z +sin? z = 1 a cos? z —sin® z = cos 2z jejich vzadjemnym odeétenim.
Prvni ¢len vyse opét zintegrujeme snadno, protoze jde o konstantu, a druhy clen je jiz
tabulkovy integral. Primitivni funkci ke kosinu jsme si uvedli vyse a pro nés integral mame

tedy
1

(sin(21‘c-1)—sin(2n~0)):%—025.

N —
N —
[

¥~

11 /1
=-—-= cos(2nt) dt =
272 ),

Podobné vypocteme zbylé dva ¢leny a celkové dostdvame hodnotu 5,27, coz je vétsi nez
predchozich 5.
V poslednim pripadé mame derivaci rovnu

y - (2,et+2(t1)t+t2> .
e—1

Dosadime-li do vyrazu pro akci, zjistime, Zze musime po umocnéni zintegrovat vyrazy tvaru ¢t"
pro n = 2,3,4, €', te’ a t?e’. Prvn{ dva p¥ipady jsou pifmo tabulkové integraly. Druhé dva
integraly lze spocist pomoci metody per partes. Ukazme si prvni pripad. Druhy je zcela
analogicky. Dostéavame

1 1
/tetdt:1~el—0~eo—/etdt:e—(el—eo)zl.
0 0

Spocteme-li poctivé vSechny integraly, dostaneme hodnotu akce 5,23, coz je opét vice nez
puvodnich 5.

V této podiloze jsme si tedy uvédomili, ze akce kazdé trajektorii priradi néjaké cislo. Fy-
zikalni trajektorie, podél které se ¢astice pohybuje, odpovidad pak extreméalni hodnoté akce.
Ukézali jsme si, jak spocist par zdkladnich derivaci a integrdli a vérime, Ze se vdm tyto
znalosti budou v budoucnu hodit.
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