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Uloha IV.S ... kvantova 6 bodt; pramér 4,36; resilo 25 studentti

a) Podivejte se do textu, jak piisobi operdtor polohy X a hybnosti P na slozky stavového
vektoru v x-reprezentaci (vinovou funkci) a spocitejte jejich komutétor, tj.

(X)z ((P)ato(@)) = (P)a (X)ato(2)) -

Tip Zjistéte si, co se stane pri derivaci soucinu dvou funkci.
b) Problém energetickych hladin pro volnou kvantovou édstici, tj. pro V(z) = 0, vypadd né-
sledovné: 2 o2
O  py(a)
m  Ox
1. Zkuste jako reseni dosadit ¢ (z) = e** a zjistéte, pro jakd a (obecné komplexni) je E klad-
nd (naddle pouzivejte pouze takovd o).
2. Je toto reseni periodické? Pokud ano, tak s jakou prostorovou periodou (vinovou délkou)?
3. Je ziskand vinovd funkce vlastnim vektorem operatoru hybnosti (v x-reprezentaci)? Pokud
ano, najdéte souvislost mezi vinovou délkou a hybnosti (tj. odpovidajicim vlastnim ¢islem
operatoru hybnosti) daného stavu.
4. Zkuste formalné spocitat hustotu pravdépodobnosti vyskytu cdstice v prostoru nasi vl-
nové funkci podle vzorce uvedeného v textu. Pravdépodobnost, Ze se Castice vyskytuje
v celém prostoru by méla byt pro fyzikalni hustotu pravdépodobnosti 1, tj. fR p(z)dz =
= 1. Ukazte, Ze nelze nasi vinovou funkci nanormovat (tj. prendsobit néjakou konstantou)
tak, aby jeji formdlni hustota pravdépodobnosti podle vzorce z textu byla opravdovou,
fyzikalni hustotou pravdépodobnosti.
5. Bonus Jaka si myslite, ze je limitné neurcitost polohy cdstice, jejiz vinova funkce je
Si? ('Tj. blizi se ve vSech vlastnostech, ale md vzdy normovanou hustotu

hodné blizka té nasi
pravdépodobnosti a je to tudiz fyzikdlni stav.) Lze odhadnout pomoci Heisenbergovych
relaci neurcitosti jaka pritom bude nejméné neurcitost hybnosti?
Tip Davejte pozor na komplexni ¢isla, napriklad kvadrat komplexniho cisla je néco jiného
nez kvadrat velikosti komplexniho cisla.
¢) V druhém dile jsme si odvodili energetické hladiny elektronu ve vodiku pomoci redukované
akce. Zvlastni shodou by reseni spektra hamiltonianu v coulombickém potencidalu protonu
vedlo na uplné samé energie, tj.
Bu= Ry~
kde Ry = 13,6€eV je energeticka konstanta znama jako Rydberg. Elektron, ktery spadne
z libovolné hladiny na n = 2, vyzari energii ve formé jediného fotonu dmérnou rozdilu
energie danych hladin. Ze kterych hladin musi elektron na druhou hladinu spadnout, aby
bylo vyzarené svétlo viditelné? Jakou budou mit odpovidajici spektralni ¢ary barvu?
Tip Vzpomente si na fotoelektricky jev a na vztah mezi frekvenci svétla a jeho vinovou
délkou.

a) Z textu ¢tvrtého dilu seridlu vime, ze (X)z p(z) =zp(z) a ze

(P), pla) = ~in - p(z).
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Zaroven pro derivaci soucinu plati (fg)' = f'g + fg’. Pro vyraz v zadani tedy dostdvdme

x (—ihg—i) + —ih% (zp(z)) = ihep(z),

coz je presné vztah postulovany v textu seridlu.

Podle zadani zkusime do rovnice dosadit e**. Musime pouze védét, ze (e**)’ = ae™®. Dosa-
zenim a zderivovanim tedy ziskavame
2
_ e E
2m '

Protoze E je nejen reilnd, ale i kladné veli¢ina, musi byt « Cisté imaginarni

A2mE
a = =i TR

Plati, Ze ¥ = cos ¢ +isin ¢. Vidime tudiz, Ze vinovd délka tohoto Feseni je (identifikujeme

»=vV2mE/h)

\— 2r _ 2nrh  _  h
¢  V2mE 2mE’
kde si vzpomeneme, ze h = h/(2n). Jednoduchym vypoctem zjistime, Ze naSe FeSeni je

opravdu vlastnim vektorem operatoru hybnosti a ze

(15)1 ™ = —iha%eaZ = —ihae™”,

a tudiz p = —iha. Vlnova délka pak je
-
pl~

Presné podle De Broglieho vztahu ze seridlu. Kvantova mechanika tedy presné predpovida
charakter ,hmotné viny“ castic!
Primym dosazenim naseho feseni do vzorce pro hustotu pravdépodobnosti z textu seridlu
dostavame i

p(a) = [b(@)> = v (@)(a) = e “e
kde * zna¢i komplexni sdruzeni. Vime, zZe « je Cisté imagindrni a tedy o™ = —a, takze

plz) =e e =1

Neni tézké ukazat, ze tuto formalni hustotu pravdépodobnosti nelze nanormovat, protoze in-
tegrél z jakéhokoliv konstantniho ¢isla pres celou redlnou piimku je nekone¢ny a nemuze byt
tudiz roven jedné. Tato vinova funkce nebo vektor tedy neodpovida néjakému opravdovému
stavu Céstice, ale je spiS matematickou abstrakci.
Bonus Tato vinova funkce mé presnou hybnost p, a tudiz muzeme intuitivné pomoci He-
isenbergovych relaci fict, ze neurcitost jeji polohy tedy musi byt nekonecnéd. To vskutku
plati — hustota pravdépodobnosti je vsude stejnd, tudiz u blizkého stavu opravdové ¢astice
by byla vSude skoro stejnd, nebo pfinejmensim hodné rozprostiend, a tudiz bychom fakticky
nedokazali viibec fict, kde by se mohla nachézet.
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c¢) Pifmou aplikaci vzorce ze zaddni a pouzitim faktu, Ze pro foton je! E = hf = hc/A,
dostavame
he (1 1 )*1
Am=— = —— ,
Ry \22 m?2
kde m je hladina, na kterou z n = 2 elektron preskakuje. Dosazenim nékolika prvnich

preskoku dostavame:

A3 = 656 nm ,
A4 =486 nm ,
As = 434nm ,
A6 = 410nm
A7 =397nm.

VsSechny dalsi preskoky uz maji kratsi vlnové délky. Porovnanim s tabulkami zjistime, ze
barvy prvnich ¢tyfech ¢ar jsou cervend, tyrkysova, modré a fialova. Paty preskok uz je pak
ultrafialovy a oku neviditelny stejné jako vsechny dalsi.
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1Vztah mezi frekvenci a vinovou délkou svétla je zakladni vztah vinové optiky.
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