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Serial: Rotor a jeho kopacky

V minulych dilech jsme se podivali na to, jak numericky integrovat diferencidlni rovnice a defi-
novali si chaos. Tento dil bude o nécem trochu jiném; naucime se, jak vyrobit chaos. Nandejte si
séfkucharské cepice, vezméte si jako ingredience ruzné pruzinky, tdhla, kulicky, kyvadla a po-
divejte se na to, co je na chaos potfeba:

1. Zajistéte si, aby vdm ruzné ¢asti dynamického systému neulétly donekonecna, pamatujte,
Ze chaos je definovany pro vdzany systém.

2. Pokud v systému hodné dochézi ke tieni a k disipaci, musite systému poskytnout néjaky
systém postuchovani nebo buzeni, aby se neptestal pohybovat. Zase ale nesmi postu-
chovani zpusobit, Ze se ¢asti systému pohybuji nekonecné rychle, to by bylo také svym
zpusobem poruseni podminky na vazanost systému, protoze by unikal nékam do pryc¢
v ,prostoru rychlosti®

3. Uvolnéte dostatecné mnozstvi stupnu volnosti systému. Pokud se nemiize trajektorie po-
hybovat v dostatku rozmérti, k chaosu z principu nemuze dochazet.

4. Pridejte nelinearitu, tj. pridejte do systému sily, které nejsou jen konstantni nebo linedrné
zévislé na soufadnicich. Zadné nudné sily linedrné zévisejici na vychylce 2 jako u pruzin-
ky F = —kz! Chceme alespoii néco jako F = —ka?!

Garantuji vim, ze kdyz vSechny tyto ingredience pouzijete, v drtivé vétsiné pripadia dostanete
chaoticky systém. Dost mozné z tohoto receptu jesté nejste iplné moudri, ale to nevadi. Od
toho, abyste to pochopili, je tu tento dil seridlu. Postupné si v ném kazdy ze zminénych kroku
vysvétlime, a nakonec dokonce uvaiime velmi delikdtni chaotickou mapu.

Terminator? Kdepak, rotor

Zacneme hodné jednoduse prvni ingredienci, vazanosti systému, a uvidime, kam se to vyvine.
Nejjednodussi zpusob, jak mit systém vazany, je jej privazat nebo dokonce zafixovat tak, aby
se sice mohl pohybovat, ale pouze v konecné oblasti prostoru. Predstavme si, ze na tenkou osu
pripevnime nehmotnou tycku, na jejimz druhém konci je hmotny bod. Tycka se mize zcela volné
otacet kolem osy, nemuze se vSak po ni posouvat. K urceni polohy bodu v daném okamziku nam
pak staci jenom jedno ¢islo, jako vhodny se jevi tihel otocCeni okolo osy od zvolené referencni
polohy. Tomuto dhlu budeme fikat ¢. Mame tedy néco, cemu se iikd rotor, vécicku, co se
miize otacet jen kolem dokola v néjakém sméru a mé jen jeden stupen volnosti, ktery je navic
automaticky vazany. Kdyz totiz protocite uhel ¢ (v radidnech) o 2x, jste zase na tom samém
misté, takze existuje jen konecny interval hodnot ¢, ve kterém se nas rotor miize z principu
pohybovat.

rychlost v, ve sméru rostouciho' ¢ déna jako

U‘P:R¢7

1Tj. ¢ roste proti sméru nebo po sméru hodinovych rucic¢ek na rotoru. Zalezi jen na néas, kterou ze dvou
moznosti orientace whlu si vybereme. Pokud ale zvolime rostouci ¢ tfeba po sméru hodinovych rucicek,
kladné v, znamend, ze se rotor pohybuje pravé po sméru hodinovych rucicek.
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Obr. 1: Nacért gravitacni nebo elektrostatické sily pusobici na rotor a jejitho pramétu do sméru
otaceni. Smér, ve kterém dhel ¢ roste je schvalné nacrtnuty tak, aby bylo jasné znaménko
u F, = —F'sin(y). Sila totiz pisobi proti sméru ristu ¢, a proto musi mit zdporné znaménko.

jaké je zrychleni a, ve sméru rostouctho ¢, pfedchozi rovnici prosté zderivujeme podle casu
a dostaneme

ap = vy = RY,
kde jsme uzili toho, ze R je konstantni.

Pokud pak pouzijeme Newtonuv zdkon F = ma, kde m je hmotnost rotoru, a uvazime, ze
veskeré sily mimo smér otaceni se vyrusi diky uchyceni na ose, dostavame jenom jednu rovnici
pro pohyb rotoru

F,=ma, =mRp.

Pokud byste rotorem otocili tak, aby rotor pii ¢ = 0 visel dol ve sméru tihové sily, na rotor
by v libovolné poloze pisobila (jako vzdy) konstantni tihovd sila F; = —mgea, kde eq je vektor
miftici dold. Zprvu se tedy zd4a, ze na chaos je tthova sila ptilis nudnd, ale nesmime zapomenout,
Ze rotor je vazany a pri kazdém natoceni ¢ se ¢ast tihové sily vyrusi a zbude z ni jen ¢ast Fg, ve
sméru mozného otdéeni rotoru (viz obrazek 1). Kdyz si nakreslime vSechny nélezité trojihelniky
a pouzijeme zakladni goniometrii, dostaneme, ze z tihové sily prezije jen

Fyp, = —mgsinp, (1)

Zpusobi ale chaos? Jisté si pamatujete z hodin fyziky, ze ne. Svisly rotor je totiz realizaci
fyzikdlniho kyvadla, které bud osciluje, pékné periodicky sem a tam okolo svislé polohy, nebo
se pri dostatecné rychlosti protaci kolem dokola — také periodicky.
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Jak to, Ze tedy ale nevyrobime chaos? Zapomnéli jsme snad na néjakou z ingredienci? Nebo
jsme jen méli smulu? Prvni ingredienci méme, systém je vazany. Tteni neuvazujeme, takze
druhd ingredience je také v zdsadé splnéna. A ¢tvrtou také, sila je preci nelinedrni. A treti? Je
jeden stupen volnosti dost na chaos? Skoro.

Kolik dimenzi na chaos?

Pojdme nejdiiv premyslet nad tim, kolik dimenzi mé stav naseho rotoru. Urcité mé& nejméné
jednu, a to thel ¢. Ale vystihuje pouze ¢ tplny stav naseho dynamického systému? Piedstavte
si nasledujici: rotor je na ¢ = 0 a uplné v klidu. Ted si ale predstavte, ze je na @ = 0, ale Fiti
se néjakym smérem, ¢ je nenulové. Jsou to ty samé stavy systému? Jisté ne. K vystizeni stavu
rotoru tedy potfebujeme dvé &isla, ¢ a ¢. Rikdme tedy, 7e se jedna od dvojrozmérny dynamicky
systém.

Tak ale co ten chaos. Existuje matematickd véta, takzvany Poincarého-Bendizsoniv teorém,
jejimz dusledkem je, #e chaos nemtize nastat pro dynamicky systém? o méné ne# t¥ech rozmé-
rech. Ouha, to nas rotor ale jesté zatim nespliuje. Predstavte si ale ted, Ze se rotor pohybuje
pod ¢asové proménnou silou F(t). K vystizen{ tiplného stavu systému by pak nestacilo jen Fict
©, ¢, ale museli bychom také urcit Cas ¢, ve kterém se nachazime a ze kterého se situace mize
vyvijet docela jinak nez v jiném case t’.

Pokud tedy umistime rotor do néjakého pole nelinedrni ¢asové proménné sily F,(¢), mame
tfidimenzionalni dynamicky systém a uz bychom méli najit chaotické chovani.

Davam ti kopacky, rotore!

Pokouset se resit pohyb v poli proménné sily mize ale byt docela fuska. Budeme tedy predpo-
kladat, Ze rotor si po vétsinu casu vesele rotuje a po néjakém cCase T' se ndhle zapne sila, kterd
mu béhem kratkého okamziku predd impuls a pak se zase vypne. MuzZete si ovérit, ze pokud
pusobime po néjaky cas At konstantni silou ve sméru otdceni, pisobime na rotor konstantnim
zrychlenim a dostavame zménu thlové rychlosti

F,At
Ap = —£2— .
1 mR

Bude se ndm hodit rovnici vyjadrit pomoci impulsu, ktery je definovan jako

1:/ F,dt,
At

coz specialné v pripadé konstantni sily dava I = F,At. Pro zménu dhlové rychlosti pak dosta-
vame
Ap= L @)
YT MR
Pokud ale chceme dostat néjaky chaos, musi sila zaviset tfeba na thlu, F,, = F,(¢). Na druhou
stranu, pokud je sila takto zavisld, nemdme takovy hezky vztah pro zménu rychlosti jako (2),
protoze ¢ se samoziejmé béhem At zméni a tim nebude konstantni pusobici sila.

2Bavime se o fyzikdlnich systémech se spojitym ¢asem. Pokud naptiklad vezmeme funkci f(z), pak posloup-
nost postupnych iteraci této funkce dand vztahem z,,41 = f(z,) muze byt v jistém slova smyslu chaoticka,
i kdyz je x jednorozmérné.
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Jediny zpusob, jak toto jednoduse vyresit, je predpokladat, Ze sila pusobi po tak kratkou
dobu At, ze jeji efekt pfedd impuls v jediném bodé ¢. Ve vysledku tedy budeme mit, ze rotor
dostane jednou za ¢asovou periodu T" kopanec (impuls) I = I(y) zavisly jen na okamzité poloze
rotoru. Tento kopanec pak zpusobi okamzitou zménu thlové rychlosti

1(e) 3)
mR’

a jinak se bude rotor volné protacet po svém. Tj. mimo kopance bude ¢ konstantni a ¢ bude
rovnomeérné rust s touto rychlosti ¢.

V daném ptiblizeni tedy muzeme explicitné sledovat vyvoj systému. Nejlepsi je sledovat
sekvenci bodt po ubéhnuti kazdé , kopaci periody“ T'. Uhlovou rychlost a tihel po n kopnutich
¥n, Pn muzeme z hodnot po predchozim kopnuti ¢n—1, ¢n—1 vyvodit nasledovné: rotor se mezi
kopanci prosté volné otaci s thlovou rychlosti ¢, —1 a kopance si nevs§imne, pro thel ¢, tedy
méame

Ap =

©On = Pn—-1 + T¢n—1 .

Naopak tthlova rychlost ¢ se mezi kopanci neméni viibec, ale samotny kopanec ho posune podle
predpisu (3)
I(pn)

Pn=nt o

Vypinani a zapinani gravitace

Predstavte si nyni, Ze na rotor umistime naboj e a umistime jej mezi dvé velké desky kondenzéa-
toru tak, Ze mezi nimi vznika néjaké homogenni® elektrostatické pole E ve sméru tycky rotoru,
kdyz je ¢ = 0 (opét jako na obrazku 1). Na rotor tedy pusobi sila eE, ale do sméru otdceni
se promitne pfi tomto natocen{ jen F,, = —eF sin(y). Pokud zapneme toto elektrostatické pole
jen na chvili¢ku, bude pfedany impuls zhruba I(p) = —eEAtsin(p) a po n kopnutich budeme
mit

Pn = Pn—-1 + stnfl ;
Pn = Pn-1 — f(sm(‘#’n) )

kde K = eEAt/(mR). Kdyz oznac¢ime © = ¢ a y = ¢, jsou tyto iterace mapovanim roviny zy
opét na rovinu xy. Takovymto iteracim dynamickych systému se tedy fika mapy. Tato mapa,
kterou jsme si zrovna odvodili, je jedna z nejjednodussich a nejelegantnéjsich map chaotického
dynamického systému, a proto se ji fikd Standardni mapa. Vyvoj v této mapé je pro radu
pocatecnich podminek chaoticky a lze to i pro nékteré hodnoty K a T matematicky dokézat.

Priddm jesté kratkou poznamku k pocitacovému generovani ndhodnych c¢isel zminénému
v predchozim dile. Mnoho generatori ndhodnych cisel v pocitaci jsou takové trochu legracéni
triky, jak vzit predchozi pseudondhodné cislo a nové pseudondhodné ¢islo ziskat pomoci néjaké
banalni operace (nechaotické mapy), ktera jen neni na prvni pohled vidét. Rada nadhodnych
generatoru tedy produkuje kvaziperiodickou posloupnost ¢isel, jen se Spatné vysledovatelnou
pravidelnosti. Pro potteby kryptografie toto ale nestaci a casto se pouzivaji chaotické mapy,
kde je pseudonidhodnost o hodné kvalitngjsi?

3Tj. stejné ve viech bodech prostoru.
4Protoze ale mame v pocitaci ¢isla na konec¢ny pocet desetinnych mist, bude nakonec i chaoticka trajektorie
v této reprezentaci periodickd, ale s olbfimi periodou.
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Ale zpatky ke Standardni mapé. Kdyz si vzpomenete na rovnici (1), vidite, ze nase kopani
elektrickym polem odpovida zapinani a vypinani gravitacniho pole. Pokud tedy hodné snizime
periodu spinéni 7" a spolu s tim budeme adekvatné snizovat K, méli bychom efektivné zis-
kat néco jako pohyb kyvadla v homogennim gravitacnim poli. V pfistim dile si numerickymi
experimenty ovérime, ze Standardni mapa mé chaotické vlastnosti a ze vskutku tyto trajekto-
rie ¢n, Yn, pripominaji trajektorie v pripadé fyzikdlniho kyvadla. Ale zjistime jesté néco — nékde
chaos je a nékde neni. A kde bude? Na spicce propisky. Coze? Uvidite.

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence, navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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