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Uvodem

Mili Fykoséci,
méame tu predposledni sérii, takze prichdzi jedna z poslednich Ssanci tohoto ro¢niku fesit
tlohy a ziskdvat body. Tésime se, az nékteré z vés, kteri pilné fesili béhem prvnich tii sérii,
potkdme na jarnim soustiedéni.
Organizdtori

Zadani' V. série

Termin uploadu: 14. 4. 2015 20.00
Termin odeslani: 13. 4. 2015

Uloha V.1 ... tuhost pana Plancka 2 body

Mozna jste uz nékdy slysSeli o takzvanych Planckovych jednotkach, tj. jednotkach vyjadre-
nych na zikladé fundamentélnich fyzikalnich konstant — rychlosti svétla ¢ = 3,00 - 108 m-s™!,
gravita¢ni konstanty G = 6,67 - 107"* m3kg~'-s7? a redukované Planckovy konstanty h =
=1,05-10"3* kg-m?-s~!. Takto byva ¢asto zmitiovan Planckiv ¢as, Planckova délka a Planckova
hmotnost. Co kdyby nés ale zajimala ,,Planckova tuhost pruziny“? Sestavte na zakladé rozmeé-
rové analyzy z ¢, G a fi vzorec jednotky odpovidajici tuhosti pruziny [k] = kg-s~2. Pro uréeni
vzorce uvazujte, ze neznamé a z rozmérové analyzy neurcitelnd multiplikativni bezrozmérné
konstanta je rovna 1.

Uloha V.2 ... slySim dobfe, to nemohu Fict 2 body

Ve vzdalenosti d = 5m od bodového zdroje zvuku slysime zvuk o hladiné intenzity L1 = 90dB.
V jaké vzdalenosti od zdroje je hladina intenzity tohoto zvuku Lo = 50dB?

Uloha V.3 ... matfyzacka honicka 4 body

N lidi se rozhodne hrat na honénou, ale ne jen tak ledajakou. Na zacatku se rozmisti do vrchola
pravidelného N-ihelniku o strané délky a. Hra poté probih4 tak, Ze kazdy honi (to znamend bézi
primo za nim) svého souseda po pravé ruce (proti sméru hodinovych rudicek). Kazdy se pritom
pohybuje rychlosti o konstantni velikosti v. Popiste prubéh hry (trajektorie, po kterych se hraci
pohybuji) a zjistéte, za jak dlouho hra skonéi v zdvislosti na parametrech N, a, v.

Uloha V.4 ... lijavec 4 body

Podzimni pocasi je obcas stejné rozmarilé, jako to jarni, a tak nds neziidka muze na cesté
zastihnout necekany lijak. Nékteri stastlivci s sebou nosi destnik. Odhadnéte, jak velkym tlakem
dokéaze husty dést na destnik pusobit a porovnejte tthovou silu destniku s tlakovou silou desté.
Parametry destniku vhodné zvolte.
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Uloha V.5 ... plavala ¢ocka po vodé 5 bodul

Na hladiné vody plove tenkd bikonvexni (dvojvypukld) ¢ocka z lehkého materidlu. Poloméry
krivosti obou povrchi jsou R = 20cm. Urcete vzdélenost mezi obrazovym a pfedmétovym
ohniskem cocky, jestlize index lomu vzduchu nad ¢ockou je n, = 1, index lomu materidlu ¢ocky
jen1 = 1,5 a index lomu vody je n. = 1,3.

Bonus Predpokladejte, ze se jedna o ¢ocku tloustky 7' = 3 cm, uvnitf niz je symetricky umis-
téna vzduchova dutina tvaru bikonkévni cocky s poloméry kfivosti r = 50cm a tloustkou ¢t =
= lcm.

Uloha V.P ... vycikana 5 bodi

Bylo by mozné plavat v bazénu, kdyby se voda v ném chovala jako dokonale nestlacitelnd
kapalina, jejiz viskozita se limitné blizi nule? Jak by se pohyb plavce odliSoval od plavani
v bézné vodé? Co by se délo s energii soustavy plavec a bazén v pripadé, ze voda z bazénu muze
vytékat pres okraj? Na pocatku je hladina vody zarovnana s okrajem.

Uloha V.E ... sladime 8 bodil

Zmérte zavislost teploty tuhnuti vodného roztoku sacharézy na koncentraci za atmosférického
tlaku.

Uloha V.S ... mapovaci 6 bod

1. Ukazte, ze pro libovolné hodnoty parametri K a T muzete Standardni mapu ze seridlu
vyjadrit jako

Ty = Tp—1+Yn—1,

Yn = Yn—1 + Ksinz, ,

kde z,y jsou néjak preskdlovana ¢, ¢. Urcete fyzikalni rozmér K, x, y.

2. Podivejte se znova na model nakopavaného rotoru ze seridlu a vezméte tentokrat predavany
impuls I(p) = Iy, po periodé T pak I(¢) = —Io, po dalsi zase Iy a takto dokola kopejte
rotor tam a zpatky.

a) NapiSte mapu @n, ¢, na zdkladé hodnot ¢n—_1, ¥pn—1 pfed dvojkopem +Io.

b) Bude zkonstruovand mapa chaotickd? Pro¢ ne?

c) Vyfeste ¢n, ¢n na zdkladé néjakych pocatecnich podminek o, po pro libovolné n.
Bonus Zkuste podle ingredienci ze seridlu navrhnout kopani, které bude davat chaotickou
dynamiku. Dévejte ale pozor na to, Ze ¢ je 2n-periodické a ze by se vaim ¢ nemélo vysroubovat
kopanim donekonecna.
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Reseni |V. série

Uloha IV.1 ... &tvercaty odpor 2 body; primér 1,63; fesilo 56 studenti

Jak zavisi elektricky odpor ctverce na délce jeho strany a? VSechny ctverce, o které se zajima-
me, jsou samozrejmé vodice vyrobené z tenkého materidlu o tloustce h a mérném elektrickém
odporu g. Zajimame se o odpor mezi protilehlymi stranami c¢tverce.

Karel se inspiroval na Veletrhu ndpadi uciteld fyziky 19.

Téleso, které nas zajima, je hranol s podstavou tvaru obdélniku o hranach délek a a h a vysce a,
kde h je oproti a velmi malé. Budeme u ného chtit spocéitat elektricky odpor mezi podstava-
mi. Predpoklddame, ze téleso predstavuje pro elektricky proud homogenni, izotropni prostiedi,
tj. mé ve vSech bodech stejné, smérové nezavislé dielektrické vlastnosti. Pti feseni tohoto pro-
blému potom mizeme vychazet ze vzorce pro vypocet elektrického odporu vodice ve tvaru

ol
R=—=,
S
kde o je mérny elektricky odpor materidlu, [ je délka vodice a S je obsah jeho prufezu. Prufez
naseho vodice je obdélnik o stranach a a h, jeho obsah je tedy

S =ah.

Délka naseho vodice je a. Nyni ndm staci tyto veliciny dosadit do ptivodniho vztahu a dostavame
vysledek
_oa_ o
T ah A’
ktery je nezavisly na délce hrany a. Elektricky odpor c¢tverce tedy nezavisi na délce jeho strany.
Michal NoZicka
nozicka@fykos.cz

Uloha IV.2 ... rychl4 kraska reloaded 2 body; prumér 1,60; fesilo 48 studentu

Terka si zase jednou vyjela na vylet. Tentokrat se prochazi o rovnodennosti v pravé poledne
na zemském rovniku. Jakou vzdjemnou rychlost by méla vii¢i Alesovi, pokud by ji Ales chtél
(bldhové) pozorovat z povrchu Slunce na rovniku v bodé nejblizsim jeho objektu zdjmu (Terce)?
Sklon slunec¢ni osy vici roviné ekliptiky miiZzete povazovat za zanedbatelné maly.

Karel pozoroval Slunce.

Zakladni reseni
Ulohu lze Fesit rizné slozits, podle toho, jaké vSechny pohyby se rozhodneme uvazovat. Je
to jednoduché tloha, neni tedy ocekavan zadny slozity vypocet, ale je potfeba svij postup
zdavodnit.

Nejprve si rozmyslime, které pohyby Zemé/Slunce, a tim paddem Terky a AleSe, by mohly
mit vliv na jejich vzajemnou rychlost. Vzhledem k tomu, Ze jde o jednoduchou tlohu a ne
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problémovou, tak se budeme zajimat o urceni velikosti rychlosti pouze na dvé platné cifry, coz
nam umozni nékteré pohyby zanedbat.

Prvnim pohybem, ktery by nas mohl zajimat, je obéh Zemé kolem Slunce. Vzhledem k tomu,
Ze hmotnost Zemé je mald vici Slunci, budeme uvazovat, ze Zemé obihd Slunce po kruznici, jejiz
stfed lezi ve stfedu Slunce. Obéznou rychlost si mizeme najit v tabulkdch nebo si ji mizeme
vypocitat z jinych tdaju. Zkusme si ji instruktivné vypocitat, nicméné pro dosla feseni bude
stait ocitovany zdroj. Vyjdeme z rovnosti velikosti sily dostiedivé Fy = mo?/r a gravitaéni F, =
= GmM/r2, kde m je hmotnost Zemé, v je jeji obézna rychlost, r je vzdalenost hmotnych stredi
(t87i8t) Zemé a Slunce, G = 6,67kg ™' m>.s72 je gravita¢ni konstanta a M je hmotnost Slunce.

mu? mM GM
=G = v= .

Fy :Fg = 2 ,

Pokud dosadime hodnoty! M = 2,0-10*°kg a r = 1,5 - 10** m, dostavdme obé&mou rych-
lost v =3,0-10*m-s™! = 30km-s~'. Stejnou hodnotu nalézdme jako orbitalni rychlost?

Dalsi pohyby, které by mohly mit vliv na vzajemnou rychlost Terky a Alese, jsou rotace
Zemé a Slunce kolem vlastni osy. Je vidét, ze i pokud by se oni sami pohybovali, pak by jejich
vlastni pohyb byl nejspiSe zanedbatelny (tedy tvrdit to muzeme u Terky, Ales je pravdépodobné
v néjakém super odolném a vykonném plavidle® ale i u néj predpokldddme, ze pohyb bude
zanedbatelny, protoze chce preci upfené sledovat Terku).

Rychlost pohybu bodu na rovniku v; priblizné kulového télesa mtzeme urcit z jeho periody
rotace T; (vuci vzdélenym hvézddm). Index ¢ zna¢i bud Slunce S ¢i Zemi Z.

1
vi = Riw; = 2KRZ?1- ,
kde w; je thlova rychlost rotace a R; polomér daného télesa. Opét si nalezneme potrebné idaje
na Wikipedii (mohli bychom opét rovnou najit rychlosti) Rz = 6380km, Rs = 6,96 - 108 m,
T, = 23,9h a Ts = 25,4 dne na rovniku? Vychézi ndm vz = 470m-s~! a vs = 2,0km-s~ 1.

Nyni madme pohromadé vsechny dulezité rychlosti pro nés vypocet. Je pravdou, Ze se nejed-
na o vsechny pohyby, které bychom mohli uvazovat. Ale dalsi jsou bud vykondvany Sluncem
i Zemi spole¢né (obéh okolo jadra nasi galaxie, pohyb spolecné s galaxii v mezigalaktickém pro-
storu), proto je nemusime uvazovat, nebo se jedna o pohyby pomalejsi, které jsou svou velikosti
zanedbatelné vuci rychlosti obéhu Zemé kolem Slunce (draha neni kruhova, ale elipticks, dale
poruchy vyvolané dal$imi planetami a Mésicem).

Méli bychom si jesté uvédomit, v jakych smérech pohyby probihaji. Obé rotace i obéh
probihaji ve stejném smyslu® Znazornéni pohybti Zemé a Slunce je na obrazku 1. V naSem
usporadani by tedy vysledna rychlost byla v — vz — vs, pokud by vSechny rotace probihaly

 http://cs.wikipedia.org/wiki/Slunce

?http://cs.wikipedia.org/wiki/Zemé

3Muselo by byt opravdu velice odolné. Dokonce z dnesniho hlediska zcela nedostizné. Pokud by se plavidlo
wvznaselo“ v konstantni vysce na ,povrchu® Slunce, pak by na osoby v ném umisténé pusobilo gravitaéni
zrychleni cca 28g, coz by Ales zcela jisté neprezil. Pritom zatim nezndme metodu, jak gravitacni pusobeni
odstinit, kromé moznosti nechat téleso v gravita¢nim poli padat.

Povrchova teplota 5800 K také nebude pro techniku zrovna jednoduchd na zvladnuti.

Radéji také nebudeme uvazovat, jak to, ze AleSovi nevadi v pozorovani Zemé svétlo, které je vSude kolem
néj.

4Slunce mé diferencialni rotaci, tj. otoci se kolem své osy na rovniku za jinou dobu nez na jinych rovnobéz-
kach. Nas zajimé doba rotace na rovniku.

5To plati pro vSechny planety s vyjimkou Venuse, které ,retrogradni® rotaci.
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v jedné roviné (osy rotaci byly rovnobézné). Méli bychom tedy zvazit, jaké nepfesnosti se
dopoustime, pokud bychom to takto zjednodusili.

o

Obr. 1: Schematické znézornéni ilohy, nedodrzujici méritko.

Rovina obéhu Zemé kolem Slunce je rovina ekliptiky. Slunec¢ni rovnik je vuéi roviné eklip-
tiky sklonény o 6 = 7,3°. Vzhledem k tomu, Ze cosd = 0,992, takze bychom mohli v rdmci
presnosti na dvé platné cifry tento sklon zanedbat. O divod vice, pro¢ tuto veli¢inu zanedbat
je, ze nevime, jakou pfesnou polohu m4 sluneéni rovnik vigi poloze Zemé. Uhel mezi zemskym
rovnikem rovinou ekliptiky je vSak vétsi: o = 23,5°, coz odpovidé cos o = 0,92. To uz nevypadd
na prvni pohled zanedbatelné, pokud se zajimdme o presnost na dvé platné cifry. Pokud si
ale uvédomime, zZe vz je o zhruba dva tady nizsi, pak bychom mohli zanedbat bud i vz, ale
zanedbame v tuto chvili pouze sklon. Dostavame se tedy k vysledku

M . _ _
wW=v—vz — Vs = G——2n<&+&):2774km-s1%27km~s1.
T TZ Ts

V¥sledné velikost rychlosti Terky vici AleSovi bude zhruba 27 km-s~!. Nicméné vz se projevi
na druhé platné cifre jenom diky zaokrouhleni, takze bychom se nedopustili velké chyby, pokud
nas zajimé jenom priblizna rychlost, pokud bychom vz zanedbali.

Poznamka ke zméné vzdalenosti

Ulohou bylo uréit rychlost jednoho vidi druhému. Pokud bychom se vak zajimali o zménu
jejich vzajemné vzdalenosti, pak si v nasem priblizeni, kde madme kruhovou drdhu Zemé kolem
Slunce a ml¢ky predpokladdme, ze Zemé a Slunce jsou kulaté a ze Slunce sedi ve stfedu slunecni
soustavy (nejsou nutné ani Gplné vSechny predpoklady soucasné), mizeme si uvédomit, ze urcit
zménu vzdalenosti je trividlni, protoze se zrovna v tomto okamziku neméni. Vidime to ihned
z toho, ze pokud nechavame na Slunci a na Zemi oba pozorovatele stat, tak zrovna v poledne,
kdy je soucasné Ales na nejbliz§im misté k Zemi, nastane okamzik, kdy jejich vzdalenost bude
minimalni. Pfedtim se zmensovala a pozdéji se bude zvétsovat. OvSsem v daném okamziku je
zmeéna jejich vzdalenosti nulova.

Pokud bychom uvazili, ze drdha Zemé je eliptickd, pak uz vysledek takto trividlni nebude,
pokud by zrovna o rovnodennosti nenastala situace, pri niz by byla Terka v perihelu, nebo
v afelu. To ovSem v soucasné dobé nenastava. Nejblize Slunci je Zemé, kdyz je na severni
polokouli zima. Mohli bychom tedy vytvorit alespon fddovy odhad velikosti zmény vzdalenosti
Zemé od Slunce praveé na zakladeé eliptického pohybu. Nalezneme si rozdil afelu a perihelu. Ten je
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dle Wikipedie A = 5-10° m. Pokud bychom uvazovali, Ze se Zemé& od Slunce rovnomérné vzdaluje
po dobu poloviny roku a poté opét ptiblizuje, pak dostdvime odhad rychlosti vzdalovani ¢i
piiblizovani w = 2A/P ~ 3 -10°m-s~"', kde P je perioda ob&hu Zemé kolem Slunce. Tato
rychlost v prubéhu roku sice stoupd a klesd, nicméné fadové by se méla rychlost pohybovat
kolem stovek az maximéalné tisicovek metra za sekundu.

Komentare k doslym reSenim

Bodovani bylo velice tolerantni, i kdyz feseni vykazovala spoustu nedokonalosti, které se neu-
stale opakuji. .. Né&jaké z nich dal v bodech:

o Spatné zaokrouhlovani — néktei{ uvadi stale pfilis mnoho platnych cifer ve vysledcich.

o Nejspravnéjsi postup je pocitat nejprve obecné a dosazovat az do vysledného vztahu
nakonec. Resp. muzete pocitat mezivysledky, nékdy je to i zddouci jako dobra kontrola,
ale pak ve findlnim vztahu dosadit hodnoty, které mate zadané ¢i vyhledané.

e Neuvidite, odkud jste vzali hodnoty, které dosazujete do vztahtu. Napt. je pochopitelné,
Ze vite, jak dlouhy je den, ale je dobré napsat, ze jde o hvézdny (sidericky) den. Hodnoty
veli¢in jako polomér Slunce, nebo rychlost rotace na rovniku jsou preci jen uz takové, ze
si je prakticky nikdo nepamatuje, ve skole se nazpamét (snad) neudi, a tak je potieba
uvést zdroje.

e Pokud uvedete, Ze zdroj je napr. ,Wikipedie“ nebo néco tak obecného, je to prakticky,
jako byste zdroj neuvedli. Uvadéjte konkrétni stranku.

e Nékterd naskenovand feseni se skoro nedaji precist.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha IV.3 ... nerozlu¢né pouto 4 body; primér 2,90; fesilo 49 studentt

Dva sesity A460 zasuneme do sebe tak, ze se stridaji listy jednoho a druhého sesitu, a polozime
je na vodorovny stul. Jakou praci musime vykonat, abychom sesity od sebe oddélili, jestlize
na sebe listy piuisobi pouze vilastni vahou? Predpokladejte, ze tahdme v roviné sesiti kolmo na
hrbet jednoho z nich a Ze se na zacatku listy zcela prekryvaji.

Mirkovi se nedarilo oddélit algebru od analyzy.

Cilem tlohy bude zjistit, jakou tfeci silou na sebe listy sesita pti pohybu pisobi a jak se tato sila
béhem pohybu méni. Z této informace potom urc¢ime praci vykonanou béhem celého pohybu.
Nez vsak za¢neme ulohu fesit, zavedeme si nékolik predpokladi. Jednak nebudeme uvazovat
tlak vazby sesitiu (pfedstavujme si napiiklad dva krouzkové bloky) a vlastni tihu vazby. Déle
budeme predpokladat, ze je treci koeficient mezi vazbou a listy stejny jako mezi listy navzajem.
Nakonec uvazujme, Ze jsou listy velmi tenké, a proto kazdy z nich nese pouze ¢ast vahy listu
nad nim, dmérnou sty¢né plose zminénych listu.

Oznac¢me dynamicky tfeci koeficient mezi listy f; zrychleni na poc¢atku pohybu, zptusobené
vys$$im koeficientem statického treni, zanedbame. Necht méa kazdy list hmotnost m, tihové
zrychleni je g. Potom bude na vrchni list na zacatku pohybu pusobit treci sila Fi = mgf.
Naésledujici list stejného sesitu (tedy tfeti list celkem) bude na vrchni styéné plose pocitovat
treci silu F» = 2mgf, nebot na ném lezi dva listy o hmotnosti m. Na spodni stycné plose jiz
bude mit sila velikost F3 = 3mgf atd. Sesit A460 m4 62 lista véetné desek, mame proto celkem
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n = 123 styénych ploch, nebot vrchni plocha se zddné dalsi nedotykéd. Na i-té styéné plose
pusobi tfeci sila F; = imgf, celkova sila je potom

n(n+1)

F:ZFi = ngf,
i=1

pricemz jsme zanedbali tfeni o stil.
Pti vzdjemném posunuti listi y ve sméru kolmém na hranu listd bude klesat tiha, kterou
listy nesou. Celkova sila bude

nn+1)a—y
2 a

kde a je délka hrany v daném sméru. Praci vykonanou pti oddélovani listd muzeme urcit bud
jako plochu trojihelniku v grafu zavislosti F' na y, nebo ji spocist z definice jakozto integral

W(a) = /GF(y)dyz / Mty pay = "D g,
0 0

2 4

Zamysleme se nyni nad smysluplnost{ nasich predpokladi. Je pravdépodobné, ze tfeni mezi
deskami a treni mezi listy bude mit rizné hodnoty trectho koeficientu. Vrchni desky celkovou silu
prilis neovlivni, zajimaji nas predevsim ty spodni. Potom by posledni ¢len sumy mél obsahovat
jisté f’ obecné riizné od f. Jedn4 se o posledni &len aritmetické fady — bude-li pomér koeficienti
f'/f = K, bude pomér celkovych sil, a tedy i praci, roven W’ /W = 142(k—1)/n pro velkd n. Lze
predpoklddat, ze hodnoty f, f' se nelisi vice nez dvojndsobné, zanedbén{ tedy bylo opravnéné.
Podobny odhad bychom mohli provést pro tfeni mezi deskami a listy, tj. predposledni ¢len.

Pokud bychom chtéli byt precizni, museli bychom také zapocist tieci silu mezi vazbou a sto-
lem, kterd navic v prubéhu tazeni muze zustavat konstantni, tdhneme-li ,spodnim“ sesitem
(a v pfipadé vrchniho sesitu tato sila roste, misto aby klesala). Jednalo by se vSak pouze o pfi-
¢teni specidlniho ¢lenu na konec rady, resp. rozsifeni scitaciho indexu. Vysledné vztahy by byly
méné prehledné a relativni zména by byla fadové v jednotkach procent.

Predpoklad tmérnosti F(y) « (a — y)/a tzce souvisi s vlivem vazby sesitu. V p¥ipadé
krouzkového bloku je oblast ohybu jednoho z listii doléhajiciho na hranu listu pod nim velmi
mala, tiha pak bude skute¢né dobte odpovidat styéné plose. U bézného sesitu zpusobi vazba
ohnuti list, na hrané v blizkosti vazby proto bude tlak vyssi a bude se s rostoucim y ménit.
Charakter této zavislosti je vSak obtizné popsatelny.

Zkusme nakonec jesté provést Ciselny odhad. Sesit A460 m& rozméry a = 21,0cm, b =
=29,7cm a graméz listd o = 80g-m™>2. Pro g = 9,81 m-s~2 a dynamicky koeficient tfeni® f =
= 0,4 dostaneme F'(0) = 150N a W (a) = 16 J. Hodnota F(0) ndm k4, Ze pro roztazeni sesiti
musime vyvolat sflu odpovidajici tize télesa o hmotnosti 15kg, a to neni tplné mélo! Také si
uvédomme, 7e sila potfebna k oddélen{ sesiti roste s kvadratem poctu listi. Ze k oddéleni dvou
telefonnich seznamt o nékolika stech strandch jiz lidsk4 sila nestaci, ukazuje nésledujici video:
https://www.youtube.com/watch?v=h0t-D_ee-JE.

Shttp://www.paperonweb.com/paperpro.htm
"Navic bychom zde méli pouzit staticky koeficient tfeni, ktery by odhad jesté zvysil.
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Komentare k doslym Fesenim

Vétsina fesiteld si se souctem aritmeticka fady poradila, ackoli ¢asto dost rozlicnymi zpiisoby.
Problémy ponejvice ¢inilo treni o desky sesitu a o stul. Zde ve vzorovém feSeni jsme horni desky
neuvazovali a naspodu jsme diskutovali detailnéji pouze tfeni mezi deskami a listy, nikoli tfeni
mezi deskami a stolem. VSechny tyto vlivy jsou vSak zanedbatelné, zvlasté uvazime-li fakt, ze
tfeci koeficienty dokdzeme odhadnout s jesté mensi presnosti.

P1i vypoctu prace jste ve svych resenich ¢asto zapominali, ze pritlacna sila bude zaviset na
plose a dostavali jste proto nadhodnocené odhady.

Miroslav Hanzelka
mirek@fykos.cz

Uloha IV .4 ... ach ta tize 4 body; primér 2,12; fesilo 42 studentit

Urcete, jaké je tihové zrychleni na povrchu neutronové hvézdy v zavislosti na rovnobézce. Jak
velka slapova sila by ptisobila na predmét vysoky h = 1m a s hmotnosti m = 1kg v blizkosti
jejiho povrchu? S jakou energii by dopadl na povrch neutronové hvézdy marshmallow upustény
z vysky h? Neutronova hvézda ma polomér R a rotuje s periodou rotace T'. Miizete ji povazovat
za kulovou, i kdyz presné kulova neni. Najdéte si hodnoty pro typickou neutronovou hvézdu
a udejte jak obecné, tak konkrétni ciselné vysledky:.

Karel se zasnil nad drtivou silou neutronovijch hvézd a jejich skvélou neinercialitou.

V celém feseni budeme predpokladat, ze gravitac¢ni Gcinky lze popsat newtonovsky a ze vSechny
rychlosti jsou nerelativistické.
Zapoénéme s tthovym zrychlenim na povrchu. Na testovaci téleso spojené s hvézdou (rotuje
s ni) pusobi dvé sily — skuteénd gravitacéni a zd4nliva odstfedivd. Uvazujme kulovou neutronovou
hvézdu s polomérem R a hmotnosti M a testovaci ¢astici na rovnobézce ¥ s hmotnosti m,
tj. situace jako na obrazku 2.
Z geometrie situace lze nahlédnout, ze pro velikosti sil ptisobicich na testovaci téleso bude
platit kosinova véta
|Fel” = |Fa|” + |Fo|* — 2cos ¢ | Fal | Fol
kde Fg je celkova tthova sila ptisobici na téleso, Fg je gravitacni sila a F, je odstiediva sila.
Pro velikost |Fg| bude platit z Newtonova gravitaéniho zdkona
Fol = S3
a pro velikost odstiedivé sily dostaneme

5 4An®mr  4n®mRcos
|Fo| = mrw® = T2 = T2 ,
kde w je uhlova rychlost rotace hvézdy a G je Newtonova gravitaéni konstanta. Pro velikost
tihového zrychleni tedy dostavame

_|Fg]  [G?M?  16n*R2?cos?vy  8n2GM cos? v
g() =~ it T 7T .
Specialné na poélech

GM

9(900) =|Fg| = R2
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Obr. 2: Rozbor situace.

a na rovniku )
o ° GM 4n°R
9(0%) = [Fa| — |Fo(0°)] = :

Rz T2

Nyni se zamérme na slapovou silu. Slapova sila je zptisobena riznymi silovymi G¢inky na blizsi
a vzdalengjsi ¢asti télesa. Je-li h < R, pak lze téleso aproximovat dvéma bodovymi hmotnostmi
na koncich télesa (pro malé homogenni téleso). A velikost slapové sily potom lze pfiblizit jako

1
F.=F, (%7R+h) _F, (%R) zih%
y=R

kde uvazujeme velikost sily jako funkci hmotnosti a polohové souradnice y — v radidlnim sméru.
Po vypoctu lze zapsat slapovou silu jako

_ mh —-G*M? n 87t R cos? ¢ n 2n2G'M cos? o
7 g(R) R® T4 R2T?2 ’

kde znacenim g(R) vyjadiujeme, ze zde tihové zrychleni povazujeme za funkci poloméru hvézdy
a s ¥ naklddame jako s konstantou. Tento vztah pro silu Fy zaslouzi blizsi komentar. Pred-
poklad A < R je splnén pro malé predméty, poloméry neutronovych hvézd se ale pohybuji
i v fddech kilometru, takze pro jind kosmicka télesa tento predpoklad platit nemusi. Dale jsme
vychazeli z toho, Ze je téleso spojené s hvézdou. Napi. kdyby se jednalo drive zminény cizi
objekt, tak by slapova sila odpovidala pouze gravita¢ni slapové sile. Nakonec v zavislosti na
parametrech mize mit slapovd sila rtizné znaménko (téleso je stlacovano ¢éi roztahovéno).
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Co se tyce treti podotazky, z formulace ,,upustime marshmallow® neni jasné, zda jsme pri
upousténi spojeni s hvézdou ¢i nikoliv (rotujeme ¢ nerotujeme). Dalsi otdzkou je, zda mame
v situaci zohlednovat slapové sily a prislusné deformace marshmallow. Tyto deformace budou
ale silné zaviset na rozmérech marshmallow, které nejsou specifikovany, proto je zde nebudeme
uvazovat.

At uz uvazujeme rotujici ¢i nerotujici marhsmallow, jako nejsnazsi cesta k vysledku se
jevi pocitat pohyb marshmallow v inercidlni soustavé a poté pouze pohyb prevést do rotujici
soustavy (odkud zjistime dopadovou energii).

Padé-li marshmallow z klidu, jeho kineticka energie pti dosazeni povrchu hvézdy bude v iner-
cidlni soustaveé

1 1 1
§mv2 = Ep(R+h) — E,(R) = GMm (E - m) ,
kde m je hmotnost marshmallow. Tedy
h
=/2GM ———
v M Rt h)

pro malé vysky h mizeme aproximovat R 4+ h ~ R. Nicméné ,povrch“ hvézdy se vuci klidové

soustavé pohybuje rychlosti
_ 2nRcosy

T
Protoze jsou ale tyto dvé rychlosti na sebe kolmé, bude pro dopadovou energii platit

!
v = Rw

1 2 2\ GMh 212 R% cos? 1)
E0—5m<vo+v )_m{R(R-l-h)jL T3

Pro rotujici marshmallow je situace pro mald h obdobnd, pouze tecna rychlost povrchu viéi
marshmallow bude hw cos ¥ namisto Rw cos ). Pro vétsi h jiz toto nemusi byt splnéno. Zaprvé
se muze stat, ze marshmallow viibec nedopadne (jeho orbita neprotne povrch hvézdy), nicméné
toto by se muselo dit pro zna¢né vysky h (zkuste si odhadnout polomér staciondrni kruhové
orbity), pro které je spojeni s hvézdou velice problematické; jediny rozumny scénaf (krom
sflenych konstrukei typu vytah do vesmiru na neutronové hvézdé) je stacionarni druzice, na
které by po upusténi marshmallow nekonal urychleny pohyb (vidi druzici by byl v klidu).
Proto predpokladejme, ze marshmallow dopadne.

Provedeme pfiblizny vypocet pro ,mensi“ h (nemusi byt malé v porovndni s R, ale ne tak
velké, aby se vyrazné projevilo zakfiveni orbity — viz nize).

Opét postupujme jako diive. Musi byt zachovdna mechanické energie, tudiz

GMm 1 o GMm

1 2 _1 _ GMm
§m[(R+h)wcosw] “Rah 3™ 7

h
2 2
vi = [(R + h)w cos +2GM ————,
kde v1 je rychlost marshmallow vici klidové soustavé pri dosazeni povrchu hvézdy. Tentokrat
ale vektor rychlosti v klidové soustavé pri dosazeni povrchu nebude na povrch kolmy, proto
musime jesté spocitat tecné a kolmé slozky vi k povrchu.

Musi rovnéz platit zakon zachovani momentu hybnosti, proto

mw cos” (R + h)? = mRu, cosp
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(R + h)?wcos v
R )
kde v¢ je teénd slozka (rovnobézna s povrchem) rychlosti marshmallow v klidové soustavé pfi
dosazeni povrchu.
Necht w je rychlost marshmallow vii¢i povrchu pti dopadu. Potom pro dopadovou energii E
plati:

Vy =

Fi=—-mw’ = %m‘w — v'|2 = %m [(Uf + (vt —U/)2:| = %m [Uf — 2up0 —|—v'2] R

kde v, je radidlni slozka rychlosti marshmallow pti dosazeni povrchu. Po dosazeni za v, v1 a vy
dostaneme

1 2 h 4n(R 4+ h)2wcos?yp  4n?R? cos® o
Ei == 5 2GM —
1 2m{[(R—i—h)wcomﬁ] +2G RETH) T + T2
a kone¢né po dosazeni w = 2r/T méme
h 2n?

El_m{GMR(R+h)+T2

[R2 —(R+ h)]2] cos? 1/;} .

Pro uspokojeni obecnosti je tieba dodat, uvedeny postup vypoctu dopadové energie nebyl
uplné korektni, protoze existuji takové polohy upousténého marshmallow, kdy marshmallow
dopadne, ale pouzitd aproximace neni spravna. Jedna se o takové polohy, kdy jiz orbita upus-
téného marshmallow nemé v dobrém pfiblizen{ trividlni tvar (je nutno ji povazovat za elipsu,
ne za usecku), ale orbita povrch neutronové hvézdy protne. V takovémto piipadé jiz neni ste-
larni sitka dopadu shodna s ,,upoustéci® sitkou a vektor rychlosti pfi dopadu jiz obecné nebude
rovnobé&zny s mistni rovnobézkou (dopadu). V takovémto pripadé by bylo nutno spocitat misto
dopadu a poté rychlost rozlozit do t¥i smért misto dvou, a pocitat s ruznymi steldrnimi §itkami.
Postup by byl velice pracny, ale typové ne az tak odlisny od pouzitého.

Nyni aplikujme vysledky na néjakou neutronovou hvézdu, napt. na pulsar PSR J0348+0432
(dvojhvézda s bilym trpaslikem)® Ta mé parametry: (data uvedeny bez nepiesnosti, polomér je
uveden stiedni)

M = 2,01Mg = 4,00-10° kg,
R=13km =1,3-10"m,
T =39, 1ms=391-10"2s.
Podotykame, ze se jedna o pomérné mohutnou neutronovou hvézdu. Dostavame pro ni hodnoty
g(90°) =1,58-10"% m-s™?,
g(0°) =1,58-10"? m-s~2.
(rozdil fadové 108 m~572). Vidime, ze zavislost na rovnobézce je slabd, proto pro jednoduchost
budeme poéitat slapovou sflu pfi pélu, pro 1 m vysoké téleso o hmotnosti 20 kg (pefinac):

GMmh
R3

Shttp://en.wikipedia.org/wiki/PSR_J0348+0432

F, = =243-10°N,
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coz je pomérné hodné. Zkuste si porovnat slapové sily pusobici na atom se silou, kterou jsou
vazany elektrony.

A kone¢né dopadové energie marshmallow pusténého z vysky h = 1 m (zaf{zenim spojenym
s hvézdou) o hmotnosti m = 5g je zhruba

E1=789-10°J.

Lubomir Grund
grund@fykos.cz

Uloha IV.P ... nejmenovana tycinka 4 body; pramér 2,15; Fesilo 26 studentt

Na zdkladé biochemickych déji v lidském téle a jeho mechaniky odhadnéte, kolik energie spo-
trebuje cyklista na prekondni tisice vyskovych metri, je-li priimérné stoupani 5 %.

Michal s Tomdsem premgysleli na
kolik kopct staci jedna tycinka (kterd FYKOS nesponzoruje, a proto zde neuvedeme jeji ndzev!).

Najprv si ujasnime, ¢o budeme mysliet pod pojmom energia (pri stravovani). Ndzov tlohy na-
povedd, ze by sa hodilo daco ako to ¢islo (energetickd hodnota), ktoré je napisané na obaloch
od jedla. Proste maximalna energia, ktorti vieme z jedla ziskat. V organizme sa ziskava spa-
Tovanim uhlikatych zlicenin s O, na H,O (kvapalni) a CO,, je teda rozumné priradit jedlu
energiu rovnu teplu uvolnenému v reakcii

20 +y — 2

CzH2yOz (S) + 2

0,(g) —> 2 CO4(g) + yH,O(1).

Kazdej latke vieme priradit tzv. Standardnt zlucovaciu entalpiu AHY, ktord vyjadruje re-
akéné teplo spotrebované pri jej vzniku z prvkov pri standardnych podmienkach — obvykle
atmosféricky tlak a izbovd teplota — (v Iudskom tele st tlak a teplota trochu iné, ale to mé-
zeme zanedbat). Reakcii potom mozeme priradit jej Standardni reakénd entalpiu AH? ako
stechiometricky sucet Standardnych zlucovacich entalpii produktov minus reaktantov. Tak-
ze AH?1(C,H,,0,) je prave reakéné teplo spotrebované pri spaleni daného mnozstva (typicky
jedného molu) latky CzH,,0.; s minusom dostaneme uvolnené reakéné teplo.

Prevyseniu 1km zo zadania zodpoveda vzdialenost zhruba 20km a navyse to je dost do
kopca. Predpokladajme, Ze cyklista je chytry a nechce sa tplne zabit. Sprint a dlhsia jazda
totiz vyuzivaju tplne iné zdroje energie a mechanizmy ich premeny na energiu (tzv. metabo-
lické drahy). Dokonca sa na ne Specializuji aj rozne druhy svalovych vldkien. Mensi vykon,
ale vadSiu vydrz mé aerébne (v reakcii vystupuje kyslik) spalovanie tukov. Zvolme si teda
ako zdroj energie bezny tripalmitoylglycerol. Entalpia jeho spalenia je’ AHY(CyHgsOg4) =
= —32MJ-mol~!. KedZe je zéporna, uvolni sa z 1 molu spaleného Cy1Hgg Oy teplo 32 MJ. Teraz
potrebujeme zistit, aka praca sa z neho da vykonat.

Biochémia

Zakladnou ,energetickou jednotkou® v metabolickych drahach je adenozintrifosfat (ATP). Vac-
Sinou sa hydrolyzuje na adenozindifosfat (ADP) a fosfdt (Pi), pri¢om sa uvoliiuje energia pre
iné energeticky ndro¢né biochemické reakcie, alebo sa z ADP a Pi skladd pomocou energie uvol-
nenej v biochemickych reakciach. Niekedy sa naraz odtrhnt dve fosfatové skupiny ako difosfat

9https://archive.today/rwFII
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(PPi), co je ale energeticky ekvivalentné dvom reakcidm ATP +H,0 — ADP + Pi. A niekedy
sa pouzije iny nukleotid, napr. guanozintrifosfat (GTP), ale prendsa prakticky rovnaké mnoz-
stvo energie. Mozeme preto hovorit o ekvivalentoch ATP potrebnych/vzniknutych pri reakcii
z ADP ako o jednotkéch energie.

Okrem ATP sa Casto objavuju aj dalsie pomocné latky (kofaktory), napr. nikotinamida-
denindinukleotid (NAD™) a jeho analégy ako flavinadenindinukleotid (FAD). Majt aj svoje
redukované formy (NADH, FADH,), ktoré st stcastou tzv. elektrénového transportného retaz-
ca, kde sa redukuje kyslik a vznikd voda. Pri tom sa uvolni energia, ktora sa v pripade NADH
vyuzije na vznik 2,5 ekv. ATP (v pripade FADH, vznikne 1,5 ekv. ATP). Dalsim délezitym
biochemickym kofaktorom je koenzym A (CoA).

Pri trdveni sa tuk rozlozi na glycerol a mastné kyseliny, v nasom pripade 3 ekv. kyseliny
palmitovej (C,;—COOH; uhlovodikovy retazec budeme len struc¢ne znacit po¢tom uhlikov).
Tieto latky sa nejako musia dostat do bunky. Pritom sa sice regeneruje a zasa rozkladéd tuk,
ale tento proces nie je podstatny pre energetické ivahy. Pozrime sa na metabolizmus kyseliny
palmitovej v bunke.

Prvy krok, v ktorom sa energia spotrebuje, je ,aktivacia“ mastnej kyseliny jej pripojenim
na CoA. To si vyziada spotrebu 2 ekvivalentov ATP (toto je priklad reakcie, v ktorej z ATP
vznikd AMP). Vzniknuty C,,CO—CoA pokracuje do S-oxidécie — cyklického procesu, v ktorom
sa vzdy z C,,, | ;CO—CoA odtrhne acetylkoenzym A (Ac—CoA, v nasom znaceni C; CO—CoA)
za vzniku 1 ekv. FADH,, 1 ekv. NADH (teda 4 ekv. ATP) a C,, ;CO—CoA. Teraz vidime,
ze sme si dobre zvolili kyselinu s parnym poctom uhlikov: uhlovodikovy retazec sa vzdy skrati
02 az C;;CO—CoA vznikne 8 Ac—CoA a 32 ekv. ATP!®

Ac-CoA pokracuje do citratového cyklu, v ktorom z neho vznikne CO,, H,O, 3 ekv. NADH,
1 ekv. GTP a 1 ekv. FADH,. Celkovy energeticky zisk z kys. palmitovej je 110 ekv. ATP.
Glycerol moze byt prevedeny na glyceraldehyd-3-fosfat (spotrebuje sa 1 ekv. ATP a vznikne
1 ekv. NADH). Z neho vznikne v glykolyze Ac—CoA (uvolni sa 1 ekv. ATP a 2 ekv. NADH),
ktory zas pokracuje do citratového cyklu. Z glycerolu ziskame teda 17,5 ekv. ATP a z tripal-
mitoylglycerolu asi 350 ekv. ATP.

Termodynamika

Teraz sa naskytuje otdzka: aki préacu vedia svaly vykonat pomocou daného mnozstva ATP?

Najprv si ujasnime, ako sa vyrata entalpia. Nesta¢i zobrat len sicet energii chemickych
vézieb produktov minus reaktantov — zmenu vnitornej energie molekil AU v reakcii — lebo
v reakcii vznikaju aj plyny, ktoré sa eventudlne uvolnuju do vzduchu. Pri uvolneni plynov
s objemom V do prostredia s tlakom p (ktory mézeme povazovat za atmosféricky) treba vykonat
priacu pV, teplo spotrebované pri reakcii teda ziskame ako AH = AU + pV ~ AH®.

Minus entalpia sice vyjadruje teplo, ktoré sa uvolni v reakcii, ale nie vSetko sa d& premenit
na pracu. Problém je v zmene entropie. Entropia sa totiz meni jednak tym, Ze sa uvolnuje alebo
spotrebuje teplo v prostredi, ale aj vznikanim a zanikanim vézieb v molekuldch. Entropia je
”miera neusporiadanosti systému”, takze informéacia o tom, ze dva atémy st spojené, do nej
urcite prispieva. 2. termodynamicky zdkon hovori, Ze na to, aby entropia neklesala, sa musi cast
energie uvolnenej premenit na teplo, a nie na pracu.

L0Pri odbtravani mastnych kyselin s neparnym poétom uhlikov sa B-oxidacia zastavi na trojuhlikovom kon-
ci — propionylkoenyme A (v nasom znaceni C,CO—CoA). Ten dalej prechadza biochemickymi drdhami tro-
juhlikatych a stvoruhlikatych kyselin.
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Maximélnu pricu (zasa s opatnym znamienkom, ako pri entalpii), ktord sa méze uvolnit
v reakcii, popisuje tzv. reakénd Gibbsova energia AG. V reakcii ADP + Pi — ATP + H, O sa
dé vyjadrit ako

AG=AH-TAS=AH —-TAS°+RTIlng~ AG°+ RTIngq,

kde ¢ = [ADP][Pi]/[ATP] je stechiometricky sG¢in bezrozmernych koncentricii (v jednotkéch
mol-17"; koncentricia rozpustadla — vody — sa doftho nerdta). Vyraz AH® — TAS® pri tep-
lote 25°C (T = 298 K) potom oznadujeme ako $tandardnd zmenu Gibbsovej energie v danej
reakcii. Pre hydrolyzu ATP pozndme'! AG°® = —31kJ-mol~!.

Entropia AS(M) jedného molu jedného typu molekidl M (teda hodnota, o ktort sa zmeni
entropia tym, Ze tieto molekuly zaniknd) sa totiz d& rozpisat do dvoch ¢lenov — élen AS°®
zodpoveda entropii, ktord by mali, ak by sa mohli volne pohybovat v objeme 11 a ¢len —Rlngq
prepoctu entropie na iny objem, v ktorom budi potom mat inti koncentraciu. AS° zdlezi zlozito
aj na vnutornom usporiadani tychto molekil, ide teda o experimentalne namerané hodnoty.
Zmenu entropie v reakcii potom vypocitame z AS jednotlivych molekil rovnako ako zmenu
entalpie.

Vidime, ze AGarp zavisi vyrazne na koncentraciach ATP, ADP a Pi, ale aj roznych 14t-
kach, ktoré tieto koncentracie ovplyvnuji. Jej hodnotu je treba proste namerat. Vacsina hod-
n6t AGatp nameranych v svaloch sa pohybuje okolo'? —50kJ-mol~*, z &oho vieme prepoéitat,
Ze na pracu (teda AG, ktoré sa d4 ziskat z 350 ekv. ATP) sa méze premenit maximéalne zhruba
polovica tepla uvolneného pri spéleni CyHgsO4 (teda zmeny entalpie), AG1 = 18 MJ-mol~*.
Takt dokonalii Géinnost sval samozrejme nemé. Ten isty zdroj uvddza, ze v skutocnosti je
ziskand praca len zhruba 30 % AG, teda 5,5 MJ z 1 molu tripalmitoylglycerolu.

Pozor, spocitali sme len max. pracu, ktord sa da teoreticky z ATP vytazit. V skutoénosti
svaly nepremienaju ATP na précu, ale na napétie T. Doslova na to, aby sa posunuli svalové
proteiny. Sila F', ktort vie sval zlozeny z rovnakych vldkien vyvinut, teda rastie s jeho prierezom
S, lebo F = T'S. Ak by sme ¢loveka zviacsili k-krat, jeho objem a hmotnost narastie k3-krat
a max. sila len k%-krat. V4GS, resp. tazsi, lovek teda na svoju hmotnost vyvinie mensiu silu
ako mensi a tazsie sa utiahne do kopca. To je dovod, preco si profesiondlni cyklisti relativne
chudi.

Mechanika

Aké sily cyklistu brzdia? Samozrejme tiazova, potom nejaky odpor vzduchu, trenie v loziskdch
a valivy odpor. Odporova sila vzduchu rastie s rychlostou cyklistu, ktord do kopca nie je velmi
velka. Konkrétne ak by tych 20 km mal nas cyklista prejst pohodovym tempom za 4 hodiny, bude
mat rychlost v = 5km-h™!. Pri tomto tempe moéZeme vyuzit vyssie spomenuty mechanizmus
ziskavania energie. Plochu cyklistu odhadnime na S = 0,5 m?, koeficient odporu vzduchu nech
je C' =1, hustota vzduchu ¢ = 1kg-m~3. Podla vzorca

_ CSpv?
Fo=——

dostaneme odhadom F, = 0,5 N. Ak m4 cyklista s bicyklom hmotnost m = 80kg a uhol stiipania
(pre malé hodnoty je uhol v rad. priblizne rovny stiipaniu v percentdch) o = 0,05, zlozka tiazovej

Mhttps://archive.today/jjCEfY
12Njicholas P. Smith, Christopher J. Barclay, Denis S. Loiselle: The efficiency of muscle contraction. Progress
in Biophysics and Molecular Biology 2005.
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sily, ktora ho taha dozadu, je F | = mgsina = 40N, odpor vzduchu je teda tiplne zanedbatelny.
Straty energie v loziskach sa daju vyrazne minimalizovat dobrym namazanim a valivy odpor
doftikanim pneumatik'® (predpokladdme, 7e cyklista je chytry), takze mozeme vplyv vietkych
sil okrem gravitacnej zanedbat.

Existuje vela technik bicyklovania do kopca. Niektoré st lepsie (efektivnejsie), iné horsie.
Nie vSetka praca svalov sa totiZ vyuZije na prekonanie spomenutych sil. Cast sa spotrebuje na
zrychlovanie/spomalovanie noh, ¢ast na udrzanie polohy tela a bicykla (napr. ak cyklista na
pedéloch stoji a bicykel sa viac kyve zo strany na stranu) a taktiez noha netla¢i iplne kolmo na
pedale, takze sa energia spotrebuje aj na napinanie svalov neuzito¢nym tlacenim rovnobezne
s klukou pedélov'*

Tento treti efekt sa moézeme pokusit odhadnif. Zoberme si jednoduchy model kritenia
pedalov: uhlova rychlost pedélov je konstantnd, cyklista tla¢i na peddl v rozsahu uhlov (peddlu
od kolmice) ¢ € (20°,160°) konstantnou silou F zvislo dole. Mézeme predpokladat, ze svaly
spotrebuji rovnako vela energie v oboch pripadoch. Akd pracu (W1) vykond oproti pripadu
(Wo), ked by tlacil silou F' vzdy kolmo na kluku pedélov?

Je jasné, ze Wy = F's = 140°RF = 2,4RF, kde R je vzdialenost pedédlu od osi otdc¢ania. Ak
F posobi dole, analogicky s potencidlnou energiou v tiazovom poli mézeme povedat, ze sa pedal
pohol 0 Ah = R(cos20° — cos 160°) = 1,9R dole a vykonand praca W1 = AhF = 1,9RF, ¢o
je asi 80% Wy. Skutocné straty energie zdvisia dost na spdsobe pedalovania, ale pouzime tento
vysledok pre findlny odhad.

Zaver

Prevyseniu H = 1km zodpovedd potencidlna energia E, = Hmg = 0,7 MJ. Odhadli sme,
ze svaly musia spéalit aspon Fp/0,8 = 0,9MJ. To zodpovedd 0,15mol tripalmitoylglycerolu,
resp. hladanej energii E = 5MJ = 1103 kcal energie, resp. §tyrom 50gramovjm nemenovanym
tycinkdm s energetickou hodnotou zhruba 250 kcal.

To je stale len pre dost idealizovany pripad. Ak by stiipanie nebolo rovnomerné, teda s krét-
kymi prudkymi stipaniami a rovinkami alebo sa cyklista ponahlal, musel by zapojif anaerébne
dychanie, ktoré je menej efektivne, lebo nie je mozné vyuzit elektrénovy transportny retazec.
V skutoc¢nosti aj pri miernom tempe budi svaly spalovat aj glukézu. Cely organizmus potrebuje
viac energie atd., proste je kopa bodov, v ktorych sa eSte moze stratif energia. Jedna platnéd
cifra v E je vela, odhad je skor zopar MJ a zopar tyciniek.

Jakub Safin
xellos@fykos.cz

Uloha IV.E ... lahvované povrchové napé&ti 8 bodi; primér 5,20; fesilo 30 studentii

Méme valcovou nddobu, ve které vytvorime z boku kruhovy otvor. Nalijeme do ni vodu. Voda
bude postupné vytékat, ale v néjaké vysce nad otvorem se vytok vody z nadoby zastavi. Urcete
povrchové napéti vody na zakladé zmerené vysky nad otvorem, ve které se hladina zastavi.
Pokus nékolikrat opakujte, a to alespori se tremi riizné velkymi otvory. Jako vdlec miize poslouzit
vhodna PET lahev. Karel se inspiroval tim, co vikal Vojta Zdk, Ze déld na krouzku fyziky.

Bhttps://archive.today/JfUUv
Mnttps://archive.today/uXn09
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Teorie

Podivejme se na zacatek, kde se povrchové napéti vody vlastné bere a co to je. V kapaliné jsou
molekuly v mnohem mensich vzdjemnych vzdalenostech nez v plynu, takze v blizkosti dané
molekuly je dostate¢ny pocet dalsich molekul, které na ni plisobi ptitazlivymi silami, které vy-
volavaji nezanedbatelny kohezni tlak. Pokud si vezmeme situaci, kdy mame molekulu kapaliny
ve vétsi hloubce pod volnym povrchem, pocet molekul kolem této molekuly je pomérné velky
a tyto molekuly jsou rovnomérné rozlozené, takze se jejich interakce vzdjemné vyrusi a vysledni-
ce sil je prakticky rovna nule. Pokud se vsak molekula dostate¢né priblizi povrchu, vyslednice sil,
jimiz na ni pasobi ostatni molekuly kapaliny, bude smérovat dovniti kapaliny kolmo k volnému
povrchu. Samoziejmé na ni budou silové pusobit i molekuly plynu (syté pary nad kapalinou),
nicméné hustota kapaliny je obvykle fadové vétsi nez plynu, proto celkova vyslednice sil bude
stale smérovat dovniti kapaliny. Z toho plyne, Ze prevedeni molekuly z vnitfku kapaliny do
jejl povrchové vrstvy je spojeno s vykondnim prace proti silam ptisobeni ostatnich molekul.
Takze molekuly na povrchu musi mit vétsi potencidlni energii, kterou nazyvame povrchova
energie . Povrchové napéti mtzeme definovat jako praci vnéjsich sil potfebnych k zvétseni
plochy vztazenou na zménu plochy, tedy

_dE,

=15
Pripadné jako pritazlivou silu molekul F' vztazenou na jednotku délky mysleného fezu povrchem
kapaliny I, tedy

_dr
=
Podivame-li se na nas experiment (schéma na obrazku 3), pak je zfejmé, ze hydrostatickd sila,
respektive hydrostaticky tlak vody bude nutit kapalinu vytékat bo¢nim otvorem ven. Povrchové
napéti naopak bude piuisobit soudrznost kapaliny a branit jejimu odtékéni.

h

R\

Obr. 3: Nékres.

Vné nadoby je atmosfericky tlak p,. Tlak v hloubce h pod hladinou kapaliny je roven souctu
atmosferického a hydrostatického tlaku, tedy p. + hog, kde ¢ je hustota kapaliny a g je tihové
zrychleni. Pro rozdil tlakti Ap na rozhrani dvou tekutin za rovnovdzného stavu plati Youngova-
Laplaceova rovnice

1

Ap:v(]%ﬁ}%y), (1)
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kde v je povrchové napéti a poloméry kfivosti rozhrani jsou R, a R,. Dale budeme predpo-
kladat, ze R, = Ry = R, tedy ze povrch kapaliny ma tvar kulového vrchliku o poloméru R.
Z obrazku 3 vidime, ze polomér k¥ivosti rozhrani R bude vzdy vétsi nebo roven (v piipadg,
Ze mé povrch tvar polokoule) nez polomér otvoru d/2, tedy z rovnice (1) dostdvdme nerovni-
ci Ap < 4v/d. Po dosazeni za Ap jiz muzeme ziskat vztah pro povrchové napéti

hogd
Y2 4
pricemz déle budeme predpokladat, ze povrch kapaliny mé pfesné tvar polokoule.

Je dobré myslet na to, ze povrchové napéti je pomérné vyrazné zavislé na teploté. Pro
pokus proto byla pouzita voda s pokojovou teplotou, kterd ¢inila ptiblizné 20 °C, pro kterou by
povrchové napéti vody mélo'® byt asi 0,073 N-m~'. Hustota destilované vody p¥i této teploté
&ini asi 998 kg-m ™3, jelikoz viak stejné mame kohoutkovou vodu, spokojime se pro vypocet se
zaokrouhlenéjsi hodnotou 1000 kg-m™3.

Experiment

Pro experiment byla pouzita PET ldhev, jak doporucuje zaddni. Do ni byl jehlou vytvoren
otvor. Jehla byla v prislusné sifce oznacena a jeji primeér zde byl zméfen posuvnym méritkem,
tento prumér byl posléze povazovan za prumér otvoru d.

Do lahve byla nalita voda do dostatecné vysky nad otvorem a nechala se volné odtékat az do
predpoklddaného vyrovnani tlaki, respektive zastaveni odtékani. A poté byla pomoci pravitka
s dilky po 0,5 mm zméfena vyska hladiny h od stiedu otvoru po dolni hranu menisku hladiny.
Méreni bylo provedeno pro celkem Ctyri rizné pruméry otvoru d, pro kazdy bylo opakoviano
pétkrat (pro nejmensi otvor trvalo jedno méfeni pomérné dost dlouho, vétsi pocet opakovini
by tedy byl éasové naro¢ny).

Pro vétsi otvory a vétsi miru naplnéni PET ldhve Slo dobfe pozorovat klesajici rychlost
vytékani vody (snizujici se spolu s hydrostatickym tlakem) — jeji proud se postupné vice a vice
priblizoval PET lahvi az nakonec tekl uz pouze po ni.

Vysledky a diskuze

V tabulce 1 jsou zaznamenény naméiené vysky hladin h spolu s primérnou viskou h pro kazdy
z otvorl s nejistotou uréenou jako kombinovand nejistota nejistoty typu A (urdené jako vybé-
rovd smérodatnd odchylka ndsobend kvantilem Studentova rozdéleni pro dany pocet méfeni)
a nejistoty typu B (polovina nejmensiho dilku pravitka), $ifka otvoru d a dopocitané povrchové
napéti v, pficemz nejistota A~y povrchového napéti v byla uréena pomoci zédkona sifeni nejistot

o 2 5} 21
Ay = \/(aZAh) n (%Ad) = 1V/(0gdA0) + (hogAd)?,

2 { hustotu

kde Ah je nejistota hloubky h, Ad je nejistota pruméru otvoru d a g = 9,81 m-s™
vody povazujeme za konstanty.
Vidime, ze ziskané hodnoty povrchového napéti jsou priblizné ¢tytrikrat mensi, jez je tabul-

kovéa hodnota, kterou bychom u vody dané teploty ocekévali.

Shttp://www.converter.cz/tabulky/povrchove-napeti.htm
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Tabulka 1: Naméfené vysky hladin h, pramérnd hodnota vysek h, pramér
otvorid d a vypoctené povrchové napéti vody ~ pro Ctyfi rizné praméry otvoru d.

d o h v

mm mm mm N-m—!
04+0,1 180 17,5 17,0 185 18,0 17,8+0,9 0,017+ 0,004
07401 100 11,0 11,0 10,5 10,0 10,5+0,8 0,018+ 0,003
1,0+ 0,1 8,5 7,5 8,0 8,5 8,5 8,2+0,6 0,020+ 0,003
1,34+0,1 5,5 5,5 5,5 6,0 6,0 574+0,3 0,018 & 0,002

Duvodem je pravdépodobné hlavné to, Ze experiment je sice vhodnou demonstraci disledku
povrchového napéti kapalin (vSechna voda nad otvorem neodtékd, i kdyz ma kudy), ale ne-
hodi se pro jeho kvantifikaci. Zasadnim problémem je nejspiSe pravé to, ze vodu nechdvime
odtékat, takze neni statickd a dochazi k proudéni, nemérime tedy situaci pfi vyrovnani tlakd,
tak jak bychom cekali. Vhodnéjsi by mohlo byt naopak nechat kapalinu velmi pomalu natékat
hadickou u dna a hodnotit, kam hladina vystoupi, nebot takto bychom omezili vifeni kapaliny.
Dalsimi pric¢inami podhodnocenych vysledki mohou byt napriklad neidedlnost otvoru, nebo to,
ze kapka nemusi drzet v otvoru, ale miize jej prekryvat, skutecny polomér je poté vétsi, coz také
vede k mensim hodnotdm povrchového napéti. Posledni zminény jev bychom mohli odstranit
zvétsenim otvoru, avsak v prilis velkych otvorech se utvori pouze mirné zaktivena blana, jejiz
polomér krivost je i ndsobné vétsi nez polomér otvoru, coz opét vede k velkym nepresnostem
pfi stanoveni povrchového napéti.

Skutec¢né hodnoté se vyraznéji nepriblizime, ani kdyz zohlednime nejistoty méteni, ¢ili cely
interval, ve kterém by se hodnota povrchového napéti méla nachézet. Je to dano tim, Ze nejistoty
méfeni hodnoti predevsim presnost, s jakou jsme néco méfili, nicméné prakticky jsme nemérili
to, co jsme predpokladali.

Zavér

V nasem experimentu jsme mohli pozorovat dusledky povrchového napéti. Ziskané hodnoty
povrchového napéti prevazné pod 0,020 N-m ™! jsou vSak vyrazné mensi, nez by mély pro vo-
du s pokojovou teplotou byt. Na zavér je tedy nutné tict, ze experiment pro urceni hodnoty
povrchového napéti kapalin neni vhodné navrzen.

Kristina NesSporovd
kiki@fykos.cz

Uloha IV.S ... Ljapunovska 6 bodt; pramér 4,79; fesilo 14 studenti

stavte, Ze jste propisku postavili na stiil s nulovou vychylkou §x s presnosti na n desetinnych
mist a s nulovou rychlosti. Za jak dlouho po postaveni propisky si budete moct byt jisti
pouze s n — 1 desetinnymi misty nulovosti vychylky?

2. Uvazujte model pocasi s nejvétsim Ljapunovovym exponentem A = 1,16-107° s~*. Predpovéd
podasi prestava byt pouzitelnd, pokud je jeji chyba vice nez 20 %. Pokud jste dokdzali zmérit
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stav pocasi s presnosti na 1 %, na jak dlouho byste odhadovali, Ze bude dobréa vase pfedpovéd?
Odpovéd podejte v dnech a hodinach.

3. Vezmeéte si Lorenziiv model konvekce z minulého dilu, opiste si z néj funkci £ (xi,t) a nasi-
mulujte a vykreslete si hodnotu parametru X (t) pro dvé rizné trajektorie pomoci prikazu
X01=1;

Y01=2;
Z01=5;
X02=...;
Yo2=...;
Z02=...;

nastaveni = odeset('InitialStep', 0.01, 'MaxStep',0.1);
pocPodminkal=[X01,Y01,Z01];

resenil=ode45(@f, [0,45] ,pocPodminkal,nastaveni) ;

pocPodminka2=[X02,Y02,202] ;

reseni2=ode45(@f, [0,45] ,pocPodminka2,nastaveni) ;
plot(resenil.x,resenil.y(:,1),reseni2.x,reseni2.y(:,1));

pause()

Misto tri tecek u X02,Y02,Z02 musite zadat pocatecni podminky pro druhou trajektorii.
Pustte kod alespori pro pét radovée odlisnych, ale malych odchylek a poznamenejte si cas,
ve kterém se druhd trajektorie od prvni kvalitativné odlepi (tj. sméruje napiiklad na tiplné
druhou stranu). Odchylku nezmensujte pod rdd cca 10~8, protoZe pak se zacnou projevovat
nepresnosti numerické integrace. Nacrtnéte zavislost odlepovaciho casu na radu odchylky.
Bonus Pokuste se ze ziskané zavislosti odlepovaciho ¢asu na velikosti odchylky odhadnout
odpovidajici Ljapunoviiv exponent. Budete potrebovat vic nez pét béhii a miizete predpo-
kladat, ze v okamziku odlepeni velikost odchylky pokazdé zrovna prekrocila néjaké konstant-
ni Ae.

1. Pfesny vyvoj linearizovanych rovnic ze seridlu ndm davd, ze pfi 6v(0) = 0 se pocatedni
vychylka propisky dzo vyviji jako*®

dx(t) = dxo cosh (\/%t) .

My chceme védét, kdy v nejhor$im pfipadé vychylka zasdhne i (n — 1)-té desetinné misto,
i prestoze zacCinala o fad nize. Zajima nas tedy, v jaky okamzik se pocatecni odchylka de-
setkrat zvétsi, neboli hleddme cas T, kdy je dz(T") = 10dzo. Nemusime tedy do rovnic vitbec
dosazovat néjaké konkrétni dz¢ a TesSime jen rovnici

— /9
10 = cosh ( LT) ,

coz lze pomoci inverzniho kosinu hyperbolického arccosh obratit jako

T = arccosh(10)/ g .

Pro L=5cm a g = 9,81 m-s~ 2 pak mame T = 0,2s.

16Vzpomeiite na definici kosinu hyperbolického coshz = (e® 4+ e~ %)/2.

19



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXVIII ¢islo 5/7

2. N4&$ model poéita vyvoj pocasi z(t), ale kvili tomu, Ze jsme podasi zméfili s néjakou odchyl-
kou, doopravdy se vyviji jako z'(t) = z(t) +6z(t). Diky tomu, Ze m4 ale tento systém nejvétsi
Ljapunoviv exponent A\ vétsi nez nula, bude se vychylka v nejhorsim ptipadé vyvijet zhruba
jako

|62(t)| ~ |62(0)]e™ .
Pokud je na zac¢dtku relativni chyba méfeni 1 % a ptame se po chybé 20 %, vlastné nés zajim4,
za jak dlouho se relativni odchylka v nejhorsim p¥ipadé zdvacetindsobi. Pfedpis pro dz(t) je
platny jenom pro absolutni odchylku, a pokud nezndme |z(t)| v ve vSech éasech, neni mozné
relativni odchylku |6z(t)|/|z(t)| pfesné sledovat. My tu ale uz tak déldme hodné jednoduchy
odhad, a proto si muzeme tipnout, Ze relativni odchylka se zdvacetindsobi zhruba v ten
okamzik, co se zdvacetindsobi'” |6z(t)|. Hleddme tedy Cas T takovy, Ze

20 =M.

To je jednoduché pocitani, ziskdvame pro tento cas

In(20)
A

Pro A = 1,16 - 10~° s dostavame T jako 3 dny a nula hodin. Pfesnost vysledku samoziejmé

neni vzhledem k hrubosti odhadu na pocty hodin, ale na jednotky dni muzeme brat odhad

pomérné vazné. Hodnota exponentu byla také vybrana tak, aby zhruba vystihovala spo-
lehlivost predpovédi pocasi v praxi, ale doopravdy je samoziejmé odhadovani spolehlivosti

vvvvvvvvvvv

T =

3. Tato tloha by méla byt pfimocarym pouzitim kédu ze zadéni a z minulého vzorového reseni.
Jak vidite na obrazku 4, ,odlepovaci ¢as“ neni tplné precizni pojem; trajektorie se casto
viditelné odchylovala uz pred kvalitativnim ,jodlepenim®, a proto nemélo cenu ¢as odlepe-
ni T zachycovat na presnost vétsi nez jednotky.

V tabulce 2 je zachyceno nékolik odlepovacich ¢asti spolu s vybranymi pocate¢nimi vychyl-
kami § Xo. Vychylku jste ale mohli vnést do libovolné pocédteéni souradnice, ne jen do Xp.
Misto § X v tabulce piseme log,,(6X0), protoze nejlepsi bylo odchylky posouvat o celé rady.
Nécrt zavislosti najdete v grafu na obrazku 5.

V grafu je také nacrtnuta pfimka pfiblizné vystihujici sklon zavislosti T' na log,,(6Xo),
protoze z tohoto sklonu lze odhadnout nejvétsi Ljapunoviv exponent systému (coz byla
bonusova st tlohy). Piedpokldddme-li totiz, ze zhruba plati Ag = 6Xoe*” a zdvislost
zlogaritmujeme a algebraicky upravime, dostdvame

_ 1 log5(Ac)
r= _IOglo(e)/\ log10(0X0) + logyo(e)A

My ale predpokladdame, ze posledni ¢len na pravé strané rovnice je konstantni, proto by méla
byt mezi T a log,,(6Xo) linearni zavislost se sklonem —1/(log,,(e)A).

Dobrte vidite na obrazku 5, ze zavislost neni tak tplné linearni, ale naopak takova hrbolata.
Néjaky sklon ale dokdZzeme body prolozit a z toho dostdvame priblizné A = 0,8. Doopravdy
je nejvétsi Ljapunoviiv exponent spocitany sofistikovanéjsimi metodami A = 0,9, coz je
vzhledem k hrubosti metody opravdu dobra shoda.

Vojtéch Witzany
witzanyv@fykos.cz

177j. predpokladdme, ze |z| bude po zdvacetindsobeni zhruba stejné jako na zacdtku.
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puvods
cachylena ——

puvod
cdchylena ——

puvodn
cdchylena ——

Fuvoan
cdchylena ——

Obr. 4: Zleva doprava a shora dolt postupné odlepeni soutadnice X (¢) Lorenzova modelu tak,
jak mi to spoéitalo a nakreslilo Octave. Odchylky jsou 6 Xo = 10~7;107%;107%; 10~

Tabulka 2: Casy odlepeni pro vybrané pocateéni vychylky.

log,o(6X0) T
7,5 27
-7,0 26
—6,5 22
~6,0 21
-55 21
—-5,0 17
—45 17
—4,0 17
-3,5 15
-3,0 12
—2,5 12
~2,0 11
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num. odlepy +

+ fit
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10 - E

log; (6X0)

Obr. 5: Zleva doprava a shora dolt postupné odlepeni soutadnice X (¢) Lorenzova modelu
s odchylkou 6 Xo z tabulky 2.

Serial: Rotor a jeho kopacky

V minulych dilech jsme se podivali na to, jak numericky integrovat diferencidlni rovnice a defi-
novali si chaos. Tento dil bude o nécem trochu jiném; naucime se, jak vyrobit chaos. Nandejte si
géfkucharské Cepice, vezméte si jako ingredience ruzné pruzinky, tdhla, kulicky, kyvadla a po-
divejte se na to, co je na chaos potireba:

1. Zajistéte si, aby vam ruzné ¢asti dynamického systému neulétly donekoneéna, pamatujte,
ze chaos je definovany pro vazany systém.

2. Pokud v systému hodné dochézi ke tieni a k disipaci, musite systému poskytnout néjaky
systém postuchovani nebo buzeni, aby se neprestal pohybovat. Zase ale nesmi postu-
chovani zpusobit, Ze se ¢asti systému pohybuji nekonecné rychle, to by bylo také svym
zpusobem poruseni podminky na vazanost systému, protoze by unikal nékam do pryc¢
v ,,prostoru rychlosti®

3. Uvolnéte dostatecné mnozstvi stupnii volnosti systému. Pokud se nemiize trajektorie po-
hybovat v dostatku rozmért, k chaosu z principu nemuze dochazet.

4. Pridejte nelinearitu, tj. pridejte do systému sily, které nejsou jen konstantni nebo linearné
zévislé na soufadnicich. Zadné nudné sily linedrné zavisejici na vychylce x jako u pruzin-
ky F = —kz! Chceme alespoi néco jako F = —kz?!
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Garantuji vam, ze kdyz vSechny tyto ingredience pouzijete, v drtivé vétsiné pripadi dostanete
chaoticky systém. Dost mozné z tohoto receptu jesté nejste iplné moudri, ale to nevadi. Od
toho, abyste to pochopili, je tu tento dil seridlu. Postupné si v ném kazdy ze zminénych kroku
vysvétlime, a nakonec dokonce uvaiime velmi delikatni chaotickou mapu.

Terminator? Kdepak, rotor

Zacneme hodné jednoduse prvni ingredienci, vazanosti systému, a uvidime, kam se to vyvine.
Nejjednodussi zptsob, jak mit systém vazany, je jej privazat nebo dokonce zafixovat tak, aby
se sice mohl pohybovat, ale pouze v kone¢né oblasti prostoru. Predstavme si, Ze na tenkou osu
pfipevnime nehmotnou tycku, na jejimz druhém konci je hmotny bod. Tycka se miize zcela volné
otéacet kolem osy, nemuze se vSak po ni posouvat. K uréeni polohy bodu v daném okamziku ndm
pak staci jenom jedno ¢islo, jako vhodny se jevi thel otocCeni okolo osy od zvolené referencni
polohy. Tomuto thlu budeme fikat ¢. Mame tedy néco, ¢emu se rikd rotor, vécicku, co se
muze otacet jen kolem dokola v néjakém sméru a mé jen jeden stuper volnosti, ktery je navic
automaticky vazany. Kdyz totiz protocite tihel ¢ (v radidnech) o 2x, jste zase na tom samém
misté, takze existuje jen kone¢ny interval hodnot ¢, ve kterém se nas rotor muze z principu
pohybovat.

rychlost v, ve sméru rostouciho'® ¢ déna jako

’U#’:Rsb7

jaké je zrychleni a, ve sméru rostouctho ¢, predchozi rovnici prosté zderivujeme podle casu
a dostaneme

ap, =V = RY,
kde jsme uzili toho, ze R je konstantni.

Pokud pak pouzijeme Newtontv zdkon F = ma, kde m je hmotnost rotoru, a uvazime, ze
veskeré sily mimo smér otdceni se vyrusi diky uchyceni na ose, dostavame jenom jednu rovnici
pro pohyb rotoru

F, =ma, =mRp.
Pokud byste rotorem otocili tak, aby rotor pri ¢ = 0 visel doli ve sméru tihové sily, na rotor
by v libovolné poloze pisobila (jako vzdy) konstantni tihovd sila F; = —mgeaq, kde eq je vektor
miftici dolt. Zprvu se tedy zd4, ze na chaos je tithovéa sila ptilis nudné, ale nesmime zapomenout,
Ze rotor je vazany a pii kazdém natoceni ¢ se cast tthové sily vyrusi a zbude z ni jen ¢ast Fg, ve
sméru mozného otdéeni rotoru (viz obrazek 6). Kdyz si nakreslime vSechny nélezité trojuhelniky
a pouzijeme zakladni goniometrii, dostaneme, ze z tithové sily prezije jen

Fyp = —mgsinp, 2)

Zpusobi ale chaos? Jisté si pamatujete z hodin fyziky, Ze ne. Svisly rotor je totiz realizaci
fyzikdlniho kyvadla, které bud osciluje, pékné periodicky sem a tam okolo svislé polohy, nebo
se pri dostatecné rychlosti protaci kolem dokola — také periodicky.

18Tj. ¢ roste proti sméru nebo po sméru hodinovych rucicek na rotoru. Zalezi jen na néas, kterou ze dvou
moznosti orientace thlu si vybereme. Pokud ale zvolime rostouci ¢ tfeba po sméru hodinovych rucicek,
kladné v, znamend, ze se rotor pohybuje pravé po sméru hodinovych rucicek.
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F,

Obr. 6: Nacrt gravitacni nebo elektrostatické sily pusobici na rotor a jejitho pramétu do sméru
otaceni. Smér, ve kterém dhel ¢ roste je schvalné nacrtnuty tak, aby bylo jasné znaménko
u F, = —F'sin(y). Sila totiz pisobi proti sméru ristu ¢, a proto musi mit zdporné znaménko.

Jak to, Ze tedy ale nevyrobime chaos? Zapomnéli jsme snad na néjakou z ingredienci? Nebo
jsme jen méli smulu? Prvni ingredienci méme, systém je vizany. Tteni neuvazujeme, takze
druhd ingredience je také v zdsadé splnéna. A Ctvrtou také, sila je preci nelinedrni. A treti? Je
jeden stupen volnosti dost na chaos? Skoro.

Kolik dimenzi na chaos?

Pojdme nejdiiv premyslet nad tim, kolik dimenzi méa stav naseho rotoru. Urcité ma nejméné
jednu, a to thel ¢. Ale vystihuje pouze ¢ tplny stav naseho dynamického systému? Piedstavte
si nasledujici: rotor je na ¢ = 0 a uplné v klidu. Ted si ale predstavte, ze je na ¢ = 0, ale Fiti
se néjakym smérem, ¢ je nenulové. Jsou to ty samé stavy systému? Jisté ne. K vystizeni stavu
rotoru tedy potfebujeme dvé &isla, ¢ a ¢. Rikdme tedy, 7e se jedna od dvojrozmérny dynamicky
systém.

Tak ale co ten chaos. Existuje matematickd véta, takzvany Poincarého-Bendizsoniv teorém,
jejimz dasledkem je, Zze chaos nemize nastat pro dynamicky systém'® o méné nez tiech rozmé-
rech. Ouha, to nas rotor ale jesté zatim nespliiuje. Predstavte si ale ted, Ze se rotor pohybuje
pod ¢asové proménnou silou F(t). K vystizen{ tiplného stavu systému by pak nestacilo jen Fict
p, ¢, ale museli bychom také urcit Cas t, ve kterém se nachazime a ze kterého se situace miize
vyvijet docela jinak nez v jiném éase t'.

YBavime se o fyzikdlnich systémech se spojitym ¢asem. Pokud naptiklad vezmeme funkci f(z), pak posloup-
nost postupnych iteraci této funkce dand vztahem x,41 = f(z,) mize byt v jistém slova smyslu chaoticka,
i kdyz je x jednorozmérné.
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Pokud tedy umistime rotor do néjakého pole nelinedrni ¢asové proménné sily F,(t), mdme
tfidimenzionalni{ dynamicky systém a uz bychom méli najit chaotické chovani.

Davam ti kopacky, rotore!

Pokouset se fesit pohyb v poli proménné sily mize ale byt docela fuska. Budeme tedy ptredpo-
kladat, Ze rotor si po vétsinu casu vesele rotuje a po néjakém cCase T' se ndhle zapne sila, kterd
mu béhem kratkého okamziku predd impuls a pak se zase vypne. Muzete si ovérit, ze pokud
pusobime po néjaky ¢as At konstantni silou ve sméru otaceni, pisobime na rotor konstantnim
zrychlenim a dostévame zménu tthlové rychlosti

F At
mR

Bude se ndm hodit rovnici vyjadrit pomoci impulsu, ktery je definovan jako

1:/ F,dt,
At

coz specialné v pripadé konstantni sily davé I = F,At. Pro zménu tGhlové rychlosti pak dosta-
vame
Ap= L 3)
YT R
Pokud ale chceme dostat néjaky chaos, musi sila zdviset tfeba na Ghlu, F, = F,(y). Na druhou
stranu, pokud je sila takto zdvisld, nemdme takovy hezky vztah pro zménu rychlosti jako (3),
protoze ¢ se samoziejmé béhem At zméni a tim nebude konstantni pusobici sila.

Jediny zpusob, jak toto jednoduse vyresit, je predpokladat, Ze sila pusobi po tak kratkou
dobu At, ze jeji efekt predd impuls v jediném bodé ¢. Ve vysledku tedy budeme mit, Ze rotor
dostane jednou za ¢asovou periodu T kopanec (impuls) I = I(y) zavisly jen na okamzité poloze
rotoru. Tento kopanec pak zpusobi okamzitou zménu thlové rychlosti

- Lo}, )
mR

a jinak se bude rotor volné protacet po svém. Tj. mimo kopance bude ¢ konstantni a ¢ bude

rovnomérné rust s touto rychlosti ¢.

V daném priblizeni tedy mizeme explicitné sledovat vyvoj systému. Nejlepsi je sledovat
sekvenci bodit po ub&hnuti kazdé , kopaci periody“ 7. Uhlovou rychlost a tihel po n kopnutich
¥n, Pn muzeme z hodnot po predchozim kopnuti ¢n_1, ¢rn—1 vyvodit nisledovné: rotor se mezi
kopanci prosté volné otdci s thlovou rychlosti ¢, —1 a kopance si nevs§imne, pro thel ¢, tedy
méame

Yn =@n-1+TPn_1.

Naopak tthlova rychlost ¢ se mezi kopanci neméni viibec, ale samotny kopanec ho posune podle
predpisu (4)
I(n)

mR

Sbn - Sbnfl +
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Viypinani a zapinani gravitace

Predstavte si nyni, ze na rotor umistime nédboj e a umistime jej mezi dvé velké desky kondenza-
toru tak, Ze mezi nimi vzniké néjaké homogenni?® elektrostatické pole E ve sméru tycky rotoru,
kdyz je ¢ = 0 (opét jako na obrazku 6). Na rotor tedy pusobi sila ¢E, ale do sméru otéceni
se promitne pfi tomto natocen{ jen F, = —eFE sin(p). Pokud zapneme toto elektrostatické pole
jen na chvili¢ku, bude pfedany impuls zhruba I(p) = —eEAtsin(p) a po n kopnutich budeme
mit

Pn = Pn—-1 + Tgbn—l 3
Pn = Pn-1 — RSin(‘Pn) )

kde K = eEAt/(mR). Kdyz oznac¢ime © = ¢ a y = ¢, jsou tyto iterace mapovanim roviny zy
opét na rovinu zy. Takovymto iteracim dynamickych systému se tedy rikd mapy. Tato mapa,
kterou jsme si zrovna odvodili, je jedna z nejjednodussich a nejelegantnéjsich map chaotického
dynamického systému, a proto se ji ikd Standardni mapa. Vyvoj v této mapé je pro radu
pocéatecnich podminek chaoticky a lze to i pro nékteré hodnoty KaT matematicky dokazat.

Pridam jesté kratkou poznamku k pocitacovému generovani nadhodnych ¢isel zminénému
v predchozim dile. Mnoho generatori ndhodnych cisel v pocitaci jsou takové trochu legracni
triky, jak vzit predchozi pseudondhodné ¢islo a nové pseudondhodné ¢islo ziskat pomoci néjaké
banalni operace (nechaotické mapy), kterd jen neni na prvni pohled vidét. Rada ndhodnych
generatoru tedy produkuje kvaziperiodickou posloupnost ¢isel, jen se Spatné vysledovatelnou
pravidelnosti. Pro potfeby kryptografie toto ale nestaci a casto se pouzivaji chaotické mapy,
kde je pseudonidhodnost o hodné kvalitngjsi?*

Ale zpatky ke Standardni mapé. Kdyz si vzpomenete na rovnici (2), vidite, Ze nase kopani
elektrickym polem odpovida zapinani a vypinani gravitacniho pole. Pokud tedy hodné snizime
periodu spinadni T’ a spolu s tim budeme adekvatné snizovat K, méli bychom efektivné zis-
kat néco jako pohyb kyvadla v homogennim gravitacnim poli. V pristim dile si numerickymi
experimenty ovérime, ze Standardni mapa mé chaotické vlastnosti a ze vskutku tyto trajekto-
rie ¢n, pn, pripominaji trajektorie v pripadé fyzikdlniho kyvadla. Ale zjistime jesté néco — nékde
chaos je a nékde neni. A kde bude? Na spicce propisky. Coze? Uvidite.

2075, stejné ve viech bodech prostoru.
21Protoze ale mame v poéitaci ¢isla na konecny pocet desetinnych mist, bude nakonec i chaoticka trajektorie
v této reprezentaci periodické, ale s olbfimi periodou.
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