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Uloha V.3 ... matfyzacka honicka 4 body; pramér 1,70; Fesilo 37 studentt

N lidi se rozhodne hrat na honénou, ale ne jen tak ledajakou. Na zacatku se rozmisti do vrcholii
pravidelného N-tihelniku o strané délky a. Hra poté probihd tak, Ze kazdy honi (to znamend
bézi pfimo za nim) svého souseda po pravé ruce (proti sméru hodinovych rucicek). Kazdy se
pritom pohybuje rychlosti o konstantni velikosti v. Popiste prubéh hry (trajektorie, po kterych
se hréci pohybuji) a zjistéte, za jak dlouho hra skondi v zdvislosti na parametrech N, a, v.
Kuba Vosmera maturant.

Prva vec, ktort treba v rieSen{ vyuzit, je symetria. VSimnime si, ze ak oto¢ime svet o 360° /N
okolo stredu S pociatoéného N-uholnika, situdcia sa nezmeni — stdle budeme mat na zaci-
atku N Tudi vo vrcholoch rovnakého N-uholnika, ktori sa nahanaji podla dplne rovnakych
pravidiel. Ale to znamend, Ze aj v kazdom case budi hraci tvorit pravidelny N-uholnik so
stredom v bode S a hra skonci, az ked vSetci dobehnti do bodu S.

Jediné, ¢o sa meni, je vzdialenost Tudi 7 od bodu S a uhol ¢, o ktory sa N-uholnik otocil
(vSetky pohyby okolo stredu S budeme uvazovat proti smeru pohybu hodinovych rudiciek).
Sta¢i ndm teda hladat trajektériu jedného hraca v polarnych sdradniciach (r, ). Trajektorie
ostatnych dostaneme jednoducho jej otoCenim o celo¢iselné ndsobky uhla oo = 360°/N.

Obr. 1: Nacrt situdcie s dvomi susednymi hra¢mi.

Uvazujme Cloveka A, ktory nahana cloveka B, pociatocnt polohu c¢loveka A oznac¢me | ako
na obrdzku 1. Rychlost v ¢loveka A vieme rozlozit na radidlnu zlozku v: (rovnobeznu s priamkou
SA), zodpovedajicu pohybu ku stredu, a na 1iu kolmii tangencidlnu zlozku v, zodpovedajicu
obehu okolo stredu. Kedze trojuholnik SAB je vzdy rovnoramenny so zakladnou AB a ZASB =
= a, bude ZSAB = 90° — a/2 a dostdvame

Uy = v COS (90° — %) = vsin (%) ,
. o «
vy = vsin (90 — 5) = v Cos <§) .

Radidlna zlozka je vlastne rychlost, ktorou klesd r, tangencidlna zlozka je spojend s uhlovou
rychlostou w obehu hraca okolo stredu vztahom wr = vy.
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Obe zlozky rychlosti si konstantné. Pre radidlnu zlozku to znamena, ze pohyb ku stredu sa
tvari ako rovnomerne priamodiary (do stredu teda vsetci dobehnt v koneénom case) a vzdiale-
nost hraca od stredu r vieme v zavislosti na case vyjadrit ako

r =179 — Ut.

Pociatocni vzdialenost 7o sice explicitne nepozname, ale vieme si ju vyjadrif — v rovnoramen-
nom trojuholniku SAB totiz plati pre dlzku zdkladne a = 2rg sin(a/2), teda

r= .L — vt sin (g) .
25111(%) 2

Cas, za ktory hra skonéi, teda vSetci dobehnt do stredu, potom néjdeme Tahko ako

. a . a
- 2 () ;2 1800)‘
2vsin (2) 2vsin ( ~

tfin

Na to, aby sme urcili trajektorie, uz potrebujeme vediet integrovat. Chceme néjst zavislost
uhla ¢ od ¢asu. Pre uhlovu rychlost w plati

Ut Ut

r To — Urt

a ked si uvedomime, ze uhlova rychlost je len derivicia uhla ¢ podla casu, dostaneme zavis-

lost ¢(t) integrovanim
t r(t) r(t)
Y dt = U dr = [7& In r} =
o To— Urt - TUr Vr ro

0

UVt To (0% To
— In (—) = cotg (7) In (7) ,
Ur r 2 ro — Urt

kde sme najprv vyuzili, ze dr = —wv, dt, potom sme pre pohodlie polozili pociatocnt sturad-

nicu ¢ rovnd nule (to, ¢o dostaneme integrovanim, je len zmena uhla ¢ za dany ¢as) a nakoniec

identitu In (a/b) = Ina — In b, pomocou ktorej sme previedli rozdiel logaritmov na ich podiel.
V podstate sme rovno dostali zavislost ¢(r), ktord popisuje trajektoriu, tzv. logaritmickd

Spiralu
o ro 180° a
r) = cot, (—) In (—) = cot In =
(r) g5 " g\ 2rsin (B

Vsimnime si, Ze ak r klesd do nuly, rastie logaritmus z nuly do nekone¢na. Kedze uhol ¢p+360° zod-
povedé rovnakej polohe ako uhol ¢, znamend to, ze ako pravi matfyzaci obehnt vsetci okolo
stredu nekonecne velakrat. Ak je ale hra¢ov méalo, bude pozorovatelnych len velmi mélo obehov;
priklad trajektorie pre velké N je na obr. 2.
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Obr. 2: Trajektoria hraca pre N = 1000,7r9 = 1.
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