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Uvodem

Milé tesitelky, mili Fesitelé,

blizi se Vanoce a s nimi tradi¢né pfichazi treti série FYKOSu. Ve dvou tlohach se zamyslime
nad fungovdnim naseho téla z pohledu fyzika, dédle si procviéime vypocty s kladkami a také
lehce nahlédneme do specidlni teorie relativity. Experimentalni iloha nés povede ke zkoumani
nezbytné soucasti vybaveni pro noc¢ni vypravy: reflexniho pasku. Ve tretim dilu seridlu se jiz
dostaneme k zakonu $ifeni chyb a dozvime se néco vice o centralni limitni véte.

Také Vam s radosti oznamujeme, ze na fyziklani.cz se jiz nyni muzete prihlasovat do
11. roéniku tymové soutéze FYKOSi Fyziklani. Prihlasovani neodkladejte, zejména jste-li prespol-
ni, abyste nepfisli o mista v hostelech na prespani pred soutézi.

Pékné chvile stravené s nasimi tlohami a pohodové Vanoce preji

Organizdtori

Zadani lll. série

Termin uploadu: 10. 1. 2017 23.59
Termin odeslani: 9. 1. 2017

Uloha IIL.1 ... dlouhy film 3 body

Stahujete si sviij oblibeny film o velikosti 12 GB rychlosti 10 MB/s. Uvazujte, ze signél se po
kroucené dvojlince pohybuje rychlosti svétla a modulace rozprostird prenosovou rychlost rov-
nomérné, tzn. byla-li by 1b/s, musime pfijmout signdl za celou sekundu k obdrzeni 1 bitu
informace. Jak dlouhy tsek kabelu dokaze film zaplnit svymi daty, pokud se bude $itit dosta-
tecné dlouhym kabelem?

Uloha II1.2 ... pekelna 3 body

Do pekla vede cesta a silnice po opacnych brezich feky. Jdeme po sméru
teky, ktery je vyznaCen na obrazku. Brehy feky jsou tvofeny Castmi sou-
strednych kruznic. Pési cesta kopiruje jeden bieh reky, silnice druhy breh,
sitka toku je neménnd. Po jaké strané reky je rychlejsi jit? Zndme stredo-

vy uhel kazdého kruznicového oblouku 1, 2, ... a polomér kazdé kruznice
Ta1,Tbl,Ta2, b2, - - ., Kde indexy a, b znaci levy a pravy bieh.
Uloha II1.3 ... kde to piska 7 bodit

Verciny usi lze aproximovat dvéma bodovymi detektory ve vzdalenosti d,

které detekuji zvukové viny ze vSech sméri stejné dobfe. Verca umi polohu zndmého zdroje
zvuku poslepu uréit velice presné, proto jednoho dne, kdyz se probudila, vyzvala své pratele
k tomu, aby ji vyzkouseli. Jenze Verca si v jednom uchu zapomnéla Spunt, ktery snizuje intenzitu
zvuku v jejim levém uchu k-krat. Verci byly zavazany oci a zdroj byl umistén do vzdélenosti y
pfed ni a o x napravo (¢i —x nalevo). Urlete, na které misto (z’,y’) Veréa ukaze, jestlize usi
rozeznavaji polohu zdroje podle hlasitosti zvuku.
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Uloha II1.4 ... radar zadarmo 7 bodu

Na vSechny patniky podél silnice umistéme kontrolni cervené tabulky (vlnovd délka cervené
barvy je A¢ = 630nm). Jakmile fidi¢ vidi na patniku pfed nim tabulku modrou (vlnové délka
modré barvy je Am = 450nm), vi, Ze jede prili§ rychle. Jakd je tato mezni rychlost? Jakou mé
bézné osobni auto pfi této rychlosti hybnost a kinetickou energii?

Uloha IIL5 ... kladkovani

Méjme rozestaveni kladek jako na obrdazku. Zndme hmotnosti m,,
poloméry R; a momenty setrvacnosti J; vsSech kladek, hmot-
nost m zavazi a hmotnost M, polomér R i moment setrvac¢nosti J
valce. Zanedbejte tihu kladky 2, abyste mohli uvazovat, ze lana
vedouci ke kladce 2 jsou rovnobézna s naklonénou rovinou. Sou-
¢initel smykového i klidového tfeni mezi valcem a podlozkou je f.
Lano na kladkach neprokluzuje. Vypoctéte s jakym zrychlenim
(popf. i thlovym zrychlenim) se bude pohybovat zévazi m a va-
lec M.

Uloha IIL.P ... srdeéni 8 bodii

Odhadnéte, jakou praci vykond lidské srdce na pumpovani krve za jeden den. S ¢im se da
tato energie srovnat? Jaké procento z doporuceného denniho prijmu energie tvori vas od-
had?

Uloha IILE ... reflexni ndramek 12 bodt

Zmérite co nejvice charakteristik samonavijeciho reflexniho naramku. Zajima néas predevsim:

e Néaramek je vyztuzen kusem plechu, ktery muze byt ohnut podélné (svinuty ndramek)
nebo pfi¢né (narovnany naramek). Jaky polomér kiivosti maji tyto ohyby, pokud na
plech neptusobi vnéjsi sila?

e Pokud naramek narovname a budeme ohybat v jednom misté, pri jakém thlu prejde do
ohnutého stavu? Pfi jakém hlu se opét narovna? (Pozorujeme hysterezi?)

e Jaky moment sily je potfebny k ohnuti naramku?

o Je néktery ze stavii ndramku (svinuty nebo narovnany) energeticky vyhodnéjsi? Odhad-
néte o kolik.

Uloha IILS ... limitni 10 bodt

a) Zkuste vlastnimi slovy popsat postup konstrukce intervalovych odhadu stiedni hodnoty
v piipadé obecného rozdéleni méfenych dat (postaci vlastnimi slovy popsat nésledujici:
centralni limitn{ véta a predpoklady jejiho pouziti, kovariance a korelace (a jejich odhady),
vicerozmeérnd centralni limitni véta a predpoklady jejitho pouziti, zdkon sifeni nejistot a kdy
ho lze pouzit). Neni potieba uvadét presnd matematickd odvozeni, staci pozadované pojmy
a vlastnosti stru¢né popsat.
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b)

V priloZzeném datovém souboru mereni3-1.csv najdete vysledky méreni urcité fyzikalni veli-
¢iny v. Predpokladejme, ze si nemiizeme byt jisti, zda maji méfend data normalni rozdéleni.
Vyjédiete nejistotu méteni této fyzikaln{ veli¢iny (nejistotu typu B neuvazujte), zkonstruujte
intervalové odhady na zdkladé CLV a stru¢né interpretujte jeho vyznam. Jak by se zménily
vysledky a interpretace, pokud bychom méli k dispozici jen ¢tvrtinu méfeni (feknéme prvni
étvrtinu dat z datového souboru)?

Predpokladejme, ze nasim cilem je namérit fyzikalni velic¢iny x a y, které budeme chtit vyuzit
pro dosazeni do vzorce

v = ay’
5 .

Predpokladejme, Ze diky znalosti zptusobu méfeni jsme si jisti, ze jsou vSechna méfeni na
sobé nezavisla a ze zpracovani namérenych dat méreni mame nasledujici vysledky, které jsou
zaloZeny na velkém pocCtu méfeni (vice nez 30 méfeni kazdé fyzikalni veli¢iny)

z=(52+0,1),
y = (12,84 4 0,06) .

Urcete odhad fyzikalni veli¢iny v a nejistotu méteni fyzikdlni veli¢iny v.
Ndapovéeda: Mohly by se vam hodit néasledujici vztahy:

9 (1 15

o (37) ="

o (1 ,
Pomoci simulace ve vypocCetnim prostfedi R demonstrujte platnost centrdlni limitni vé-
ty. Tj. generujte n-tice nezavislych realizaci ndhodné veli¢iny, kterd nemé normalni rozdéle-
ni (pro tento pfipad pouzijte exponencidlni, rovnomérné a Poissonovo rozdéleni s libovolné

zvolenymi parametry) a na histogramu ukazte, ze pokud na data provedeme ndsledujici
transformaci

Ty — [
n
Vn S
takto transformovand data uz budou rozdélena ptiblizné podle normalniho rozdéleni N (0, 1).
(Soudésti hodnoceni bude i hodnoceni vzhledu grafii — zejména vhodné zvolené popisky os

a legenda.)

Bonus: Predpoklddejme, ze nasim cilem je namérit fyzikdlni veli¢iny x a y, které budeme chtit
dosadit do vzorce

2 .
v =zx°siny.

Uvazujme nejobecnéj$i model méfeni (tj. méfend data nemaji normélni rozdéleni a méfeni
ruznych fyzikélnich veli¢in na sobé mohou byt zavisla). V datovém souboru mereni3-2.csv mame
vysledky méreni fyzikalnich veli¢in = a y, urCete nejistotu urceni veli¢iny v a zkonstruujte pro
ni intervalovy odhad.
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Reseni ll. série

Uloha II.1 ... rande na plazi 3 body; prumér 2,87; fesilo 61 studenti

Predstavte si, ze vezmete svou pritelkyni/svého pritele na vederni rande na pldz a sledujete
zapad Slunce nad vzdéalenou hladinou more. ProtoZe chcete prodlouzit romantickou chvilku,
vezmete si s sebou vysokozdvizny vozik, ktery se, jakmile Slunce zacne zapadat za obzor, zacne
rovnomeérnym pohybem zvedat vzhiru, abyste stale vidéli Slunce dotykajici se horizontu. Jakou
rychlosti se musi vozik pohybovat? Dominika vzpominala na Itdlii.

Aproximujeme si Zemi kruznici a Slunce vnéjsim bodem S této kruznice, pozorovatel budiz
bod P, ktery na zacdtku lezi na kruznici a ktery se pohybuje po radidle. Z bodu S vedou
dvé te¢ny ke kruznici, budeme uvazovat jen jednu z nich (druhd symbolizuje vychod Slunce).
Pozorovatel vidi zapadajici Slunce, pravé kdyz te¢na prochézi bodem P. Tedy na zacatku se
musi teéna dotykat kruznice v bodé P. Slunce se pohybuje tthlovou rychlosti w = 2nsina/T,
bod dotyku se bude po obvodu Zemé pohybovat stejnou rychlosti. Pritom 7" zde znaci délku dne
a « je thel, pod kterym Slunce zapad4 (jeho velikost zvisi na nasi zemépisné poloze). Oznacme
si stred Zemé jako Z a bod dotyku ,posledniho paprsku® jako T. Potom je trojihelnik ZTP
pravouhly s pravym thlem u vrcholu T. Uhel u vrcholu Z se s dasem méni v zavislosti na poloze
bodu T, tedy v Case ¢ je jeho velikost rovna ¢ = wt = 2ntsina/T. V zavislosti na ném se méni
i prepona trojuhelniku, jejiz délku chceme védét. Polomér Zemé oznacme r, tedy délka prepony

trojuhelniku ZTP bude
r r

cos cos 2nt sin o

Kdyz odec¢teme polomér Zemé, ziskame aktudlni pozici pozorovatele nad zemskym povrchem

1
ht)=r| ———=———-1] .
() <C082nt;ma )

Primeérnou rychlost od zacatku pohybu voziku v Case t zjistime vydélenim vysky casem. Tedy

v (t) = g (coigp B 1) '

Pokud chceme casovou zavislost vyjadrit presné, nezbyva nez derivovat. Tedy okamzita rychlost
zvedaku po dosazeni v Case t je

sin 2ntsin o .
o(t) d ( 1 _ 1) _, (7T ) 2nsin
CO8S

2ntsin o 2 (2ntsin o
dt e cos (7T ) T

Nyni dosadime napf. hodnotu a = 50° odpovidajici italské plazi, délka dne je T = 86400s.
Maximélni vysku voziku odhadneme na h = 2m; z rovnice pro h(t) potom dokdzeme ziskat
maximalni ¢as pozorovani zdpadu tmax = 14s. V tomto ¢ase se bude vozik pohybovat rychlos-
ti v(t) =0,28m-s~".
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Vzhledem k tomu, ze 2ntmax < T, muzeme zavést néasledujici aproximace,

Sin(2ntsina) __ 2ntsina
T - T

cos <2m§sina> ~1
—r ) =1

Poté dostavame zavislost rychlosti voziku na case ve tvaru

2nsin o\ 2
t)y=rt| ——
o(t) =t (524

ktery je o poznani jednodussi a stale velmi presny. Zjistili jsme, Ze vozik se bude pohybovat
priblizné rovnomérné zrychlené se zrychlenim a = r (2 sin cz/T)2 =0,02m-s~ 2.

Komentare k doslym resenim

V zadani bylo napsano, ze pohyb ma byt rovnomérny, ackoliv tomu tak nebylo. Za tuto chybu
se hluboce omlouvame.

Markéta Caldbkovd

calabkovam@fykos.cz

Uloha I1.2 ... hypervysokoteplotni supravodivost 3 body; prumér 2,43;
tesilo 61 studentt

Velké casti latek, obvykle koviim, roste s vyssi teplotou odpor. Jsou ovsem latky, jako napriklad
grafit ¢i polovodice, kterym odpor s rostouci teplotou klesa. Také jste jiz pravdépodobné slyseli
o supravodivosti, cozZ je jev, ktery obvykle nastava za velmi nizkych teplot a jedna se o stav, ve
kterém latka nevykazuje zadny elektricky odpor a dokonale vede elektricky proud. V soucasné
dobé jsou nejvyssi teploty, ze kterych byla supravodivost pozorovana, hluboko pod pokojovou
teplotou. Co kdybychom ale uvazovali, Ze se odpor méni dle vzorecku R = Ry (1 + aAt), kde
Ro je odpor vodice pro 20 °C, a je teplotni soucinitel elektrického odporu a At teplotni rozdil
vidi pivodni teploté 20°C? Tak pfi hodnotédch souéiniteld pro grafit ac = —0,5- 1073 K~}
a kremik as; = —75-103 K~! dostdvame nulovy odpor pro vysoké teploty. Pro jaké? A jak to,
Ze to ve skutec¢nosti nefunguje a jak uhlik, tak kifemik nejsou za vysokych teplot supravodivé?

Karel se inspiroval nekonstantnimi konstantamid.

Vypocet je velice jednoduchy. Staci si uvédomit, ze potfebujeme, aby zdvorka byla nulova, tedy

0=14aAt = At:—é.
Po dosazeni vyjde Atc = 2000 °C a Ats; = 13 °C. Tedy u kiemiku by méla nastdvat supravodi-
vost jiz pti 33 °C a pro vyssi teploty by podle tohoto vzorecku mél byt odpor dokonce zaporny.
Nicméné tak to nefunguje.

Obecnym duvodem, pro¢ toto nefunguje, je, ze teplotni soucinitel elektrického odporu za-
visi na teploté. Tato zavislost je silnd zejména pravé u polovodict, jejichz prikladem je praveé
kiremik. U polovodic¢i muzeme teplotni zavislost odporu na teploté popsat zhruba jako nepti-
mou umérnost. Pro¢ zhruba? Protoze vyrazné silngjsi vliv na celkovy odpor polovodi¢e mé pri
pokojové teploté to, Ze se zvysuje s rostouci teplotou pocet part elektron-dira, ale porad je zde
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pritomen i mechanismus, kterym se zvySuje odpor i u vodi¢u (srdzky vodivostnich elektronu

s atomy krystalové mfizky). Ten je ale vyrazné slabsi. Ale i kdyby najednou vymizel ,odpor

polovodice“, stile nasemu vzorku zustane ,odpor vodi¢e“ a proto nebude odpor nulovy.
Pokud by nékoho zajimala v soucasnosti nejvyssi teplota, pii které lze dosahnout redlné

supravodivosti, tak zatim jde o teplotu —135°C dle FzU AV CRE.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha IL.3 ... looping 6 bodt; pramér 4,02; fesilo 57 studentt

Meéjme naklonénou rovinu pod tihlem «, na kterou hladce nava-
zuje kruhova smycka o poloméru R. Do jaké minimalni vysky h
musime na naklonénou rovinu polozit kouli o poloméru r (srov-
natelném s R), aby smyckou projela tak, Ze s ni bude po celou
dobu v kontaktu? Predpokladejte, ze koule neprokluzuje.

Kuba premgslel nad klasickou tlohou.

Tato tloha je podobnéd tloze, kdy uvazujeme jen hmotny bod,
budeme tedy pozadovat, aby vysledek mél tvar po dosazeni r =
= 0 shodny s resenim pro hmotny bod. Kdyz hmotny bod nahradime tuhou kouli, objevi se
pohybuje po kruznici o poloméru ' = R — r, a do kinetické energie télesa o hmotnosti m je
potieba pripocitat rotacni energii
1 1

Eyx = iva + iJwQ .
Ke zjisténi minimalni vysky vypusténi je tfeba splnit podminku vyrovnani tithové a odstredivé
sily v nejvyssim bodé smycky

U2

po jejim splnéni koule bezproblémoveé projede i zbytek smycky, protoze v nejvyssim bodé je kol-
my prumét tithové sily nejvétsi a rychlost koule nejmensi. Dalsim potfebnym vztahem je ZZME
(zékon zachovani mechanické energie), kde rozdil potencidlni energie kulicky mezi pocatedni
polohou a nejvyssi polohou ve smycce odpovidéd celkové kinetické energii kulicky v kritickém
bodé.

Zamysleme se, zda do tlohy nevnese zesloziténi skutecnost, ze se kulicka pohybuje po zakfi-
veném podkladu. Nejdrive se v podmince udrzeni se v nejvyssi bodé smycky uvazuje rychlost v
je w rychlost otdceni koule okolo jeji osy otaceni. Pfi pohybu po roviné plati jednoduse w = v/r.
Jak ukdzeme, Ze toto plati i pii pohybu ve smyéce? Uhel otoéeni koule kolem své rotaéni osy ¢
Ize pomoci hlu natoceni kolem stfedu smycky ¢ vyjadrit jako

R R—r

p=—9—0= .
T

r

Pokud by se koule otdcela po roviné, tak by nebylo potieba ¢ odecist. Je to korekce, kterou si
Ize predstavit naklonénim roviny o dany tihel 9. Takto miZzeme uvazovat i pfi studovani smycky,

thttp://www.fzu.cz/popularizace/supravodivost-a-levitace
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protoze jako naklonénou rovinu lze reprezentovat teénu ke smycce v libovolném daném bodé.
Uhlova rychlost rotace kulicky je definovana jako ¢asova derivace thlu natoceni ¢, tedy

dp R-—r
YTar T T o
kde jsme pouzili oznaceni
w_
dat —

vzdéleno R — r od osy, proto
v

R—7r’

ws =

Dosazenim do vyjadfeni w dostaneme

R—r v
r R-—r

(%
T

tedy stejny vztah jako pro pohyb po roviné. Zakon zachovani energie a rovnost sil proto vskutku
miizeme pouzit v podobé uvedené vyse.
Nyni jiz k samotnému feseni. Z rovnosti sil v horni tvrati vyjadiime kvadrat rychlosti

v* =g(R—r)

a do ZZME dosadime moment setrvacnosti koule J = 2mr?/5 a w = v/r, éim# dostaneme

mg(h —2R+r) = 1—70mv2 ,

kde na levé strané je pokles potencialni energie mezi pocatkem a horni tvrati. Dosazenim za
rychlost ziskdme finalni rovnici

7
h—2R+r=(R—7).

Hledana vyska h je tedy

1
—_ — 2 _— 1 .
h= 15 (21R —17r)

Nyni si jesté muzeme rozmyslet, Ze ¢im mensi koule bude, tim vyse ji musime na poc¢atku umistit,

v energetické bilanci zmizi rotaéni ¢ast a dostaneme h = (5/2)R, coz bude odpovidat pfipadu
s kouli pro r = (2/17)R.

Jakub Dvordk
faktorial@fykos.cz
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Obr. 1: Znazornéni smért rychlosti a sil.

Uloha I1.4 ... kulicka 6 bodfi; primér 3,94; fesilo 35 studentii

Predstavte si pohyb homogenni kulicky, ktery nejprve zac¢ind pouze posunem (bez jakéhokoliv
pohybu valenim) a postupné prejde do naopak naprostého valeni (bez prokluzovani). Za jaky cas
toto nastane? Kulicka miize mit rizny polomér, hmotnost, pocatecni rychlost a treci koeficient.

Lada délala kotrmelce u zamyslela se u toho.

Kulicka o poloméru R a hmotnosti m se na zacatku pohybuje s rychlosti nenulovou wvg
a s uhlovou rychlosti wo = 0. Protoze neplati vo = Rwo, kulicka prokluzuje. Velikost tieci sily,
pusobici proti sméru rychlosti kulicky, je ' = mgf, kde f je soucinitel smykového tfeni mezi
kulickou a podlozkou. Dokud bude kulicka prokluzovat, bude na ni pusobit konstantni treci
sila F'. Pohybové rovnice kulicky tedy jsou

ma=—F,
Je=FR,
F=mgf,

kde a je zrychleni kulicky, € thlové zrychleni kulicky a J moment setrvacnosti kulicky. Pro
homogenni kouli plati

2 o
J=-mR".
5
7 téchto rovnic si vyjadiime zrychleni jako

a=—-g f )
_ 59f
2R’
Po zintegrovani zrychleni podle ¢asu (resp. z rovnic rovnomeérné zrychleného pohybu) dostédvame
rychlosti ve tvaru

v=uvy—gft,

_ sl
2R
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Kulicka prestane prokluzovat v okamziku, kdy plati v = Rw. Po dosazeni za rychlosti v, w
a muzeme vyjadrit ¢as, kdy k tomu dojde. Dostdvame

_ 2w
T9f "

Vidime, ze doba prokluzovani nezavisi ani na hmotnosti, ani na poloméru kuli¢ky, ale pouze
na pocatecni rychlosti a tfeni. V okamziku, kdy kulicka prestane prokluzovat, se jeji rychlost
ustdli na hodnoté v = 5/7 vo, pokud zanedbame valivy odpor a odpor vzduchu.

Jakub Dolejsi
krasnykuba@fykos.cz

t

Uloha IL.5 ... varnice potfeti 7 bodii; primér 4,77; fesilo 44 student

Uvazujte klasickou varnici s kohoutkem dole a se vzduchotésnym vikem nahore. Kolik caje
je mozné si nalit, neZz budeme muset otevrit ventil, ktery vyrovna tlak vzduchu nad cajem
s okolnim tlakem? Lukdse na soustredéni trdpilo, kolik caje md byt ve vdrnici.

Varnici na ¢aj miizeme aproximovat valcem, ktery ma kohout na odpousténi caje ve vysce ho nad
svou dolni podstavou. Prurez kohoutu budeme povazovat pro nase potieby za zanedbatelné maly
vuéi vysce varnice a nebudeme uvazovat povrchové napéti v kohoutu. Pokud by vés zajimalo,
jakou vysku vody by udrzelo povrchové napéti, pak se miuzete podivat na tilohu XXVIILIV.E.
Nicméné pokud nas zajima, kolik caje vytece, a tedy pouze rozdil stavu, kdy vyrovname tlaky
a kdy pak odpustime co nejvice kapaliny, tak vyska vody, kterou bude ,,drzet“ povrchové napéti,
je konstantni, a tedy rozdil bude stejny. Dale neuvazujeme ani délku kohoutu a dynamicky
pokles tlaku pri prutoku potrubim, protoze nas zajima pouze staticky stav.

Uzite¢nou vysku valce nad kohoutem nazveme H a vysku vody nad kohoutem A pro piuvodni
stav pred zacatkem vypousténi. Vzduch tedy bude zabirat vysku H — h. Podstavy valce maji
plochu S = nr?, kde r je polomér vélce. V¥sku, o kterou hladina ¢aje poklesne, nazveme Ah.

Plyn ve varnici budeme povazovat za idedlni plyn, protoze nas nebudou zajimat vysoké tlaky
(maximalné pa,).

Nyni jiz k samotnému prubéhu déje. Nejdiiv si pripustime vzduch pri zavieném kohoutu.
Tlak ve vzduchu nad hladinou a tésné na hladiné oznac¢ime p1a4 a je roven atmosférickému
tlaku p. = 10° Pa. Tlak ve vysce kohoutu pak bude pip = p. + ohg, kde o0 ~ 10°kg-m~2 je
hustota ¢aje a tihové zrychleni g = 9,81kg-m~2.

Koneény stav pak bude takovy, pti némz se tlak u kohoutu vyrovné s atmosférickym tlakem,
tedy p2p = pa a v tom pripadé bude tlak na ¢ajové hladiné poa = pa — 0 (h — Ah) g. Tento tlak
bude i v plynu nad hladinou. V plynu v priubéhu vypousténi dojde k néjakému polytropickému
déji, pro ktery plati

p1aVi® =paaVs' = pra((H—h)S)" =paa ((H—h+Ah)S)*,
pa(H = h)* = (pa — o(h — Ah) g) (H — h+ AR)* |

kde a € (1, k) je koeficient polytropického déje, kde dolni mez odpovida izotermickému déji
(e = 1) a horni mez adiabatickému (a = k, kde k = 1,4 pro dvouatomovy plyn). Redlné by
tedy maximalni objem, ktery dokdzeme odlit z varnice, zavisel na rychlosti nalévani. Pokud by
se nam dafrilo lit ¢aj velice rychle, pak bychom se blizili adiabatickému déji a pokud pomalu,
pak izotermickému déji. Vzhledem k tomu, zZe se snazime odlit co nejvice, pak bude rozumné
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uvazovat zhruba izotermicky déj o ~ 1. Navic bude hledand proménnd Ah z rovnice snadno
vyjadritelna formou kvadratické rovnice

pa(H —h) = (pa—0(h — Ah)g) (H — h+ Ah),

(Ah)® + (ij;—zmH) Ah—h(H—h) =0,

Pa 4 ff Pa 4 7\ ?
Ah=h— 2 " 4 (eg) _Pay
2 2 o9

Vybrali jsme kladné feseni, protoze jenom to odpovida zadani nasi dlohy. Cilem je zjistit, kolik
Caje vytece. Pro to ndm stac¢i vynédsobit zménu vysky kapaliny v nddobé jejim prurezem. Tedy

AV = SAh.

Jaky bude vysledek pro néjaké konkrétni parametry? Varnice mize mit napiiklad polomér r =
= 20cm a efektivni vysku H = 60cm. Muzeme se zajimat tfeba o situaci, kdy jsou jiz 2/3
efektivni vysky vypusténé, tedy h = 20cm. V tomto konkrétnim pripadé bychom tedy od-
pustili Ah = 7,7mm, coz odpovidd objemu AV = 1,0dl. Takze abychom si napustili jeden
hrnek, tak bychom museli pfipustit vzduch jesté alespon jednou ¢i dvakrat. Maxima toho, kolik
mizeme najednou vypustit, doséhneme pro h = H/2, coz lze zjistit z hled4ni extrému Ah(h).
V tomto piipadé by hledany objem byl Ahmax = 1,1dl. Nejméné pak vytece pro zcela plnou ¢i
zcela prazdnou nadobu.

Jesté bychom méli diskutovat, jak moc se nas vysledek, ktery jsme ziskali v rdmci jistych
zanedbani, bude lisit od reality. Jednak jsme uz zminili, Ze nejspis neptjde o izotermické vy-
vypustili o néco méné caje. Na druhou stranu ventilek, ktery udrzuje tlak v nadobé, nemusi
byt zdaleka dokonaly. Tim, ze bude ventilek v prubéhu liti ¢aje pripoustét vzduch do nadoby,
umozni vypusténi vétstho mnozstvi ndpoje. Odpovéd pro Lukase, ktery s tlohou ptisel, je: ,,Je
potieba si sehnat vétsi varnici, pokud by mél tak velkou, jako jsme odhadli.

Karel Kolar
karel@fykos.cz

Uloha IL.P ... efektivni (nd)stroj 9 bodii; (chybi statistiky)

Palné zbrané jsou vlastné takovymi tepelnymi stroji. Spocitejte jaka je iicinnost néjaké pusky
nebo pistole. (Jde o vyuziti energie streliva pro pohyb kulky.)
Michal pivody svijch ndpadi radéji nesdéluje.

Nejprve si rozeberme, jak vlastné palné zbrané funguji. Ustfednimi prvky jsou jednak projek-
til, tj. téleso, které je ,vystieleno“ a ziskd tak kinetickou energii, a jednak stfelivina, typicky
strelny prach. Spoustécim mechanismem dojde k chemickym, piipadné faizovym zménam stieli-
viny, nésledkem Cehoz vznikne tlakovy gradient, ktery projektil urychli#® Toto se zpravidla déje
v hlavni (typicky vdlcové polouzaviené trubici), aby bylo co nejvice energie pfeddno projektilu

?Definice palné zbrané v ¢eském prévu: Palnd zbran = stifelnd zbran, u které je funkce odvozena od oka-
mzitého uvolnéni chemické energie.
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a nikoli bez uzitku do okoli. Stfelivina se nachdzi za projektilem, a to jak volné (napf. rané no-
vovékd déla), tak v pouzdie (ndboj). Nyni se podivejme na podobnosti a rozdily palné zbrané
a standardniho tepelného stroje. Takovy stroj pracuje tak, Zze mu je ohfivacem dodéno teplo,
stroj se (za pomoci chladice) vrati do stavu pfed zapocetim procesu a mezitim vykond préci
(typicky urychluje n&jaké téleso). Utinnost tepelného stroje se pak poéita jako podil vykonané
prace vuci teplu dodanému ohfivacem.

Nase situace je v lecCem jina. V prvni fadé je dobré smirit se s faktem, ze vystrel z palné
zbrané nemd charakter cyklického déje. Snaha o prevedeni systému do stejného stavu jako pred
stfelbou vede k nutnosti dodavat do zbrané niboje a potom by soucdsti naseho cyklu byla
i vyroba streliviny a ziskdavani materidli, coz radikdlné odkldni nasi tlohu od problematiky
strelby. Nekruhovy charakter naseho déje nam vsak nebrani pro tento proces definovat ic¢innost.
Nejprve uvazme, jestli i¢innost ze zadani dava smysl. Kdybychom za stroj povazovali zbran
i se stfelivem, potom vstupni energie zvenci je energie tiderniku ¢i zapalniku ¢i obdobného
spoustéciho mechanismu. Nicméné mnozstvi této energie neni typicky zajimavy parametr? Dalsi
moznosti je povazovat za vstupni parametr pouze teplo reakce propelentu. Toto zavedeni je ale
pomérné neprirozené, protoze kdybychom uvazovali dva druhy stfeliviny o stejnych hustotach,
objemech spalin a spalnych entalpiich, ale ruznych vyhtfevnostech, tak se tyto dvé latky pro nase
potfeby budou chovat Uplné stejné, ale podle nasi definice bychom dostavali rtizné ucinnosti.
Proto zaveden{ ze zadéani vypad4 jako pomérné dobré volba. Ustové, kinetickd energie projektilu
je pomérné jasny kandiddt na pozadované mékitko vystupn{ skaly. Ulohu tedy méme dobie
zadanou, mizeme se pustit do reseni.

Nejprve analyzujme velice zjednoduseny piipad. Uvazujme hlaven o délce [ a prifezu S,
déle projektil o hmotnosti m. Strelivina vyprodukuje plyn o vnitini energii Fy okamzité po
zazehnuti v objemu za projektilem, ktery ma velikost Vo = Slp. Parametru /o fikejme tfeba
efektivni délka stieliviny (jednalo by se o vysku vilce), piicemz I > lg. Také bude dobré vzit
v potaz atmosfericky tlak p.. Systém povazujme za dokonale izolovany (tj. skrz projektil ani
sténu hlavné neprochdz{ ani ¢4stice, ani teplo), projektil hlaveni dokonale ucpavd, ale zdroven
je tfeni zanedbatelné. Spaliny stfeliva budeme povazovat za chemicky stejnorody idedlni plyn
a naslednou expanzi plynu budeme povazovat za rovnovazny adiabaticky déj. Pro ten plati

pV” = konst. , (1)

kde p a V jsou tlak a objem spalin v dany okamzik a s je Poissonova konstanta, jejiz hodnota
zavisi na symetrii molekul spalin. Idedlni plyn také pochopitelné musi spliiovat stavovou rovnici
idedlniho plynu, tedy

pV =nRT, (2)

kde n je latkové mnozstvi spalin, R je molarni plynova konstanta a 1" je termodynamicka teplota
spalin. Pro vnitin{ energii U idedlniho plynu plati
1 1

U=

Vzhledem ke konzervativni povaze nasi soustavy bude nasim cilem vypocitat energii projektilu
v usti hlavné z energetické bilance. Ta ma tvar

Uo=U1 + Ex +Wa,

3Dokud ke spusténi nedojde omylem, ale kdyZ se postielite do zadnice, energeticka efektivnost stielby neni
V4&s nejvétsi problém...
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kde Uy je vnitini energie spalin okamzité po vzniceni; prava strana rovnice udava energetickou
bilanci ve chvili, kdy projektil opousti hlaven. Konkrétné U; je vnitini energie spalin v tuto
chvili, Fx je kinetickd energie projektilu a ¢len W, je priace vykonana na okolnim vzduchu. Pfi
pohybu projektil stla¢uje atmosféru a stlaci ji o objem S(I — lp) a atmosféra si po celou dobu
zachovava svij tlak pa, plati tedy

Wa=5(—1o)pa -

Necht pg je tlak spalin bezprostifedné po vzniceni. Potom podle (m), (E) a (E) plati

— 1 _ 1 sy l—sc 1 ‘/0 %_1_ lo #—1
U= —tpVi = ——poViV, —%711)0‘/()(71) _UO(T) ,

kde Vi je objem spalin v momenté opousténi hlavné projektilem a p; je tlak spalin v tentyz
okamzik. Potom pro kinetickou energii projektilu dostavame

x—1
By = Us (1 _ (170) ) + Slopa — Sipa

a konec¢né pro ucinnost n ziskéwéxmeE

=1
n= & =1- (l70> + Uiopalo - %pal . (4)
Rozeberme si podstatné vlastnosti naseho vysledku. Budeme pfitom mit na paméti, ze hod-
noty s jsou vzdy vétsi nez 1. Vidime, ze pro | — [y plati n — 0, coz je v souladu s nasim
ocekavanim — pokud je délka hlavné, podél které projektil zrychluje, nulova, projektil nezrychli.
Déle necht mame dané vsechny parametry kromé [. Potom existuje takova hodnota [, pro kte-
rou je n maximalni, neboli pro které vyleti projektil z hlavné s nejvétsi rychlosti. Podivame-li
se na problém z hlediska kinematiky projektilu, méla by to byt pravé takovad hodnota I (déle ji
fikejme l2), aby tlak spalin p2 ve chvili, kdy projektil dorazi k dsti, byl roven atmosferickému
tlaku, tedy p2 = pa (nyni je vhodnd chvile pfipomenout, ze neuvazujeme tieni). Ovéiime si to
nasledujicim vypoctem.

Hodnota 7 je pro I = lp nulova, naopak pro velka [ klesa pode vsechny meze. Také ocekavame,
Ze na netrividlnim intervalu ! bude 7 nabyvat kladnych hodnot mezi 0 a 1, funkce n(l) tedy
musi mit maximum, jelikoZ je spojita pro I € R*. Polozme tedy derivaci rovnou 0:

dn S

= =Ge—DIF " — =pa =0,
dl =1, ( )0 2 UOp

1
la=1o <(%_ 1)Uopa>

a dosazenim do (ﬂ) a rozlozeni Uy = ﬁpovo po upravach ziskdvame

() () -
P2 = po Vi = Po I = Pa,

40becnéjsi pistup by vyzadoval psat misto Ug jisté Eq, které by vyjadrovalo soudet vech vstupnich energii.

odkud ziskame
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takZe nase vysledky odpovidaji ocekdvani. Dosadime-li odpovidajici hodnotu l2 za [ do (H)
ziskdme maximalni moznou tGc¢innost palné zbrané pri daném atmosferickém tlaku p, a poméru

Vo
Vi AN Vi =
" ((%—1)Eop ) g Pele ((%—I)Eop)

yomat
toto se da prepsat jako
1
Nmax = 14+ A — C(3) AT ~%)

kde ) . .
— %
Cl) = x—1 (%—1)
: Vo
A= E—Opa.
Je tedy vidét, Ze Nmax zavisi (krom p,) pouze na ,hustoté energie® propelentu %

Nyni se zabyvejme odchylkami naseho modelu od redlné situace. Asi nejvétsi odchylka souvi-
si s tepelnou izolovanosti systému. Mezi spalinami a sténou dochéazi k vyméné tepla, zpravidla
je teplo spalin odvadéno sténou, coz vede ke snizovani ucinnosti. Velikost této ztraty zavisi
na velkém mnozstvi parametri, od materidlovych vlastnosti hlavné, pres okolni teplotu, dél-
ku hlavné, etc. Dalsi nepresnosti je predpoklad o okamzitém a tGplném spéaleni prachu. Redlné
reakce propelentu probihd postupné, rychlost hofeni zavisi mimo jiné na tlaku a na teploté
(coz zpétné ovliviiuje velikost tepelnych ztrat) a v praxi se Casto stavd, ze ¢ast stieliviny zu-
stane nepreménénd, coz dale snizuje efektivitu strelby. Déle na projektil ve hlavni pisobi tieni,
jehoz velikost zavisi zejména na technickém provedeni projektilu a vnitini stény hlavné. Déle
m4 na veskeré parametry vliv fakt, ze projektil se v hlavni typicky rozta¢i (kvuli stabilité pro-
jektilu). V neposledni fadé jsme povazovali spaliny za idedlni plyn a veskeré termodynamické
procesy za rovnovazné. Nepresnost zpusobend aproximaci idedlniho plynu zélezi zejména na
chemickém slozeni spalin a latkové hustoté spalin v prubéhu strelby. Nerovnovazna termody-
namika je narocna disciplina, nicméné nerovnovaznost procesu vede vzdy ke snizeni i¢innosti
déje. I v aproximaci rovnovazného idedlniho plynu se situace stava slozitou, pokud jsou spaliny
smési latek s ruznou symetrii molekul, tedy o slozkéch s riznym .

Testovat nase modely v praxi by bylo technicky velice nadro¢né. Proto budeme srovnavat
nase modelové vysledky s vysledky programu IntBal 1.0. Ten lze stdhnout napriklad z http:
//ballistics.eu/interior.html, k dispozici je Ceskd verze stranek s popisem. Program mé
fungovat_na systémech Windows 2000, XP, Vista a 7, nicméné na Windows 10 nidm program
fungoval? Po spusténi programu nejprve kliknéte na kartu ,Extras“ a zakliknéte checkbox
»Show energy losses®, coz nam v konzolovém vypisu zobrazi i G¢innosti. Program vyzaduje
a umoznuje nastaveni nékolika desitek parametri, véetné velikosti a tvaru zrnicek streliviny.
Nastésti program obsahuje predvyplnéné hodnoty pro tii zbrané. Kliknutim na ,load“ se zobrazi
obsah slozky IntBall.0 véetné tii txt soubortu s pfednastavenymi parametry. 7.62mm x 39 je
oznaceni munice pro samopal AK-47, 30mm PLAvK je ceskoslovenskd protiletadlovd zbran
a 152mm je artilerie. Podivejme se nejprve na kalasnikov. V konzolovém vystupu se Vam zobrazi

5_ . z ~ v 3 ~ z z -’ . ’

Yaz na extrémni moznost zpétného prenosu tepla, kterd v redlnych situacich nenastane

SUzivatelé Linuxu jsou snad zvykli si problémy fesit sami a uzivatelé Macu maji dost penéz na placeny
program.
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rizné energetické ztrity ,Energy loss“ i s procentudlnimi vyjidienimi. Rédek ,Energy Loss
due to Projectile Translation“ ma vyznam zbyvajici kinetické energii projektilu pri opousténi
hlavné, takze typické dkacko pali s uéinnosti zhruba 16,6 % . Ridek ,Remaining Energy of
Propellant+Igniter Gas“ odpovidd nevyuzité energii z naseho modelu. Podivime-li se na dalsi
ztraty, nejvyraznéjsi je ,Remaining Energy of unburned Propellant®, tedy energie nespaleného
prachu. Témér tretina stieliviny se tedy pri stfelbé nevznitila. Nezanedbatelny vliv ma také
»Energy Loss due to Heat Transfer®, coz jsou ztraty kvili tepelné vyméné. Z didaktického
divodu je dobré si rozmyslet jesté prispévky ,Energy Loss due to Air Resistance, tj. odpor
vzduchu, ktery by byl v rovnovazné aproximaci nulovy a ,Energy Loss due to Recoil“ ¢ili
energetickd ztrata zpétnym rdzem. Ten lze odhadnout modelem inverzni nepruzné srazky. Necht
m3é projektil hmotnost m a rychlost v a hmotnost ¢asti ovlivnénych zpétnym razem je M. Ze
zékonu zachovani hybnosti musi platit

mv = Mw,

kde w je stfedni rychlost ¢asti ovlivnénych zpétnym rdzem okamzité po vystrelu. Ztrata energie
zpétnym razem je tedy ,
1 2 1m~ , m
Pe= M=oy = n
kde E, je energetickd ztrata zpétnym razem a FEip je kinetickd energie projektilu. Mnozstvi
ztrat je tedy imérné poméru hmotnosti a vzhledem k tomu, ze hmotnost projektilu je v fadu
jednotek gramt a hmotnost ¢asti ovlivnénych zpétnym rédzem je v praxi jednotky az desitky
kilogramti. Proto lze oc¢ekdvat, ze mnozstvi energie ztracené timto zptsobem nepresihne 0,1 %.
Podivejme se, jak by se ménily velikosti energii v jednotlivych kategorii, kdyZz budeme ménit
délku hlavné, kterda se skryva pod popiskem , Travel of Projectile at Muzzle* v karté ,Wea-
pon and Cartridge“. Navic budeme-li predpokladat, Ze rychlost projektilu v dané vzdalenosti
v hlavni nezavisi na zbyvajici délce hlavné; potom se ndm bude hodit graf zdvislosti rychlosti
projektilu na vzdélenosti urazené v hlavni¥ Po kliknuti na ,,Axis Y* zaskrtnéte ,,Proj. Velocity
vp“ a po kliknuti na ,Axis X“ zaskrtnéte ,Projectile Travel“. Nastavime tedy délku hlavné na
néjakou velkou hodnotu, tfeba 2 m, a klikneme na ,Start“. Krom zavislosti rychlosti projektilu
na draze ziskdvame i dalsi zajimavou informaci, totiz fakt, Ze ¢dst streliviny nebude pfeméné-
na ani pii dlouhé hlavni. Také stoji za zminku, Ze na nezanedbatelnou hodnotu vzrostla ¢ast
»Energy Loss due to Friction“, totiz energetickd ztrata trenim. Tteni tedy na velkych vzdale-
nostech bude hlavni brzdnou silou, oproti v nasem modelu predpoklddanému podtlaku uvnitf
hlavné. Nicméné stejné jako tlak atmosféry i tento prispévek linedrné roste s urazenou vzda-
lenosti. Ze zavislosti mizeme také odhadnout optimélni délku hlavné z hlediska tGc¢innosti. Po
bliz§im zkoumani zjistime, Ze tato délka hlavné je zhruba 78 cm. Pomoci ,,Save“ muzeme vystup
programu ulozit a srovnat vysledky naseho modelu podle (H). Na obrdzku P vidime srovnéni
ucéinnosti samopalu AK podle programu IntBal 1.0 a naseho modelu pro rizné hodnoty s.
Vysledky naseho modelu vypadaji kvalitativné jinak nez vysledky programu proto, ze za-
timco podle programu ma pro delsi hlavné tfeni nezanedbatelny vliv, v nasem modelu ho
neuvazujeme — roli tfeci sily u nds zastupuje atmosferickd tlakova sila Spa., kterd je vyrazné
mensi nez sila tfeci podle programu. Dusledkem toho je v nasem modelu rovnovaznéa poloha
posunuta mimo nadmi zkoumanou oblast délek hlavni a prislusné kiivky v grafu proto neklesaji.
Shrnutim by se dalo fict, ze i¢innost palnych zbrani zavisi na velkém mnozstvi parame-
tri, od provedeni propelentu, pres atmosferické vlastnosti, po technického provedeni hlavné

FEyp

7Coz podle piedchoziho predpokladu odpovida tstové rychlosti pii piislusné délce hlavné.
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Obr. 2: Srovnéni G¢innosti samopalu AK podle programu IntBal 1.0 a naseho modelu pro
ruzné hodnoty s.

a projektilu. Jednoduché termodynamické modely mohou mit jen urcitou omezenou platnost
(rychle hotici prach, kratkd hlaveri, malé tieni, ...) a obecné se od néj vysledky mohou zna¢éné
odchylovat.

Lubomir Grund
grund@fykos.cz

Uloha ILE ... jedno plnotu¢né, prosim 12 bodd; pramér 8,98; fesilo 44 studenti

i

Tucnéjsi mléko by mélo byt ,,bélejsi“ — vice svétla rozptyli a méné propusti skrz. Provedte méreni
tucnosti mléka na zakladé rozptylu svétla, pricemz jako barevnou skdlu pouZijte priloZzeny
papirek (pokud jste neresili prvni sérii a chcete obdrzet papirek, napiste ndm na fykos@fykos.
cz). Rozdily nejlépe vyniknou, pokud do riznych druhii mléka budete priddvat barvivo tak, aby
jej v mléku byla stejnd (mald) koncentrace. Jako barvivo miiZzete pouzit ¢ernou tus. Samoziejmé
je mozno pouzit jakékoliv jiné barvivo, ale pak si budete muset vyrobit vlastni barevnou skalu,
kterou prilozte k reseni. Zrealizujte méreni pro ruzné druhy mléka a smési mléka a vody.
Diskutujte spolehlivost urceni obsahu tuku. Mdra byl bledy jako sténa.

Nejprve si musime uvédomit, z ¢eho se mléko skladd. Jedna se o komplexni smés sacharidi,
lipidi a bilkovin. Ze sacharidii se zde vyskytuji pfedevsim mono- a disacharidy, z ¢ehoz vétsinu
tvori laktdéza. Tyto sacharidy jsou snadno rozpustné ve vodé, a protoze neobsahuji nasobné
chemické vazby, nemaji divod vyraznéji interagovat s viditelnym svétlem. Tuky jsou v mléce
ve formé kapének, které maji velikost nékolika mikrometri. OvSem po homogenizaci, kterou
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prochézi vétsina dostupnych mlék, maji jiz jen stovky nanometri. Dalsi skupinou jsou bilkoviny.
80 % z nich tvofi kasein, ktery spolu s fosfore¢nanem vapenatym tvofi micely o velikosti nékolika
stovek nanometri. Zbytek bilkovin tvori rizné enzymy, povétsinou rozpustné ve vodé. I ostatni
vyskytujici se latky jsou rozpustény bud ve vodé, nebo tukovych kapénkach.

Jak vidime, jsou v mléce koloidni ¢astice o velikosti nékolika stovek nanometri, coz je pribliz-
né vlnova délka viditelného zareni. Proto bude v této oblasti dochédzet k vyznamnému rozptylu.
Kvili riznym velikostem ¢astic nebude existovat jedna preferovana vlnova délka a mléko bude
odrazet svétlo vsech barev, ¢imz se bude zdat bilé. Pti zpracovavani mléka se odstranuje tuk,
kdezto obsah ostatnich latek zistava témeér nezménén, jak lze snadno zjistit z informaci na
etiketé. Proto i mléko zcela zbavené tuku nebude pruhledné, ale bude mit bilou barvu.

Jako méfeni jsme zvolili metodu, kdy jsme pomoci tuse obarvili mléko, pfi stejné koncentraci
tuse pro ruzné vzorky, a porovnanim se skalou odecetli hodnotu, kterd odpovida barvé se vsemi
tfemi hodnotami RGB rovnymi danému ¢islu na skéle. Abychom dosahli dostatecné nizkych
koncentraci, tak jsme tus redili nadvakrat. Pfi prvnim redéni jsme do 10 ml vody pridali pomoci
automatické pipety 0,2ml tuse a poté jsme 0,2 ml tohoto roztoku pridali do 10 ml mléka, ¢imz
jsme ziskali koncentraci tuse okolo 0,038 %, kter4 ddvala barvu odpovidajici zhruba stfedu skaly.

Protoze zdanliva svétlost silné zavisela na osvétleni, snazili jsme se mérit ve stinu a zachovat
co nejkonzistentnéjsi osvétleni. Nejprve jsme od kazdého druhu mléka vzali jeden vzorek, ten
zaradili a poté sefadili vzorky podle naméfené barevnosti. Ziskali jsme poradi vzorku na ob-
razku B. Jak jisté vidite, absolutni presnost je naprosto neuspokojiva. Proto jsme se od tohoto
okamziku snazili vzdy mérit tak, aby pro nds byly dulezité spiSe relativni vysledky, a snazili
jsme se srovnavat i vzorky mezi sebou. Proto jsme vzorky seradili ve spravném poradi podle

ka9 R g

Obr. 3: Tento obrazek demonstruje vysokou nespolehlivost pouzité metody, nebot zkumavky
jsou setazeny tak, jak jsme je urcili ,naslepo®, tedy bez porovnavani s ostatnimi vzorky.
Zaroven demonstruje, jak neznatelné rozdily byly mezi vétSinou vzorka.

tmavosti, nafitovali na hodnoty na skéle a dalsi méfeni jsme provadéli porovniavanim s témito
vzorky, zaroven s kontrolou na skéle. Pro kazdy druh mléka jsme pouzili 5 vzorki, z nichz jsme
urcili stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku a ziskali jsme vysledky v tabulce [l

Tyto vysledky jsme vynesli do grafu  a f|. Je zde vidét lehka korelace mezi obsahem tuku
a bélosti, ale vysledky pro rtizné druhy mléka se stejnym obsahem tuku se dost podstatné lisi,
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Tab. 1: Naméfena data pro dané druhy mléka a smetany

, barva oy
Druh mléka erve

RGB RGB
Ah Basic mléko plnotucéné trvanlivé  3.5% 201 5
Tesco mléko polotucné cerstvé  1.5% 198 9
Madeta Jihoceské mléko odtucnéné trvanlivé  0.5% 197 3
Madeta Jihoceské mléko polotuéné trvanlivé 1.5% 203 3
Madeta Jihoceské mléko plnotuéné trvanlivé  3.5% 203 3
Madeta Jihoceské mléko polotucné derstvé  1.5% 201 2
Madeta Jihoceské mléko plnotucné Gerstvé  3.5% 203 2
Tesco mléko plnotuéné trvanlivé  3.5% 209 2
Pragolactos mléko polotuéné trvanlivé  1.5% 212 1
Tesco value mléko odtuénéné  trvanlivé  0.5% 198 6
Selské mléko plnotucéné cerstvé  3.6% 212 5
Smetana na vafeni 11% 226 2
Smetana ke slehani 31% 232 3

takze nelze délat spolehlivé zavéry. Abychom dokazali odhadnout typ zdvislosti, potrebovali
jsme pouzit vzorky s vyssim obsahem tuku, a proto jsme pridali mezi mérené vzorky dva druhy
smetany, ¢imz jsme dostali graf f.

Poté jsme zkusili prozkoumat zavislost barvy na koncentraci tuse. Pouzili jsme smetanu
s vyssim obsahem tuku kvili vys$simu rozsahu mérenych hodnot barevnosti, postupné jsme po
0,2 ml pridavali pipetou 2% roztok tuse a ziskali jsme hodnoty v grafu ff, kde jsme museli pro-
vadét korekci na objem prikapané tuse, ktery jiz neni zanedbatelny a ziskali jsme tim ptiblizné
lindrni zévislost.

Proto jsme s ocekdvanim linedrni zavislosti postupné pripravovali vzorky se stdle vice fe-
dénou smetanou. Redili jsme ziroveri vodou, kde se tim padem sniZovala koncentrace tuku
i bilkovin, a zaroven paralelné s tim jsme fedili odtuénénym mlékem, kde se viceméné zacho-
vavala koncentrace bilkovin. Ziskali jsme tim graf [. Zajimavé na ném je, ze barva smetany
fedéné vodou a mlékem se prili§ nelisi, az pro ¢istou vodu graf najednou prudce spadne, a rozdil
je dramaticky. Méfeni pro ¢istou vodu bylo nemozné kvuli pruhlednosti vody s tusi, proto jsme
do néj museli pridat par kapek mléka, abychom vubec vzorek mohli pfifadit na skalu.

Praveé kvuli skoku pfi nulové koncentraci jsme se rozhodli proméfit nizké koncentrace sme-
tany a zjistit prib&h. Smetanu jsme nejprve nafedili na 10% roztok, a ten jsme pak fedili na
pozadovanou koncentraci. Tim jsme ziskali graf f§, kde jsme do horni osy pridali koncentraci
tuku, vypoctenou z puvodniho obsahu ve smetané, a pro srovnani namérend data pro ruzné
druhy mléka. P¥i méfeni jsme postupovali vzestupné a pro koncentraci 5% jsme ziskali podob-
nou hodnotu, jako jsme naméfili predtim pro vysoké koncentrace smetany, kdezto pro 10%
jsme ziskali hodnotu radové vyssi, coz zase ukazuje na nespolehlivost méreni. Zaroven vidime,
ze pro nizké koncentrace, které nas zajimaji nejvic, je zdvislost nelinearni, a proto neni mozné
vysledky extrapolovat na nulovy obsah tuku, protoze nezname typ zavislosti.

Kazdopadné se mizeme pokusit odhadnout, jaky je prispévek tuku na celkové bélosti mléka.
Kdyz se podivame na graf §, vidime, Ze odtué¢nénému mléku odpovidd hodnota ptiblizné 197,
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Obr. 4: Naméfend data, méfeno bylo pro 5 vzorkiu od kazdého druhu mléka. Data byla
vytiizena podle obsahu tuku a castecné rozdélena kvili prehlednosti — vSechny body blizko
sebe maji mit stejné mnozstvi tuku.

kdezto smetané nafedéné s ohledem na stejny obsah tuku, kterd ovsem obsahuje jen asi 1,5 %
bilkovin proti mléku, odpovidd hodnota 170. Hodnota odpovidajici témér Cisté vode je pak 145,
coz nam dava odhad, ze tuk v mléce je zodpovédny za maximélné polovinu bilé barvy mléka.
Jistotu nemtzeme mit kvuli tomu, zZe zévislost barvy na koncentraci pro bilkoviny pravdépo-
dobné bude mit podobné nelinedrni priubdéh pro nizké koncentrace, a proto i 1,5% procenta
bilkovin muze byt nezanedbatelné mnozstvi. Navic srovnidvame méreni, které jsme provadéli
nezdvisle na sobé, a tudiz nemizeme vyloucit ¢astecné jiné osvétleni. (viz obrazek B)

Je vidét, zZe se jedna o velice nepresnou metodu, nejen kvili vysokym odchylkdm pii méreni
vice stejnych vzorku, ale i kvili podstatné systematické chybé zptusobené méfenim, kterou
nelze odstranit, protoze je pri kazdé sérii méreni jind. Navic je toto méreni vysoce subjektivni,
a dokonce experimentator muze ovlivnit méfeni tim, zZe mé predstavu, jaky by mu mél priblizné
vyjit vysledek. Kvili tomu je toto méreni témér nereprodukovatelné, a pokud bychom chtéli
ziskat néjaké vérohodné vysledky, museli bychom predevsim upravit experimentalni usporadani,
predevsim tak, aby detektorem nebylo lidské oko.

Nicméné v praxi se k tomuto ucelu pouzivd méfeni, které je zaloZené na rozptylu svétla
prochézejiciho fedénym mlékem, kde se zkouma mnozstvi proslého svétla.

Prostudovali jsme tedy tuto metodu, nalezli jsme urcitou korelaci mezi mnozstvim tuku
a barevnosti, ale kvilli vysokym odchylkdm a malému mnozstvi bodd na skale jsme nedokézali
urcit, zda jde o linedrni zévislost. K urceni obsahu tuku je ovSem presnost nedostatecna. Na
zékladé méfeni s fedénou smetanou jsme dosli k zévéru, ze tukové kapénky jsou slozkou, kterd
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Obr. 5: Data z grafu H, doplnéné o dva druhy smetany.

na bilé barvé podili nanejvys polovinou, zbytek je pravdépodobné zpusoben bilkovinami.

Mikulds Matousek
nikulas@fykos.cz

loha II.S ... odhadnutelna 10 bodd; primér 7,17; fesilo 35 studenti

Zkuste viastnimi slovy popsat, k ¢emu slouzi intervalovy odhad stredni hodnoty v normal-
nim rozdéleni a uvedte jeho fyzikdIni interpretaci (postaci viastnimi slovy popsat nédsledujici:
fyzikalni interpretace odhadu stfedni hodnoty, rozdil mezi (bodovym) odhadem a interva-
intervalového odhadu, nejistota méreni). Neni potreba uvddét presnd matematickd odvozeni,
staci pozadované pojmy a vlastnosti strucéné popsat.

V prilozeném datovém souboru merenil.csv najdete nameérené hodnoty urcité fyzikalni ve-
liciny (uvazujte nejistotu typu B sg = 0,1). Zkonstruujte z téchto dat bodovy i intervalovy
odhad mérené fyzikalni veliiny a kratce interpretujte jejich vyznam.

Predpokladejme, Ze mérime urcitou fyzikalni velicinu a vime, ze vlivem pouzité metody
méreni budou mit namérend data rozptyl rovny konstanté ¢ (nejistotu typu B neuvazujte).
Kolik musime priblizné provést meéreni, abychom dosahli nejistoty méreni mensi nez s?

V priloZzeném datovém souboru mereni2.csv najdete data méreni stejné fyzikalni veliciny
dvéma riiznymi zpiisoby (nejistotu typu B neuvazujte). U které metody byla pouzitd mérici
aparatura presnéjsi? Ktery zptisob méreni dal presnéjsi vysledek méreni? U obou otazek své
zavéry i strucné zdivodnéte.
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Obr. 6: Zavislost barvy na koncentraci tuse.

Bonus Zkuste odvodit, ze v normalnim rozdéleni je vybérovy rozptyl nestrannym odhadem
skutec¢ného rozptylu (tj. stfedni hodnota vybérového rozptylu je rovna skuteénému rozptylu).
Pro reseni tohoto tikolu muzete pouzit libovolné zdroje (pokud je budete radné citovat).

Pro préci s daty pouZijte vypocetni prostredi R. Pro vyreseni téchto tikolii postaci drobné
upravit prilozeny skript, ve kterém je pomoci komentari v kédu vysvétlena potrebna syntaxe
jazyka R. Michal se snazil odhadnout nejoptimdinéjsi zadani, snad se mu to povedlo.

a) Detailni odpovéd na tuto otdzku dostanete prectenim 2. dilu seridlu, na tomto misté si
se vysledek jednoho méfeni urcité fyzikdlni veli¢iny povazuje za ndhodnou veli¢inu, kterd
m& normalni rozdéleni a jejiz stfedni hodnota je rovna skuteéné hodnoté meérené fyzikalni
veli¢iny. Znamen3 to, ze predpoklddame, ze neexistuje zadny systematicky posun méfenych
hodnot oproti skuteé¢né hodnoté méfené fyzikalni veli¢iny (pfipadné se s takovymto syste-
matickym posunem vypordddvame jinak). Odhadovani stfedni hodnoty z realizaci ndhodné
veli¢iny (tedy z naméfenych dat) je vlastné odhadovini skuteéné hodnoty méfené fyzikdlni
velic¢iny.

Hodnotu mérené fyzikalni veli¢iny nejsme nikdy schopni odhadnout presné. Proto si definu-
jeme dva typy odhadii: bodovy odhad a intervalovy odhad. Bodovy odhad stfedni hodnoty je
¢islo, které na zakladé namérenych dat nejlépe odhaduje skutecnou hodnotu mérené fyzikal-
ni veli¢iny (v pfipadé normdalné rozdélené ndhodné veli¢iny je to vybérovy prumér). Protoze
je bodovy odhad nepfesny, ve vétsiné pripadu si s nim nevystac¢ime a musime zkonstruovat
jesté intervalovy odhad. Intervalovy odhad je interval, ktery s néjakou predem zvolenou
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Obr. 7: Zéavislost barvy na koncentraci smetany. V horni ose pak pfepocet na obsah tuku.

pravdépodobnosti pokryva skute¢nou hodnotu mérené fyzikalni veli¢iny. Intervalovy odhad
nam navic oproti bodovému odhadu déava i jistou informaci o tom, jak presné jsme mérenou
veli¢inu zmérili.

V pripadé norméalniho rozdéleni mé intervalovy odhad tvar

(E - tn,l—%5K7ﬁ + tn,l—%SK) )

kde T, je vybérova stiedni hodnota (vybérovy priumér), sk je kombinovand nejistota méfeni
aty,i-g je kvantil Studentova rozdéleni. Jeho nejdulezitéjsi vlastnost je ta, ze s pravdépo-
dobnosti 1 — a pokryva skute¢nou hodnotu mérené fyzikalni veliciny.
Takovyto intervalovy odhad se velmi Casto zkracené zapisuje jen jako

(ﬂi SK) .

Tuto zkracenou formu zapisu muizeme vnimat tak, Ze pokud zvolime hladinu spolehlivos-
ti rovnou 0,68 (tedy o = 0,32) a mame dostateény pocet méfeni (alespori 30), potom se
intervalovy odhad zkrati préavé na tento zapis (diky tomu, Ze pro tyto hodnoty « a n pla-
ti tni-g = 1). Pfipadné z této zkrdcené formy zapisu lze jednoduse pfiddnim piislusného
kvantilu vyrobit intervalovy odhad o jiné hladiné spolehlivosti.

Nejistota méfeni (kombinovand) je pravé ¢len sk. Vznikne jako kvadraticky soucet nejistoty

typu A a nejistoty typu B
sk = /8% + 5%,

kde nejistota typu A je nejistota vyplyvajici z ndhodnosti méfenych dat (je pfesné rovna
vybérové smérodatné odchylce priméru) a nejistota typu B je nejistota plynouci z ostatnich
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Obr. 8: Namétfend data pro nizké koncentrace smetany s vodou. V horni ose pak prepocet na

obsah tuku.

pric¢in (hlavné nepfesnosti méfidla). Kombinovana nejistota vyjadfuje jak pfesné jsme méfe-
nou fyzikalni veli¢inu zmérili. Pri fyzikalnich experimentech je cilem mit co mozna nejmensi
kombinovanou nejistotu méfeni (tj. mit fyzikalni veli¢inu zméfenu co mozna nejpresnéji).
V prilozeném datovém souboru se nachézi 42 meéreni urcité fyzikalni veliciny. Jako prvni
spoéteme vybérovou stfedni hodnotu (vybérovy prumér) podle vzorce

n
_ 1 Z
Tpn = — Z; .
n
i=1

V nasem konkrétnim piikladé po dosazeni dostavame

42
_ 1 Z .
Tn = E — Tr; = 42,1 .

Toto je nas bodovy odhad mérené fyzikdlni veliciny.
Pro konstrukci intervalového odhadu nejprve spoc¢itdme vybérovou smérodatnou odchylku
podle vzorce

Sy = (xl — Tn)Q .
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V nasem konkrétnim pripadé dostdvame

Naésledné spo¢teme vybérovou smérodatnou odchylku pruméru (tedy nejistotu typu A) podle
vzorce

Sn

Spn = — .

vn

V nasem konkrétnim piipadé dostavame

Sn

Spn =

=0,27.

8

Nyni musime vyjadrit kombinovanou nejistotu méreni podle vzorce

sk = /5] + 55,
kde sa, sB jsou nejistoty méreni typu A a typu B. V nasem konkrétnim pripadé dostavame
sk = /0,272 + 0,12 = 0,29 .
Na tomto misté uz mizeme zkonstruovat intervalovy odhad, ktery bude mit tvar
(42,1 — t,1-20,29,42,1 + t,1_20,29), (5)

kde za o muzeme dosadit podle pozadované hladiny spolehlivosti. Intervalovy odhad zapi-
Seme standardnim zkracenym zapisem jako

(42,140,3).

Interpretace bodového odhadu métené fyzikalni veliciny je, Ze je to na zakladé namérenych
dat nejlepsi odhad skute¢né hodnoty meérené fyzikalni veli¢iny. Interpretace intervalového
odhadu (E) je, ze pravdépodobnost pokryti skute¢né hodnoty mérené fyzikalni veli¢iny timto
intervalem je 68 %.
Pokud neuvazujeme nejistotu méreni typu B, potom kombinovand nejistota méteni bude rov-
na pouze nejistoté typu A. Nejistota méreni typu A je rovna vybérové smérodatné odchylce
pruméru, kterd je vyjadfena vztahem
— Sn

Sp = N
Na tomto misté si musime uvédomit, ze vybérovid smérodatni odchylka S, je odhadem
skutecné smérodatné odchylky a pro velky pocet méfeni bude jeji hodnota velmi blizka
praveé skute¢né smérodatné odchylce. Skutecnd smérodatna odchylka je ale rovna odmocniné
skutecného rozptylu. Proto bude platit

S Ve c

Sn

n
T Vn T n n’
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Podminka v tloze je, aby byla tato nejistota méreni mensi nez néjaka konstanta s, Fesime

tedy nerovnici
c
n

Tuto nerovnici mizeme pomoci jednoduchych algebraickych tprav (s vyuzitim znalosti toho,
Ze obé strany nerovnice maji nezdpornou hodnotu) vyftesit. Ziskdme podminku

c<
— <n.
52

Vidime tedy, Ze musime provést alespoti pfiblizné -5 méfeni.

S vyuzitim vypocetniho prostfedi R muzeme stejnym postupem, jaky jsme vyuzili v bodu
b), vypocitat vybérovou stiedni hodnotu, vybérovy primér, vybérovou smérodatnou od-
chylku a vybérovou smérodatnou odchylku priaméru (tj. nejistotu méfeni typu A) pro data
pochézejici z obou metod méreni. Nebudeme uz jednotlivé ukazovat dosazovani do vzorci,
jen uvedeme, ze vysledky muzeme vidét v tabulce P.

Tab. 2: Zakladni popisné statistiky pro data pochazejici z obou metod méreni

n STQL Shn Sn Tn

metoda 1 100 6,46 2,54 025 9,97
metoda 2 10 3,62 1,90 0,60 10,03

Jak je vidét z tabulky, obé metody méreni vedou na velmi podobny bodovy odhad skutecné
hodnoty mérené fyzikalni veli¢iny. Vybérovy rozptyl pro prvni metodu méfeni je vyrazné
vétsi nez pro druhou metodu méreni. Toto ukazuje, Ze méfici aparatura a postup méreni,
ktery byl pouzit u prvni metody méteni, byl méné presny. Na druhou stranu je ale vidét,
ze vybérova smérodatnd odchylka priméru (kterd v tomto pfipadé vyjadiuje kombinovanou
nejistotu méfeni nebot nejistotu typu B neuvazujeme) je vyrazné vétsi pro data pochézejici
z druhé metody méfeni. Presnéji jsme tedy mérenou fyzikalni veli¢inu namérili prvni meto-
dou méfeni. Na tomto misté je dilezité uvédomit si rozdil mezi presnosti méfici aparatury
a vyslednou kombinovanou nejistotou méfeni, ta je totiz (jako v tomto pfipadé) vyrazné
ovlivnéna poctem provedenych méreni. Tedy i s méné presnou méfici aparaturou lze zmérit
presnéjsi vysledek, pokud provedeme vice méreni.

Jako poznamku na zavér by se sluselo zminit, ze pro co nejpresnéjsi urceni méfené fyzikalni
veli¢iny by bylo v tomto ptipadé optimalni zkombinovat data namérend pomoci obou metod.
To ale zatim neumime, dozvime se to az v pristim dile serialu.

Bonus: Tato tloha je v podstaté jednoduchd, jen je potfeba nezaleknout se ponékud osklivéjsich

vyrazll a neztratit se v algebraickych operacich. Budeme v podstaté jen pocitat stiedni
hodnotu ndhodné veliciny.

V ramci algebrainckych tprav vzniklého vyrazu budeme vyuzivat nékolik vztaht, které ne-
byly uvedeny v textu seridlu nebot se tam nevesly. Vasim tkolem bylo nastudovat si je. My
je zde pro jistotu vSechny uvedeme.

Pro dvé nezavislé® nahodné veliciny X a Y plati

E[X - Y] = E[X]-E[Y].

8Nezsvislost je zde dillezita, bez ni by tento vzorec neplatil.
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Stredni hodnota se chové linedrné, tedy pro ndhodnou veli¢inu X a dvé konstanty a, b plati
ElaX +b=a -E[X]+b.
Pro néhodnou veli¢inu X s rozdélenim N (u, o) plati
E[X?|=p* +0°.
Toto vychézi z alternativniho vzorce na rozptyl
var(X) = E[X?] — (EX)?,

kde vime, ze var(X) = 0% a EX = p, z &eho? uZ jen vyjadienim dostaneme pozadovanou
rovnost.
Déle je potreba upozornit na to, Ze nelze nijak jednoduse spocitat vyraz

)2
E[(Xn)7].

Jedinou moznosti je rozepsat si ho jako soucin dvou zavorek a déle algebraicky upravovat.
Jako posledni uvedeme, ze jsme pouzivali nasledujici zapis

> E[X?] = E[X{] + - + B[X2] = n- B[X]].

i=1
Tento zapis 1ze pouzit nebof ndhodné veliciny X1, ..., X, maji vSechny stejné rozdéleni.
Toto je vSe, co potfebujeme k upravé naseho vyrazu (kromé price se sumami a zdvorka-

mi). Nyni staé{ jen upravovat vyraz pro stiedni hodnotu vybérového rozptylu a nakonec
dostaneme pozadovany vysledek.

n—14% n—14%

E[}%}—El L Z(Xi—Xn)?]— LS {BIX?) - 2B[XX,) + E[(K0)?)) =

= R - DRI+ B =
= i 1(02 +u?) - %E[(XT)Q] +— 1E[(X7)2] -
.V BRCM SRS S

__n 2, 2 1y 2. 1N~ N ol —
C | B 53 3 ) -
L i=1 i=1 j=1,i #j

n | n nn—1
= o’ +pu’ — EE[Xﬂ - (7,L2)/'L2:| =

- 02(1_l>+u2(1_1_n71>}: i n7102:02.
n—11 n n n n—1 n
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Serial: Zpracovani dat fyzikalnich méreni

V minulém dile seridlu jsme si rozebrali, jak se matematicky modeluje experimentalni métreni
fyzikalnich veli¢in. Rekli jsme si, Ze hodnotu, kterou ndm ukéze méifci p¥istroj, povazujeme
za ndhodnou veli¢inu se stredni hodnotou rovnou skuteéné hodnoté mérené fyzikalni velic¢iny —
tedy skutecnd hodnota métené fyzikdlni veli¢iny je pevna a neménnd, zatimco nase namérend
data jsou v ur¢itém smyslu ndhodné (toto si pfipomerite, budeme to potfebovat). Déle jsme si
odvodili, jak se v nejjednodussim modelu, kdy uvazujeme, ze mérend data maji normélni rozdé-
leni, konstruuje odhad mérené fyzikalni veli¢iny a interval spolehlivosti pro méfenou fyzikalni
veli¢inu (coz fyzikové nazyvaji nejistota méteni).

V tomto dile seridlu se budeme zabyvat dvéma vécmi. V prvni ¢dsti si rozebereme, jak
postupovat v obecnéjsim pripadé, kdy nase mérend data nemaji normdalni rozdéleni. Uvidime,
ze se v takovémto pripadé postupuje velmi podobné jako v pripadé normélné rozdélenych dat
(coz uz bychom méli umét). Ve druhé ¢asti tohoto dilu seridlu se budeme zabyvat situaci, kdy
potfebujeme namérené fyzikalni veliciny (které jsou naméreny s uréitou nejistotou) dosazovat do
dalsich fyzikalnich vzorci. Odvodime si, jak v takovémto pripadé prepocitat nejistotu méreni,
abychom mohli konstruovat intervaly spolehlivosti pro nase transformovana data.

Centralni limitni véta (CLV)

V této kapitole si povime, jak zpracoviavat namérend data, ktera se nefidi norméalnim rozdélenim
(nebo to o nich nemtzeme s jistotou prohldsit). V piipadé bodovych odhadu stfedni{ hodno-
ty a rozptylu neni zadny rozdil oproti pripadu, kdy by nadmi nameérend data méla normalni
rozdéleni. Odhady uvedené v minulém dile, tedy vybérovy primér

vybérovy rozptyl

a vybérova smérodatna odchylka

1 - .
Sn = n_lz;(xz_xn)

budou mit i v tomto obecnéjsim piipadé stejné vlastnosti jako v pripadé normalniho rozdéleni
(tedy, ze pro velky pocet méfeni bude jejich hodnota s nejvétsi pravdépodobnosti velmi blizka
skute¢nym hodnotdm stfedni hodnoty resp. rozptylu, resp. smérodatné odchylky).
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Problém nastane u konstrukce intervalového odhadu. V minulém dile jsme predpokladali,
ze pokud maji nase méfend data normélni rozdéleni (s libovolnymi parametry) a my na né
aplikujeme nasledujici transformaci

Vit (6)
n
kde p je skuteénd stfedni hodnota rozdélenf nasich dat (tedy skuteénd hodnota méfené fyzikdlni
veli¢iny ), potom m4 takto vznikl4 ndhodnd veli¢ina (je dulezité si uvédomit, ze jde o ndhodnou
veli¢inu, nebot dopfedu nezndme jeji hodnotu) studentovo rozdéleni o n — 1 stupnich volnosti.
Toto tvrzeni neplati, pokud méfend data nemaji normalni rozdéleni.

V obecnéjsim pripadé, kdy nemaji méfend data normdlni rozdéleni, budeme vychézet ze
stejné transformace nasich namérenych dat, akorat musime zjistit, jaké bude mit tato ndhodna
veli¢ina v tomto obecnéjsim ptipadé rozdéleni. O tom hovofi centralni limitni véta. Centralni
limitn{ véta r{kd, ze at maji nase jednotlivd méfeni jakékoliv rozdéleni (ve skutecnosti je tady
podminka na koneény rozptyl, ale tim se zatézovat nebudeme), potom bude platit, ze tak-
to transformovana data konverguji v distribuci k normalnimu rozdéleni N(0,1). Matematicky
Zapsano

\/ﬁ“’"s_ KD N,1).

Co je to ta konvergence v distribuci? Intuitivné feceno to znamend, ze pro velky pocet
méfeni bude hustota ndhodné veli¢iny (ff) ¢im déle vice podobnd hustoté rozdéleni N(0,1).
Podobné v tomto pripadé znamend, ze se v kazdém bodé bude hustota pravdépodobnosti této
ndhodné veli¢iny blizit hustoté pravdépodobnosti rozdéleni N (0, 1). Pozorného ¢tendfe by ihned
mély napadnout néasledujici dvé otazky:

1. Co je to velky pocet méreni? Toto je pomérné slozité otdzka, ale v zdkladnim modelu,
ktery budeme pouzivat, budeme za dostatecné velky pocet méteni oznacovat situaci, kdy
budeme mit alesponn 30 métreni. V takovémto pripadé uz bude aproximace pomoci CLV
velice presnd. Pokud budeme mit méné méreni, musime vzit v ivahu fakt, ze aproximace
normdlnim rozdélenim pomoci CLV nemusi byt tak presnd (o této problematice vice dale).

2. Neni znéni centralni limitni véty ve sporu s tim, co jsme probirali v minulém dile seridlu?
V minulém dile seridlu jsme uvazovali, Zze nase pozorovini maji normélni rozdéleni (coz
spadd do kolonky ,,jakékoliv rozdéleni“), takze by rozdéleni transformace ndmi naméte-
nych dat (E) podle CLV mélo konvergovat k rozdéleni N (0, 1), ale v minulém dilu seridlu
se tvrdilo, Ze tato transformace dat ma rozdéleni ¢, 1. Vysvétleni je jednoduché, studen-
tovo rozdéleni t, pro velkd n konverguje v distribuci k rozdéleni N(0,1), coz si muzete
ovérit pomoci vykresleni grafi hustot pravdépodobnosti obou rozdéleni.

Velice podobnym zptsobem jako v minulém dile seridlu mizeme potom pracovat s pravdépo-
dobnostmi a odvodit tak intervalovy odhad. Jediny rozdil je, Ze misto kvantili studentova t,_1
rozdéleni budeme muset pouzivat kvantily normalnfho rozdéleni N(0, 1), které budeme znagcit u
(tedy a-kvantil normélniho rozdéleni N (0, 1) zapiSeme jako uq ). Pro jistotu jesté pfipomeneme,
co jsou to kvantily rozdéleni. Pokud si zvolime ¢islo « z intervalu (0,1), potom a-kvantilem
normélniho rozdéleni (zna¢ime ho uo) bude takové &islo, které splnuje podminku, Ze pravdépo-
dobnost, ze nase ndhodn4 veli¢ina Fidici se rozdélenim N (0, 1) bude mensi nez u, bude rovna a.
Matematicky zapsano

P(X <ua)=c.
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Pro jistotu stru¢né zopakujeme postup odvozeni podoby intervalového odhadu pro stredni
hodnotu (tedy méfenou fyzikaln{ veli¢inu) v ptipadé obecného rozdéleni méfenych dat za pouziti
CLV (postup je naprosto stejny jako v minulém dile seridlu).

1704:P(u%<\/ﬁx”_u<u1,g>:

Sh 2
e N L.
= $ n W 177\/77 =
S’n. E— Sn JE—

=P u%—n—xn<—u<u1_%—n—xn =

S, S,
:P(n—Uan>u>mn—u1_an>:

2 /n 2 /n

=Pl(zntui_a—=>pu>%n —u_2a =

2 n 2

Vsechny proviadéné tpravy byly viceméné trividlni, jen je nutné si uvédomit, ze mizeme upra-
vovat obé nerovnosti naraz. Mezi ¢tvrtym a patym rfadkem jsme vyuzili vztahu

Uxr = —Uj_a
2 -3

coz plyne ze symetrie hustoty rozdéleni N(0,1) kolem osy y.

Timto jsme podobné jako v minulém dile seridlu zkonstruovali intervalovy odhad (v tom-
to pfipadé vSak pouze asymptoticky) pro stfedni hodnotu ndhodné veli¢iny, tedy vlastné pro
mérenou fyzikalni veli¢inu ve tvaru

_ Sn _ Sn
l—-a~P|l7Tn —U_e—= < u<Tpt+u_a—].
( 1-g NG w tui-g /n
Tento intervalovy odhad lze interpretovat tak, ze pravdépodobnost pokryti skutecné hodnoty
méfené fyzikalni veli¢iny timto intervalem je pro velky poéet méfeni pfiblizné 1 — a (uvédomme
si, ze ndhodné jsou meze intervalu, nikoliv hodnota mérené fyzikdln{ veli¢iny). Tento intervalovy

odhad Ize zapsat jako
Sn

NS
Fyzikové vétsinou zapisuji jesté vice zkracené a vynechaji i kvantil u;_ g, tedy intervalovy odhad
zapisi jako

ﬁiul_i

T, £ ﬁ )
kde se clen S—\/% nazyvd vybérovd smérodatnd odchylka pruméru (odhaduje to smérodatnou

odchylku vybérového priméru) a znaci se s,. Nékdy se tomuto ¢lenu také fika standardni
odchylka.

Tento nejvice zjednoduseny zapis mé dvé mozné interpretace
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e Bud se tim mysli, Zze uvazujeme hladinu spolehlivosti a ~ 0,32 (tedy pravdépodobnost
pokryti je pfiblizné 0,68), potom totiz plati

ul_% =1.

e Pokud Ctendar chce uvazovat jinou hladinu spolehlivosti, mtze si podle tabulek doplnit
prislusny kvantil a tim intervalovy odhad ze zkraceného zapisu zrekonstruovat.

Nékolik poznamek k intervalovym odhadiim zaloZenym na CLV

Zde uvedeme nékolik dulezitych poznamek.

o Jak jsme psali vyse, pro velké hodnoty poctu méfeni n, je studentovo ¢, rozdéleni témér
identické s rozdélenim N (0, 1). Pro velky pocet méFeni je tedy v podstaté jedno, jestli po-
uzivame kvantily rozdéleni N(0,1) nebo kvantily studentova ¢, rozdéleni. To je v souladu
s intuitivn{ predstavou, Ze by obé metody (ta uvedend v minulém dile seridlu a ta uvedena
dnes) mély pro velky pocet méfeni dévat stejné (nebo alesponi podobné) vysledky.

e Nékdy se postupuje tak, Ze se misto kvantild normélniho N (0, 1) rozdéleni uvazuji kvan-
tily studentova t,, rozdéleni. Tedy zpracovavime namérend data jakoby méfené hodnoty
méli norméln{ rozdéleni (viz minuly dil seridlu), ackoliv vime, Ze tomu tak neni nebo byt
nemusi. Toto neni nutné chybny postup, nebot studentovo ¢, rozdéleni (pro libovolné
n € N) je vice zplostélé nez rozdéleni N(0,1) (ovéite si sami vykreslenim grafa hustot
pravdépodobnosti), tedy jeho kvantily budou vzdy v absolutni hodnoté vétsi nez pfislusné
kvantily (tj. kvantily pro stejnou hladinu spolehlivosti o) normélnfho rozdéleni N(0, 1),
tedy budeme timto zpusobem vzdy dostdvat Sirsi intervaly spolehlivosti. Budeme se tedy
chovat vice konzervativné tj. vyslednou nejistotu méteni si timto zptusobem vzdy zvétsi-
me, nikdy si ji nemizeme zmensit. Jak uz bylo zminéno v predchozi poznamce, pro velky
pocet méreni tento postup dava témér identické vysledky jako postup zalozeny na kvanti-
lech N(0, 1) rozdéleni. V FeSeni tloh ovSem pouzivejte klasicky postup (tedy ten zalozeny
na kvantilech N (0, 1) rozdéleni).

e Centralni limitni vétu lze pouzit jen pro dostatecné velky pocet méfeni. Pokud méame
alespon 30 méreni, mizeme CLV bez obav pouzit, aproximace bude uz velmi presna.
Pokud méame alesponn 10 méfeni, muzeme CLV pouzit, ale musime mit na paméti, ze
aproximace normélnim rozdélenim nebude dokonald a ptislusné intervalové odhady budou
jen priblizné. Pokud mame méné nez 10 méfeni, aproximace normalnim rozdélenim muze
byt uz znacné nepresnd. Zaroven ale plati, ze nic lepstho zkonstruovat nelze. Proto se
vysledek vétSinou uvadi stejny, ale je nutné do diskuze pridat upozornéni, ze muze jit
o zna¢né nepresny vysledek, nebot je zaloZen na malém poctu méreni H!

e V minulém dilu seridlu jsme popisovali nejistoty typu A (pochdzejici z ndhodnosti mére-
nych dat) a nejistoty typu B (pochézejici z ostatnich pFicin, typicky nepfesnosti pouzitého
méfidla). Nyni uvedeme, Ze vybérovd smérodatnd odchylka priméru (neboli standardni

9Pokud jsme si jisti, Zze ndmi méfens data maji norméalni rozdéleni — coz prakticky nikdy nejsme — potom
je intervalovy odhad zalozeny na studentové t, rozdéleni (tj. bez pouziti CLV) pfesny pro libovolny podet
mé&feni (viz minuly dil seridlu).
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odchylka) predstavuje nejistotu typu A a pokud pracujeme jesté s nejistotou typu B,
potom ji k nejistoté typu A pric¢teme pomoci stejného vzorce

sk = /s + 5%,

¢imz ziskdme kombinovanou nejistotu méteni. Intervalové odhady potom konstruujeme
za pouziti této kombinované nejistoty méreni.

e Cilem fyzikdlniho experimentu je mit co nejmensi kombinovanou nejistotu méfeni (tj.
naméfit fyzikaln{ veli¢inu co mozné nejpresnéji). Podobné jako v pripadé normélné roz-
délenych dat toho lze dosdhnout bud vétsim poctem méfeni (tj. zvétsit ¢len /n ve jme-
novateli zlomku, tedy zmensit nejistotu typu A vyjaddfenou pomoci s,), nebo presnéjsi
méfici aparaturou (tj. snizit rozptyl mérenych dat, tedy snizit ¢len Sy, ktery predstavuje
odhad rozptylu).

Vicerozmérny pfipad
Nyni se zaméfime na piipad, kdy chceme zméfit vice fyzikalnich veli¢in (které budou samo-
ziejmé zatizeny nejistotou) a tyto zmérené velidiny ndsledné dosadit do uréitého vzorce. N4s
ukol bude zkoumat vlastnosti vysledku dosazeni (zejména budeme chtit umét vyjadrit nejistoty
uréeni a konstruovat intervalové odhady).

Uvazujme, Ze cilem naseho experimentu je zmérit fyzikalni velic¢iny v(1>, ... ,’U(
je dosadit do vzorce

v=f (v(1>,...7v<k)) ,

¢imz ziskdme vyslednou fyzikalni veli¢inu v. Odvodime si nyni, jakd bude nejistota urceni
veli¢iny v a jak pro ni konstruovat intervalové odhady.

Na tomto misté si musime uvédomit, ze v pripadé méreni vice fyzikalnich veli¢in najednou
nastava problém se zavislosti jednotlivych méreni. V 1dplné nejjednodussim modelu mtzeme
uvazovat, ze jsou vSechna provadénd métreni na sobé nezavisld, coz bude obvykle opodstatnény
predpoklad. V néjakych pripadech ovsem takto jednoduchy model pouzit nelze a budeme muset
do uréovani vysledné nejistoty a konstrukce intervalovych odhadu také zahrnout moznou zavis-

%) a naslednd

a jednodussi model pro nezavisla méreni dostaneme jako jeho specialni piipad. Jako prvni si
musime zadefinovat, jak budeme matematicky popisovat zavislost nagich méfeni (jelikoz vysle-
dek jednoho méfeni modelujeme jako ndhodnou veli¢inu, budeme vlastné popisovat zavislosti
ndhodnych veliin).

Kovariance a korelace

Za Glelem méfeni miry zévislosti dvou ndhodnych veli¢in se zavddi kovariance (téz koeficient
kovariance, kovarianéni koeficient), kterd je pro dvé ndhodné veli¢iny X a Y definovdna jako

cov(X,Y)=E[(X —EX)(Y —EY)],

kde E znaci stfedni hodnotu. Koeficient kovariance muze obecné nabyvat libovolné redlné hod-
noty. Intuitivné si lze kovarianci predstavovat tak, ze vyjadruje stfedni hodnotu vyrazu

(X —EX)(Y —EY),
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ktery bude nabyvat nejcastéji kladnych hodnot (potom jeho stfedni hodnota potom bude klad-
né ¢islo), pokud na sobé budou ndhodné veli¢iny zavislé takovym zpisobem, ze pokud jedna
ndhodnd veli¢ina nabyva vysoké hodnoty (tj. vyssi nez je jeji stfedni hodnota), potom i druha
ndhodné veli¢ina bude s nejvétsi pravdépodobnosti nabyvat vysoké hodnoty (tj. vySsi nez jeji
stfedn{ hodnota). Podobné bude tento vyraz nabyvat nejéastéji zdpornych hodnot (potom jeho
stfedni hodnota bude zdporné ¢islo), pokud bude zdvislost nasich ndhodnych veli¢in takové,
ze vysoké hodnoty jedné veli¢iny (tj. vySsi nez jeji stiedni hodnota), se budou s nejvétsi prav-
dépodobnosti vyskytovat pravé v pripadé, ze druhd ndhodné velicina bude nabyvat nizkych
hodnot (tj. nizsich nez jeji stfedni hodnota). Také musime uvést fakt, ze pokud budou ndhodné
veliciny X a Y nezdvislé, potom bude hodnota jejich kovarian¢niho koeficientu vzdy 0. To lze
odvodit primo z definice nasledovné

cov(X,Y) =E[(X —EX)(Y —EY)] =E[X - EX]-E[Y —EY] =
= (EX —EX) - (EY —EY) =0.

Upravy, které jsme provadéli, mizeme provést jen za predpokladu, Ze nsdhodné veli¢iny X
a Y jsou nezavislé, jinak takto postupovat nemuizeme.

Pro lepsi popis zavislosti ndhodnych veli¢in se zavadi jesté korelace (téz koeficient korelace,
korela¢n{ koeficient), kterd je definovand jako

cov(X,Y)
var(X) - var(Y) .

corr(X,Y) =

Diky tomu, Ze koeficient korelace je definovan jako vhodné normovany koeficient kovariance,
muze nabyvat pouze hodnot od —1 do 1. Pro idedlné linedrné zdvislé velic¢iny (tj. pokud pla-
ti X = aY + b, pro néjaké konstanty a,b) bude korelaéni koeficient nabyvat hodnot +1 (bude
mit stejné znaménko jako konstanta a). Pokud budou ndhodné veli¢iny X a Y nezdvislé, po-
tom bude jejich korela¢ni koeficient nulovy (trividlni dusledek definice korela¢niho koeficientu
a vlastnosti kovariance, kterou jsme odvodili dfive). Hodnoty korela¢niho koeficientu blizko
nuly ukazuji na malou zavislost ndhodnych veli¢in a hodnoty korela¢niho koeficientu blizko 1
nebo -1 ukazuji na vysokou miru zavislosti nadhodnych veli¢in.

Kovarianéni a korela¢ni koeficient nasich naméfenych dat v praxi vétsinou neni doptredu
zndm (podobné jako stfedni hodnota nebo rozptyl). Pokud si miizeme byt jisti, Ze jsou vSechna
nase méreni fyzikdlnich veli¢in nezavisld, potom mizeme tvrdit, ze je prislusny kovariancéni
a korela¢ni koeficient nulovy. Tuto jistotu ziskdme jen diky znalosti toho, jak jsme nase data
mérili. V nékterych pripadech se stane, Ze si nemuzZeme byt jisti nezavislosti nasich méreni
a musime tedy z namérenych dat odhadovat miry zavislosti.

Pokud méme k dispozici méfeni dvou fyzikdlnich veli¢in (vlastné realizace dvou ndhodnych
veli¢in), muzeme odhadovat jejich kovarianéni a korela¢ni koeficienty. Potfebujeme k tomu vzdy
dvojice méfen{ (z1,y1),. .., (Tn, yYn), kde x; je i-té méfeni prvni fyzikdlni veli¢iny a y; je i-té mé-
feni druhé fyzikédlni veli¢iny. Zde je nutné poznamenat, zZe nelze postupovat tak, ze si namérené
hodnoty libovolné sparujeme, dvojice hodnot (z;,y;) musi vzdy pochdzet z odpovidajicich si
méreni! Pokud mame takovéto dvojice odpovidajicich si méreni, mizeme kovarianéni koeficient
odhadnout pomoci tzv. vybérového kovarian¢niho koeficientu koeficientu definovaného jako

n

VXY = 3 (21— T0) (i — T)

n
i=1
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kde T, ¥y, maji vyznam vybérovych pruméru. Podobné lze odhadovat korela¢ni koeficient po-
moci vybérového korelacniho koeficientu definovaného jako

(T —%n) (Yi — Yn)

3=
)
it

GoTE(X,Y) =

2 . Q2 ’
SX,n Y,n

kde Sf(’n je vybérovy rozptyl zkonstruovany z realizaci ndhodné velic¢iny X, 5’,2/7,1 je vybérovy
rozptyl zkonstruovany z realizaci ndhodné veli¢iny Y a ¢leny T, a ¥, maji vyznam vybérovych
prumeériu.

Na tomto misté si opét musime rozdil mezi odhadem kovarianéniho (resp. korela¢niho)
koeficientu a jeho skute¢nou hodnotou (kterou vétSinou nezndme). Skuteénd hodnota kovari-
anénfho (resp. korelaénfho) koeficientu je konstanta (neni na ni nic ndhodného), zatimco odhad
kovarianéniho (resp. korelaéniho) koeficientu (tj. vybérovy kovarianéni a korela¢ni koeficient)
je ndhodné veli¢ina (protoze je zkonstruovan na zdkladé namérenych dat, kterd jsou ndhodna,
nemuzeme dopfedu ur¢it jeho hodnotu). Pro velky pocet méfeni bude mit vybérovy kovarianéni
(resp. korelaéni) koeficient podobné jako predchozi odhady tu vlastnost, ze bude s nejvétsi prav-
dépodobnosti velice blizko skutetnym hodnotdm kovarianéniho (resp. korela¢niho) koeficientu.
Nyni uz vime, jak matematicky mérit zavislosti dvou nahodnych velicin a mtzeme pristoupit
k formulaci vicerozmérné centralni limitni véty.

Vicerozmérna verze CLV

Nyni uz miizeme uvést znéni vicerozmérné centralni limitni VétyE. Uvazujme tedy situaci jako
Sy v vvs o , 1, o 1 , vy, o
vyse, tedy ze méifme k riznych fyzikdlnich velicin vV, ..., o™ které naméime s urditou

nejistotou. Mame tedy naméreno

(missgg) (misgf,g) ,

kde v(® je vybérovy prumér i-té fyzikalni veli¢iny a 3533 je standardni odchylka i-té fyzikalni
veli¢iny tak, jak byly definoviny vyse (uvazujeme tedy, ze kazda fyzikdlni veli¢ina mohla byt
meéfena ruznym poctem méreni, a uvazujeme také, ze rozdéleni mérenych dat nemusi byt nor-
mélni{ a ani méfen{ riznych fyzikdlnich veli¢in nemusi byt vzadjemné nezdvislé). Tyto namérené
veli¢iny nasledné chceme dosadit do vzorce

v:f(v(l),...,v(k)) (7

a urcit vyslednou nejistotu a zkonstruovat intervalové odhady.
V tomto pripadé vyuzijeme vicerozmérnou verzi centralni limitni véty, ktera tvrdi, ze plati

(1) (k) 1 k
f(vn,...,vn ff(v(),...,v( ))
A /SQ
19Uvedeme ji zde v trochu neobvyklém tvaru, ktery je ale velice uziteény pro vypoéty. Pokud byste si o tomto

tématu cetli i v jiné literature, je pravdépodobné, ze tam bude CLV pro vicerozmérny pripad formulovana
jinak, nicméné tyto dvé formulace jsou ekvivalentni.

25 N(0,1),
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kde v je skuteénd hodnota i-té fyzikalni veli¢iny a S? je v tomto ptipadé odhad rozptylu
nahodné veli¢iny predstavujici celkovy vysledek méreni=, ktery se spocte podle vzorce

5 Q(vu)w(m)
Sny . by
cor(v@ o) G(v@,0®) | 5,0 ()

2 5] e — / .
5= (au(fU @ - av(fm (”)) n.znl . n.znk : )
. of (=
. v
cov( (k) (1)) 2 vk ( )
T .. sTLk

Poznamenejme na tomto misté, ze vyrazem

af
5o ()

se mysli hodnota parcidlni derivace funkce f podle i-té proménné vycislena v bodé
_ k
5= (... )

tedy jde o cislo.

Klasickym zpusobem, ktery jsme zde uz nékolikrat vidéli, mizeme zkonstruovat asympto-
ticky intervalovy odhad pro

v = f(v(1>,...7v<k)).

Uvedeme zde jen hlavni kroky odvozeniE

f (vﬁ”,...ﬂ;,ﬁi’“)) —F (o™, ®)
V52

:P( f(vfﬁ7 . 7'1),(1’@)) -‘rU%S <-f (v(1)7...,v(k)) f( (1) . (k)) +uj— gS) =
*P(f( %),...,vﬁlk)) —u—g8 <f(v<1),...,v(k>) f( M %k)> Jrul,%S) .

V nejvice zkriacené podobé se tento intervalovy odhad bude zapisovat stejné jako v predchozich
pripadech pouze jako
f@#)“ (“>is

kde S se oznacuje jako standardni odchylka.

l—-a~Plue <

<'LL1,% =

wlR

117§, dosazeni odhadii nasich fyzikalnich veli¢in do vzorce ().

12Tento vzorec vyuzivé parcidlni derivace a maticové ndsobeni. Pokud toto neumite, muzete se podivat na
posledni kapitolu tohoto dilu seridlu, kde je vSe stru¢né vysvétleno, nebo muzete pokracovat déle, nebot jak
uvidime, v praxi nejcastéji pouzivanych pripadech se tento vzorec znac¢né zjednodusi.

3Pouzivaji se jen algebraické upravy nerovnosti a nahrazeni ug pomoci —up_g.
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Nékolik poznamek k intervalovym odhadim zalozenym na vicerozmérné CLV
Zde uvedeme nékolik dilezitych poznamek.

e V odvozeni jsme uvazovali vicerozmérny piipad, tedy obecné k € N. Celou odvozenou
teorii lze samozifejmé aplikovat i na specidlni pfipad, kdy zvolime k = 1 (tedy jen jed-
norozmérny piipad). Toto se pri zpracovani fyzikdlnich experimentti vyskytuje pomérné
¢asto (méfime jen jednu veli¢inu a chceme ji dosadit do urcitého fyzikdlniho vzorce).

e Vicerozmérnou centralni limitni vétu lze pouzit jen pro dostatecné velky pocet méreni.
Pokud jsme provedli vice nez 30 méreni kazdé fyzikalni veli¢iny, potom uz bude apro-
ximace pomoci vicerozmérné CLV velmi presnd. Pokud jsme provedli alesponn 10 méfeni
kazdé fyzikalni velic¢iny aproximace pomoci vicerozmérné CLV nebude tolik spolehlivi, ale
stale bude pomérné presna. Pro mensi pocet méreni néjaké veli¢iny nez 10 plati, Ze pouziti
vicerozmérné CLV uz muze davat znacné nepresné vysledky. Zaroven ale plati, ze zadny
lepsi postup nez vySe uvedeny neexistuje. Proto se i pro maly pocet méfeni (mensi nez
10) vysledek vétsinou uvadi stejny, ale je nutné pridat upozornéni, ze muze jit o znaéné
nepresny vysledek=!

e V rédmci typi nejistot méfeni mizeme standardni odchylku S povazovat za kombinova-
nou nejistotu méreni, pokud jsme jako 3552 pouzivali kombinované nejistoty méreni, nebo
ji muzZeme povazovat pouze za nejistotu typu A, pokud jsme jako 5533 pouzivali pouze

nejistoty typu A.

Zakon siteni nejistot
V nejobecnéjsim modelu (kdy uvazujeme zavisld méren{ riznych fyzikalnich veli¢in) nemtzeme
vzorec (E) nijak zjednodusit a musime opravdu provést cely takto slozity vypocet. V urcitych
specialnich piipadech se ovsem tento vzorec znac¢né zjednodusi.

Ve specidlnim pripadé, kdy budeme uvazovat, Ze jsou vsechna méfeni na sobé nezavisla
(tj. nebudeme ani odhadovat kovariance méfen{ riznych fyzikdlnich veli¢in, ale rovnou budeme
predpoklddat, Ze jsou nulové), se ndm vzorec () zjednodusi na tvar

2 2
_ of @)\ .2 of @)\~ .2
o= (6v<1> s bt e ) e

Tomuto vzorci se také nékdy ikd zdkon Sifeni nejistot (pfipadné zdkon propagace nejistot).

V praxi se vyplati znat presnou podobu zdkona sifeni nejistot pro nejcastéji se vyskytujici
funkce, které mizeme vidét v tabulce B. Pilny ¢tenaf si muze platnost vSech uvedenych vzorcu
ovérit dosazenim piislusnych funkei do zdkona sifeni nejistot.

Obcas se lze v praxi setkat také s pojmem relativni nejistota méreni, kterd je definoviana
jako

Je dilezité poznamenat, Ze relativni nejistota méfeni je bezrozmérnd veli¢ina (na rozdil od
klasické nejistoty). Prechod od relativni nejistoty méteni ke klasické nejistoté méteni si jisté

pokud bychom védéli, ze ndmi méfend data maji normdlni rozdéleni, 1ze odvodit presny postup (tj. bez
jakékoliv aproximace) analogicky jednorozmérnému p¥ipadu. Tento postup je ovSem piili§ slozity a nebudeme
ho zde uviddét (v praxi se stejné téméf nepouziva).
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Tab. 3: Nejdtlezitéjsi priklady pouziti zdkona Sifeni nejistot.

Pouzita funkce ‘ Vzorec na vyslednou nejistotu méreni
FW @) = D) 4 @ §=1/s0% 1 27
F®, 0@y = M) — @ §=1/s0? 4 57
FO®, @) =y 4@ §— \/@235332 INOENCE
J®, o) = o §= /=t + %“
fw)=v%a €Ra #0 S:a -E“flsnj

uz kazdy ¢tenar dokéaze odvodit sim. Celd teorie by se dala podobnym zptusobem vybudovat,
pokud bychom pouzivali relativni nejistoty méreni, ale az na vyjimecné priklady= by to nevedlo
k jednodussim vysledkiam. V dal$im pokracovani seridlu i v feseni seridlovych tloh se nebudeme
relativnimi nejistotami méreni dale zabyvat, zde je uvddime jen jako drobné rozsireni vyklddané
latky.

Parcialni derivace a ndsobeni matic (vektori)

Jelikoz se ve vzorci (E) vyskytly parcidlni derivace a ndsobeni matic, coz mozna neni vSem tplné
znamé, uvedeme zde strucné objasnéni pouzitych pojmu.

V tomto dile seridlu bohuzel nemizeme podrobné vysvétlit, jak je definovdna derivace (resp.
parcidlni derivace) a jaké mda vlastnosti. Proto pouze uvedeme, Ze parcidlni derivace funkce
k proménnych podle i-té proménné se spocitd jako normdlni derivace funkce, kdyz budeme na
vSechny proménné kromeé i-té pohlizet jako na konstanty.

Matice jsou v podstaté jen tabulky &fsel, nic vice. U matice rozlidujeme jeji rozméry (tj.
kolik ma fadki a sloupcu), fikdme, ze matice A je typu k krat n (piSeme Apxn — prvni &islo
udéva pocet fadki, druhé podet sloupcit). Matice typu 1 X 1 je pouze ¢islo a matici typu 1 x n
(resp. n x 1) se Fikd fadkovy (resp. sloupcovy) vektor.

Nésobeni matic je definovdno ponékud slozitéji. Uvazujme, ze madme matice Axxn a Bpnxi
(aby byl soudin téchto matic definovan musi byt pocet sloupct prvni matice roven poc¢tu radka

5pPokud bychom formulovali zdkon §feni nejistot v Fedi relativnich nejistot, potom by nap¥iklad pro volbu
funkce f(u,v) = u -v vyslednd relativni nejistota méfeni byla jen kvadratickym souctem relativnich nejistot

vysledktim.
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druhé matice), potom soucin AB je definovan nzisledovnéE

a1 a2 ot Gin bii bi2 -+ big
a2,1 G22 ' Q2. ba1 ba2 -+ b2y
A-B= 17 o =
ak,1 ak2 0 Gkn bni bn2 - by
<a1,o,bc,1> <a1,.7b0,2> <a1,07bo,l>
(a2,0,b0,1) (a2,0,b02) -+ (a2,0,b0n)
= . . ?
(ak,0,b0,1)  (Gk,0,De2) -+ (Gk,e,be)

kde a;,e oznacuje i-ty fddek matice A, be,; oznacuje j-ty sloupec matice B a vyraz (a;,e,be,;)
oznacuje skaldrni soucin vektorl a;,e a be,; definovany jako

n

(irerbas) = D @iy by -
g=1
Vysledkem soucinu matic Axxn» a Bnxi je tedy matice tvaru Cx;. Pokud chceme ndsobit vektor

s matici (nebo 2 vektory spolu) sta¢i na vektory pohlizet jako na specidln{ pfipad matice a Fidit
se pravidly pro maticové nasobeni.

16 Je dilezité poznamenat, Ze maticové ndsobeni neni komutativni, tedy obecné plati A - B # B - A, ale je
asociativni, tedy plati A- (B -C) = (A- B) - C pro libovolné matice A, B,C, pro které je takovyto soucin
definovan.
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v 7/ Vv V& o Ve .
Poradi resiteli po Il. sérii
Kompletni vysledky najdete na http://fykos.cz.
Kategorie prvnich rocniki
jméno skola 12345P E S II % b))
Student Pilng MFF UK 66667 91210 62 100 122
1. Viclav Zvonicek G Brno, tf. Kpt. Jarose 66667 —11 9 51 89 101
2. Martin Vavrik G, Sumperk 86327 -14 8 48 88 99
3. Matej Prokop G Dasickd, Pardubice 82527 ~-10 9 43 79 89
4.—5. Jakub Jobus G PdC, Piestany 66366 — 810 45 83 86
4.—5. Radka KriZovd G J. Heyrovského, Praha 66437 -11 3 40 76 86
6. Martin Schmied G Jihlava 66341 - 910 39 72 77
7. Viktor Materna G Brno, t¥. Kpt. Jarose 6662 - —-10 3 33 70 65
8. Matej Krdtky PORG, Praha 66764 - - — 29 88 64
9.—10. Miroslav Macko SpMNDaG, Bratislava 82 --5-8 - 23 76 57
9.—10. Ewa Vochozkovd Biskupské G, Brno 64332 —-13 - 31 70 57
11. Jakub Pravda SpMNDaG, Bratislava 644-- -9 2 25 61 53
12. Richard Hamerlik SpMNDaG, Bratislava 62611 - 6 2 24 52 52
13. Filip Novotny G Jihlava 262 -5 - - — 15 66 44
14. Petr Doubravsky Akademické G, Praha -4----9 - 13 72 43
15. Simon Brdzda G, Hlinsko 643-3 - - — 16 53 42
16.—17. Katerina Barotovd G, Olomouc-Hejé¢in 6-—--- -9 - 15 80 33
16.—17. Filip Wagner G Tisnov 44 —-—-- - - - 8 67 33
18.-19. Adam Vavrecka G P. Bezruce, Frydek-Mistek — — — — — - - - - 72 28
Kategorie druhych rocniki
jméno skola 12345P E S I % P
Student Pilng MFF UK 66667 91210 62 100 122
1. Katerina Rosickd G J. Ortena, Kutnd Hora 66667 —1310 54 97 110
2. Josef Minarik G Brno, tf. Kpt. Jarose 26617 —-—10 9 41 81 92
3. Lucie Kundratovd G, ndm. TGM, Zlin 66466 —11 9 48 81 91
4. Ladislav Trnka G, Havlickiv Brod 26525 —-1112 43 83 89
5. Jakub Ruzicka G, Nymburk 666 -2 —-1110 41 83 84
6. Jindrich Dusek G Jana Keplera, Praha 82567 - -9 37 82 83
7. Ivan Huddk ESS, Lip. Mikulas 6462 - -12 6 36 86 76
8. Jir{ Blaha G, Uherské Hradisté 663 -6 -13 - 34 8, 68
9. Kristian Matustik G, Benesov 863 -3 -6 — 26 70 57
10. Tereza Pavlisovd G, Olomouc-Hejé¢in 6432- - - 7 22 56 45
11. Jakub Smolka Slezské G, Opava 642-3—- 3 18 61 41
12. Marie Grunovd G Moravsky Krumlov -40-- -9 13 55 36
13. Veronika Vohnikovd  Novy PORG, Praha -6 --- -7 - 13 77 23
14.-15. Karel Balej G a SOS, Rokycany 6 -3 - - - - 9 8 21
14.—15. Jakub Rajnstajn G F. M. Pelcla, Rychnov n. - — - -6 - — — 6 70 21

Kn.
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jméno skola 12345P E S II % b))
Student Pilng MFF UK 66667 91210 62 100 122
16. Katerina Charvdatovd G B. Némcové, HK - — — — — - - - - 75 18
17.-19. Martin Dinh G, Tfinec - = - - = - - - - 100 17
17.—19. Daniel Martynek G, Tfinec - == - = - - 100 17
17.-19. Stépdn Stryja G, T¥inec - = = - = - - - - 68 17
20.—21. Dominik Berio G L. Svobodu, Humenné - — — — — - - - - 84 16
20.—21. Simon Kondrk SPS Dubnica nad Vdhom ~ — — — — — - - - - 67 16
22. Jakub Zemek G, Uherské Hradiste - — — — — - - - - 65 13
23.—24. Andrea Binovd G, Ceskd Lipa - - — — - - - = - 100 12
23.—24. Josef Sabol G Chotébor - - = = = - - - - 100 12
Kategorie tretich rocniki
jméno skola 12345P E S II % b))
Student Pilnyg MFF UK 33667 91210 56 100 110
1. Martin Okdnik G Tajovského, B. Bystrica 33667 —10 9 44 9, 95
2. Vit Beran Masarykovo G, Plzen 33667 - - 8 33 96 85
3.—4. Tomd$ Dulava Mati¢ni G, Ostrava 33667 — 9 9 43 82 83
3.—4. Viktor Rosman G, Pelhfimov 43666 —11 8 44 82 83
5. Ondrej Knopp G Christiana Dopplera, Pra- 4 - 6 6 7 — - 8 31 95 82
ha
6. David Kostak G, Josefskd, Praha 32315 -10 7 31 75 76
7. Dominik Stary G, Benesov 335-5 -5 8 29 81 62
8. Zuzana Richterovd G, Pelhfimov 23344 - 3 2 21 51 52
9. Katarina Castulikovd 1. sikromné G v Bratislave 3 3335 - 8 — 25 59 48
10. Dawvid Dvordk 7S a G, Konice -13-- -5 8 17 65 40
11. John Richard Ritter G Masarykovo ndm., Tfebi¢ - — — — — - - - - 92 338
12. Jiri Loffelmann G, Litomérickd, Praha - — — — — - - - - 88 21
13. Filip Keller G P. de Coubertina, TAbor 3 33 — - - — — 9 72 18
14.—16. Ondrej Bucek G Brno, t¥. Kpt. Jarose -11--- - - 2 61 17
14.-16. Jaroslav Paidar SPS Masarykova, Liberec =~ — — — — — - - - - 52 17
14.—16. Matej Parada G Jura Hronca, Bratislava - — — — — - - - - 74 17
17.—18. Markéta Jirmanovda  BG B. Balbina, Hradec Kra- 3 3 1 — - - 9 — 16 67 16
lové
17.-18. Katarina Zatkovd Evanjelické G JAK, Kosice @—— — — — — - - - 62 16
19. Veronika Funkovd G L. Jarose, Holesov - — — — — - - - - 63 15
20. Andrej Holmes G Ruzomberok 01T---- -0 1 40 14
21. Pavla Trembulakovd G Jirovcova, Ceské Budgjovi- — — — — — - - - - 42 13
ce
22.—25. Daniela Hrbdcovd Wichterlovo G, Ostrava - — — — — - - - - 35 12
22.—25. Ondrej Komora G Mikulasské n. 23, Plzen @ - - — — — - - - - 71 12
22.—25. Martina Kopeckd G J. Barranda, Beroun @~ = - — — — — - - - - 92 12
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ro¢nik XXX

Kategorie Ctvrtych rocnikii

jméno skola 12345P E S II % b))
Student Pilng MFF UK 33667 91210 56 100 110
1. Stépdn Stenchldk G, Ttinec 33667 —1210 47 100 101
2. Jdchym Badrtik G, Havlickiv Brod 43667 —-1212 50 97 98
3. Daniela Pittnerovd G L. Svobodu, Humenné 33667 —1110 46 86 87
4. Matéj Mezera G, Havlickav Brod 3-560 —-1010 34 86 84
5. Kldra Sevéikovd G, Uherské Hradisté 334-6 - 9 6 31 82 73
6. Jan Strelecek G J. V. Jirsika, C. Budéjovice 4 34 23 — 8 4 28 61 62
7. Lucie Hronovd G Brno, tr. Kpt. Jarose 31525 - 6 0 22 53 48
8. Filip Novotny G Masarykovo nam., Kromé- 3 3 6 6 6 — — — 24 77 47

iz
9. Premysl Stastny G, Zamberk 3343- - - - 13 85 46
10.—11. Karel Jokai G, Spitalskd, Praha 3---2 -6 - 11 66 35
10.—11. Samuel Sipikal G Milana Rufusa 333-1- - - 10 52 35
12.-13. Alzbéta Andryskovd G, Olomouc-Hejc¢in 323 -- - - - 8 76 29
12.-13. Matéj Rzehulka Wichterlovo G, Ostrava 435-1~- - - 13 67 29
14. Branislav Belko G Milana Rafusa 0 - - — — — - - - - 68 28
15. Petr Siminek G, SOS, SOU a VOS, Hofice — — — — 4 — — — 4 80 24
16. Jonds Fuksa PORG, Praha - — - — — - - - - 88 21
17. Frantisek Zach G, Litomysl - — — — — - - - — 100 18
18. Katerina Stodolovd G Dasicka, Pardubice @~ - - — — — - - = - 87 138
19.—20. Veronika Gintnerovd G Sv. Frantigka, Zilina 33-——-—- - - — 6 100 12
19.—20. Martin Vejvoda G Dobruska - - - - - - = - - 63 12
21. Petra Stefanikovd G O. Havlové, Ostrava - — — — — - - = - 91 10
22. Viclav Mikeska G F. Palackého, Val. Mez. - — — — — - - - — 100 6
23. Tomds Tesar G Jana Keplera, Praha --0-- - - - 0 0 0

WWW:
e-mail:

FYKOS

UK, Matematicko-fyzikalni fakulta

Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2
18000 Praha 8

http://fykos.cz
fykos@fykos.cz

FYKOS je také na Facebooku g
http://www.facebook.com/Fykos

Fyzikalni korespondenéni seminaf je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
pro vnéjsi vztahy a propagaci MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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