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Uloha II1.2 ... zrychleni¢ko, zrychleni 3 body; prumér 2,20; fesilo 46 studentu

Na obrazku vidite nacrt elipsy s ohnisky Fy a Fa a nékolika vy-

znacenymi body na ni. Uvazujte, Ze elipsa znazornuje trajektorii

néjakého hmotného bodu. Znazornéte do obrazku zrychleni, ktera

ptsobi na hmotny bod v jednotlivych vyznacenych bodech dréahy

pro dvé situace (jde o sméry a vzdjemné poméry zrychleni (které

Jje vétsi/mensi) v riznych bodech v rdmci jednoho ndcrtu).

a) V ohnisku F je umisténo hmotné téleso, kolem kterého hmotny bod

obiha. Uvazujeme, ze plati 2. Keplertiv zakon.
b) Téleso mad konstantni velikost rychlosti, pouze se pohybuje po elipse.
Karel na konferenci slysel, zZe s takovymi wlohami maji problémy i vysokoskoldci.

)

Ako prvé si musime uvedomit, ¢o za druh zrychlenia posobi v pripade klasickej Keplerovej
tlohy Slnko-jedna planéta. Vezmeme si na pociatku teleso v nejakej vzdialenosti od Slnka
a udelime mu rychlost, mensiu ako je kruhova rychlost v tejto vzdialenosti smerom kolmo od
spojnice teleso-Slnko. Zo zdkladov nebeskej mechaniky vieme, ze teleso sa bude pohybovat po
elipse, ktorej afélium (najvzdialenej$i bod drahy od Slnka) bude prdve v bode, odkial sme
teleso vypustili. Jedina sila, ktora bude v takomto pripade posobit na nami vypustené teleso,
bude pritazliva gravitacna sila medzi telesom a Slnkom. Pre Tubovolni silu posobiacu na teleso
s konstantnou hmotnostou plati, ze tato sila uviddza teleso do pohybu so zrychlenim, ktoré je
rovné
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kde F je sila pésobiaca na teleso a m je hmotnost daného telesa. Mézeme si v§imnut, Ze z tohto
vztahu si vieme prirodzene definovat hmotnost ako schopnost telesa klast odpor voci posobeniu
vonkajsich sil. Sila posobiaca na toto teleso je v naSom pripade rovnd Newtonovskej gravitacnej
sile
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kde G je gravitacna konstanta, M je hmotnost cetrdlneho telesa (v nasom pripade Slnka) a r je
polohovy vektor voéi Slnku. Dalej je vhodné spravit si transforméaciu kartézskych stradnic
s pociatkom v strede elipsy, na kartézske stradnice so stredom v Slnku. Potom yova suradnica
Slnka je totozna s y suradnicou stredu elipsy, avsak zovid siradnicu musime posunit o

f =V a? —v? )
kde a, b su hlavné a vedlajsie polosi elipsy. Potom nové siradnice budu:

=z,
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Ak do vzorca pre zrychlenie dosadime nas vzorec pre silu a don dosadime za r polohu bodu
v novych stradniciach, tak vysledny vztah pre velkost zrychlenia pre Iubovolny bod leziaci na

elipse bude
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Po dosadeni do tohto vzorca vieme urcit presnu velkost. AvSak nasim cielom je toto zrychlenie
zakreslit. KedZze smer zrychlenia je od daného bodu na elipse smerom k Slnku, v nasom pripade
smeruje vektor zrychlenia z daného bodu na elipse, do ohniska F}.

Ak si vhodne zvolime mierku obrazku tak s tymito informéciami je jednoduché vkreslit
vektory zrychlenia do obrazku. Vyzeraf by to mohlo asi ako na Obrazku [lf.

Obr. 1: Vysledok pripadu a).

b)

Predpokladajme teraz ze teleso sa znova hybe po tej istej elipse, a to napriek pritomnosti akej-
kolvek gravitacnej alebo inej sily. Mo6zeme si predstavit napriklad vesmirnu lod ktord niekde
v priestore jazdi dookola po elipse, spalujic pritom palivo na to, aby si udrzala pozadovant
dréhu. Vieme ze zrychlenie posobiace na teleso si vieme vzdy rozdelif na normalovi zlozku,
ktora spdsobuje zakrivenie drahy, a na tangencidlnu zlozku, ktord sposobuje zmenu rychlosti
telesa. Kedze teleso si po cely ¢as udrziava rovnaku rychlost, je tangencidlna zlozka zrychlenia
nulovd, a smer zrychlenia je teda totozny s normalou k dotycnici v danom bode.

Ulohu si rozdelime na dve ¢asti. Najprv budeme hladat, ako vyzerd smerovy vektor zrych-
lenia, t.j. norméla k danej krivke. Potom si zratame, akt velkost ma zrychlenie v zavislosti
na poloha. Kedze sa jednd o geometricki dlohu, nemusime ndajst explicitny predpis pre pri-
amku, na ktorej lezi normdélovy vektor v danom bode. Stac¢i ndm vediet, ze dand priamka
bude prechddzat cez nami zvoleny bod, a bude rovnobezna s vektorom gradientu elipsy (ako
implicitnej funkcie), ktory zo svojej prirodzenej definicie je vnimany ako vektorovy operator
urcujuci normalu k nejakej krivke ¢i ploche. Bez znalosti vyssej matematiky, skratka vezmeme
pravitko s ryskou a najdeme kolmicu na dotyc¢nicu v nejakom bode. Poznamka pre pripadnych
zadujemcov, matematicky-analyticky by sme to spocitali takto:

Elipsa je popisand implicitne krivkou
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Gradientom tejto krivky, a teda nami hladanym vektorom je
o )
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Na zéklade tychto informécii vieme Iubovolnému bodu priradit smer zrychlenia.

N

Velkost dostredivého zrychlenia (”sipka” vektora bude teda smerovat vzdy smerom dovnutra
elipsy) je potom dand vztahom

kde rychlost v je po cely cas konstantna a polomer krivosti elipsy R v nejakom bode, je dany

vztahom .
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kde x a y s siradnice daného bodu. Dosadenim vztahu pre polomer krivosti v nejakom bode
do vztahu pre velkost dostredivého zrychlenia mame vzorec, z ktorého vieme dopocitat velkost
zrychlenia v Tubovolnom bode na elipse, pri danych pociato¢nych podmienkach. Po zakresleni
do obrazku s pouzitim takto odvodenych informaécii by mal vyzerat ako Obrazek E

Obr. 2: Vysledok pripadu b).
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