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Uloha IIL5 ... rozpad sem, rozpad tam 8 bodii; pramér 4,43; Fesilo 30 student

Mame Aq castic typu A, které se s rozpadovou konstantou \a rozpadaji na castice typu B.
Ty se zase s rozpadovou konstantou Ap rozpadaji na castice typu A a na zacatku jich je Bo.
Najdéte funkci udavajici pomér poctu castic typu A a B v case. Jachym vymyslel dlohu
do Fyzikdlniho Ndboje, ale nedovolili mu to, pry Ze by ji nikdo nespocital. No tak ji dal sem.

Oznacme d A, pocet Castic typu A, které se rozpadnou za cas dt. Derivaci rovnice radioaktivniho
(nebo chemického) rozpadu dostaneme
v _ d (Noeikt) — A\t
S o AN M =N,
dt dt 0
coz muzeme dale upravit na
dN = —ANdt.

Z toho vyplyva dA, = AaxAdt. Analogicky bude platit dB, = AgBdt. Nyni je potieba si
uvédomit, ze celkovou zménu poctu ¢éstic typu A za cas dt (kterou si oznac¢ime dA) spocitdme
jako rozdil poctu ¢éstic, které se z B rozpadnou na A, a ¢astic, které se z A rozpadnou na B.
Jinymi slovy

dA =dB, —dA, = (AgB — A4 A)dt = —dB. (1)

Pro dalsi feseni tilohy musime zredukovat pocet proménnych. Mizeme to udélat dvéma zpi-
soby — bud si jednu proménnou vyjadrime pomoci druhé, nebo budeme pocitat s jejich podilem.

Vv

si ukdzeme oba postupy.

Ozna¢me M = Ag + Bop. Protoze se celkovy podet ¢astic zachovava (to vidime z dA +dB =
= 0), plati M = A + B. Diky tomu si mizeme A vyjidfit jako A = M — B. Po dosazeni do
rovnice (ﬂ) dostdvame

%:AAA—,\BB:AA(M—B)—ABB:AAM—(AA+AB)B.

Tuto diferencidlni rovnici mizeme fesit separaci proménnych

dt — dB
o )\AM—()\A-i-AB)B.

Integral levé strany je ziejmy. Pravé strana je ve tvaru derivace néjaké funkce od B, délené tou
samou funkci od B. Integralem vyrazi tohoto typu je vzdy logaritmus dané funkce

. 1 / —(Aat+2Ap)dB L (M — (s +Ap)B)+C.

T Aa+As ) MM —(Aa+r8)B da+ s

Z pocatecnich podminek vime, ze v case t = 0 madme B = By. To vede na vztah pro vypocet
integracni konstanty
1 1

= 1 ]V[ —_ 13 = 4“‘44444'1 14 - 13
Aa+ AB B (a4 (A4 +2z) Bo) Aa+ AB n(Aado = AsBo) ,
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coz muzeme rovnou dosadit do predchozi rovnice, kde vyuzijeme pravidla pro rozdil logaritmu

a dostavame
1 AaAo — ABBo

t= .
Mtz AaM — (Mt Ap) B

Vyjadiime si B

MM — (AaAo — ApBp) e *atrp)t
B Aa+Ap '
Nyni uz ndm jen zbyva spocitat hledany pomeér. Jednoduchou algebru miizeme pfeskocit a do-
stavame se rovnou k vysledku
A . M — B . AB (Ao -+ Bo)eO‘AjLAB)t -+ ()\AAO - ABB())
B~ B Aa(Ao+ Bo)eGatin)t — (A\4Ag — ApBo)

ktery je fesenim této tlohy.

B

Pfi vyuziti druhého postupu nejprve oznaéme K = A/B. Pro derivaci K podle ¢asu po
dosazeni z (Jll) dostdvame
dK _dA_§B- Ay
dt  dtB B2
Zavedeme substituci k = Aa /As. Rovnici separujeme a vznikly integrél fesime pomoci parcidl-
nich zlomku

Z()\B—)\AK)(l—i-K).

‘o L/ dK _
AB 1-kK)(1+K)
_ 1 / k n 1 dK:—ln(l—k:K)+ln(1+K)
As (14 k) 1-kK 1+K A (1+k)
V case t =0 jsme méli K = Ko = A¢/Bo. Dosazenim do rovnice si miuzeme vyjidfit integracni
konstantu

+C.

1 1+ Ko

e VI VA 7o

Po tpravé mizeme vyjadrit funkei
K e(t=C)xa+AB) _ 1 _ (1+ Ko)e()‘A+>\B)t — (1 - kKo)
T ke(t=O)atrs) £ 1 (14 Ko) keGa+ise)t 4 (1 — kKj)
_ )\B (Ao + Bo) e(AAJr)\B)t + ()\AAO - ABBO)
o AA (A() -+ B()) e(Aat+ip)t ()\AA() - /\BB()) ’
kterd je opét feSenim této ulohy. Vidime, Ze oba postupy vedly na stejny vysledek.
Vsimnéte si, Ze oba postupy funguji jenom za predpokladu Ay A — AgB # 0. Muzeme ale
ovérit, ze pokud tato podminka plati pro pocateéni hodnoty, bude platit vzdy (a jinak je uloha
trivialni).
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