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Uloha IILS ... na prochazce s integraly 10 bodt; primér 4,95; fesilo 19 studentt

a)
b)

d)

Vymyslete tri odlisné priklady markovovského procesu, z toho alespori jeden fyzikalni. Je
prochazka bez navratu markovovska? A co prochazka bez krizeni?

Méjme 2D ndhodnou prochdzku bez ndvratu na ¢tvercové siti s pocdtkem v bodé (x,y) =
=(0,0), kterd je omezena absorpénimi bariérami by : y = —5, ba: y = 10. Nalezndte pravdé-
podobnost, ze v bariére b; skonc¢ime drive nez v ba.

Provedte simulaci pohybu brownovské castice ve 2D a vykreslete graf zavislosti stredni vzda-
lenosti od pocdtku na case. Uvazujeme diskrétni ¢as a konstantni délku kroku (jeden krok
simulace trva At = konst, délka kroku je Al = konst) a umoziiujeme pohyb do libovolného
sméru, tj. kazdy krok je specifikovdn délkou a uhlem 9 € (0,2n), pri¢emz vSechny sméry
jsou stejné pravdépodobné. Zajima nas predevsim asymptotické chovani, tedy vyvoj stredni
vzdalenosti pro t > At.

Chybova funkce je definovana vztahem

fay = 2 [ ot
er (x)—ﬁ e " dt.
0

Tabelujte tuto funkci, tedy vypoctéte integral pro mnoho riznych x. Do reSeni nevkladejte
tabulku hodnot, ale graf funkce. Zkuste tuto funkci opét numericky zderivovat. Co dostanete?
Najdéte si definici hustoty pravdépodobnosti Maxwellova-Boltzmannova rozdéleni f(v), tedy
rozdéleni rychlosti molekul idedlniho plynu. Spocitejte pak pomoci MC integrace stredni
hodnotu rychlosti definovanou

@»—Amvﬂmm,

pricemz pro vzorkovani pouzijte nahodna cisla dle Maxwellova-Boltzmannova rozdéleni zis-
kana Metropolisovym-Hastingsovym algoritmem. Hodnotu pro konkrétni zvolené parametry
srovnejte s hodnotou z literatury.

Mirek a Lukd$ se ndhodné prochdzeji do skoly.

Pripomenme, ze Markovuv proces jsme definovali jako ndhodny proces, ktery ndm umoznuje
urcit pravdépodobnost realizace uréitého stavu systému (stav je dén hodnotou ndhodné
velid¢iny) v Case t;+1 zcela na zdkladé znalosti stavu v case t;. Uvedme tti priklady Markovova
procesu: matematicky, fyzikalni a ,z bézného zivota“.

(a) Mé&jme klobouk A obsahujici 10 ¢ernych kouli a klobouk B, v némz je 10 bilych kouli.
V kazdém kroku nédhodné vybereme jednu kouli z klobouku A a jednu z klobouku B
a vyménime je. Sekvence ndhodnych proménnych predstavujicich pomér cernych ku
bilym koulim v klobouku A je ndhodny proces. Zaroven se jedna i o Markovuv proce-
s/Fetézec, nebot znalost aktudlniho (v ¢ase t;) poméru kouli v klobouku A jednoznaéné
udéva i pomér kouli v klobouku B a na zdkladé téchto znalosti dokdzeme urcit prav-
dépodobnost, s jako v klobouku A vzroste v dalsim ¢asovém kroku pocet kouli jedné
barvy o jedna, klesne o jedna, nebo se nezméni.

(b) Fyzika je aplikac{ matematickych modelii na déni kolem nés. Proto potfebujeme najit
prirodni déj, pro jehoz popis se pouzivaji ndhodné procesy. Prikladem muze byt na-
priklad vyvoj poctu c¢éastic radionuklidu. Pokud zndme pocet Castic v case t, dokdzeme
urcit pravdépodobnostni rozdéleni v ¢ase t + dt (zde bychom spravné méli rozsitit nasi
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definici na spojité plynuti ¢asu, muzeme ale uvazovat i model s koneénymi ¢asovymi
kroky At a koneénou pravdépodobnosti rozpadu kazdé ¢dstice v jednom kroku).

(¢) Oznaéime-li kazdy den jako sluneény, nebo destivy, a vime, s jakou pravdépodobnosti
prejde slune¢ny den v destivy a naopak (a nebo nedojde ke zméné), pak na zdkladé
dnesniho stavu pocasi dokdzeme Tict, s jakou pravdépodobnosti bude zitra slunecno ¢i
destivo.

Treti priklad je dobrou ukazkou toho, ze kazdy jev lze modelovat jako markovovsky. Totiz,
abychom ziskali pravdépodobnost prechodu slune¢ného dne v destivy, museli jsme provést
statistiku na velkém poctu predchozich dni. Lze tedy namitnout, Ze na urceni pravdépodob-
nosti realizace urcitého stavu v pristim ¢asovém kroku jsme potiebovali znat vsechny pred-
chozi. Podobné lze argumentovat, ze témér zadny fyzikalni proces neni markovovsky, protoze
pro vypocet zrychleni z pohybové rovnice pottebujeme zniat nejen polohy, ale i rychlosti, a ty
ziskdme méfenim polohy ve vice ¢asovych bodech. Proto, kdyz se mluvi o (ne)markovosti
urc¢itého fyzikalniho jevu, je vzdy potfeba zminit model, kterym jev popisujeme.

Co se tyce zbylych dvou otdzek na markovovskost ndhodnych prochazek, ani jedna z uvede-
nych nemé& Markovovu vlastnost. Nahodné prochézka bez navratu si kromé aktudlni pozice
vzdy musi pamatovat i tu predeslou a ndhodné prochazka bez kiizeni musi mit v paméti
celou trajektorie, tj. vSechny pozice za celou dobu vyvoje. Za markovovské bychom mohli
tyto prochazky povazovat pouzitim ,podvodu“ popsaného vyse, kdy bychom za aktualni
stav prochazky prohlasili napt. celou jeji trajektorii.

K nalezeni pravdépodobnosti, Ze prochazka skon¢i dfive v dolni nez horni bariéfe, pouzijeme
kéd z textu seridlu. Do néj priddme podminky zastaveni vypoctu a proménnou, kterd ob-
sahuje pocet prochazek L, které skoncily v dolni bariéfe. Také musime pridat identifikator,
ktery si zapamatuje, jakym smérem byl proveden posledni krok, a nepovoli krok opacnym
smérem jako nasledujici — tak zajistime, ze pujde skute¢né o prochazku bez okamzitého na-
vratu. Hledanym feSenim je pomér L/N, kde N je celkovy pocet prochdzek. Délku prochdzky
pritom neomezujeme, protoze bariéry jsou pomérné blizko pocatku, a tedy prochazky skonci
po rozumném poctu kroki.

Na souboru N = 107 prochazek jsme dostali pravdépodobnost 0.6562 skonéeni prochézky
v bariéfe b1, tedy o néco méné nez 2/3, pfiCemz prvni tii platné Cislice jsou s vysokou
pravdépodobnosti presné. Pro obycCejnou 2D prochazku bychom dostali pravdépodobnost
presné 2/3 (ne simulaci, vypo¢tem), protoze pohyb ve sméru osy = muzeme zcela vypustit
a jedné se pak o 1D problém, ktery jsme jiz prozkoumali v prvnim dilu seridlu. V ptipadé
prochéazky bez ndavratu neexistuje dobrd 1D analogie, takova prochézka vzdy probihé jednim
smérem a pravdépodobnost narazu do jedné bariéry je stejna jako do druhé. Pokud bychom
krom zadané tlohy chtéli také nalézt prumérnou délku prochazky, kterd se zastavi na néjaké
bariéfe, dostali bychom vysledek 57.27. U jednoduché prochazky bychom dostali vyrazné
vétsi hodnotu nez u prochdzky bez navratu, ta totiz zamezuje stavum, kdy se trajektorie
,,t0¢i* kolem jednoho mista a délka nartstd, aniz bychom se pfiblizili k bariéte.

K simulaci opét vyuzijeme kéd ze seridlu, nyni vsak budeme generovat nahodné redlné ¢islo 9
v rozsahu od 0 do 27 a polohu v ¢ase t + At uréime podle vztaha

z(t + At) = z(t) + Al cos ¥,
y(t + At) = y(t) + Alsin .

Pro jednoduchost volimeﬂ At =1, Al = 1. Pro srovnéni s pravoihlou prochizkou uvedenou

1 kdybychom maéli zaddnu nap¥. stiedni rychlost &astice, stale bychom volili tyto kroky, protoze simulace
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v seridlu budeme generovat 10 000 prochazek o délce 10 000. Graf stfedni vzdéalenosti v zdvis-
losti na ¢ase (na poctu kroki) je na obrdzku [ll. Zlogaritmujeme data a fitovinim poslednich
1000 bodt linedrni funkei f(z) = ax + b dostaneme hodnotu smérnice a = 0,498 + 0,001.
Vzdalenost prochézky od pocatku je tedy opét imérna druhé odmocniné poc¢tu kroku. Stej-
ny vysledek dostaneme pro kazdou 2D prochézku, kterd ma umoznén pohyb symetricky ve
vSech oséach.
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Obr. 1: Vzdélenost 2D prochdzky od pocatku v zavislosti na po¢tu kroki (Case). Graf vznikl
prumeérovanim 10000 prochazek o délce 10000 krokd. Mocninny fit byl proveden na
poslednich 1000 bodech. Fit obecné nemusi dobre sedét i na prvnich 9000 bodech, ale muze,
jak je vidét a tomto prikladu.

Pro_srovnani uvaddime i trajektorie prochdzek o délce 10000 kroku a 200000 kroku, obraz-
ky P a B- Zatimco v prvnim pripadé odpovida ,vSesmérova“ prochéazka lépe nasi predstavé
o pohybu Brownovy ¢éstice nez pravouhléd prochéazka, pti velkém poctu krokt uz se rozdily
mezi diskrétni a spojitou volbou sméru stiraji.

d) Pro vypocet hodnot chybové funkce pouzijeme slozené Simpsonovo pravidlo, nebot jde o nej-
efektivnéjsi ndm znamou® metodu vypoctu jednorozmérnych integrala. Funkci pfitom bu-
deme tabelovat pro hodnoty = € (—5,5), protoze chybova funkce se chova zajimavé v okoli
nuly, jinde je skoro konstantni. Integral byl samplovan N = 1000 body. Pfi této volbé je
chyba ¥4du 107!, coZ je skoro strojova presnost. Tato hodnota N je tedy rozumnym kom-
promisem mezi dobou vypoctu a presnosti. Samotnou funkci jsme tabelovali v £ = 10000
bodech, davodem je vhodny krok pii opétovné derivaci. Tabelované chybova funkce je vy-
nesena v grafu Y.

je vhodné provadét v normalizovanych jednotkdch. Obzvl4sté v kvantové fyzice by volba A = 1,05 - 10734 J.s
namisto i = 1 zpusobila spoustu zbytec¢nych numerickych problému.

2Samoziejmé existuji daleko efektivnéjsi metody, jejich implementace v Pythonu najdete napf. v baliku
scipy.integrate.
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Obr. 2: Trajektorie 2D prochazky o délce 10000 kroki. V tomto méritku je stale vidét, ze se
nejednd o spojity proces, jednotlivé diskrétni kroky jsou jesté patrné.

Pokud chybovou funkci zderivujeme, analyticky dostaneme

L —J
(erf(z)) = lM =2 -t
Vi e N

Pro numerickou derivaci pouzijeme metodu 4. fddu, kterd byla odvozena v minulém dile
seridlu. Optimalni krok této metody je ¥adu 10~*, co skoro odpovid4 rozestupu dvou hodnot
nasi tabelované funkce. Provedenim derivace skutecné dostaneme kyzeny vysledek, jak je
vidét v grafu f.

e) Maxwellovo-Bolztmannovo rozdéleni, popisujici rozdéleni rychlosti ¢astic idedlnfho plynu,
ma tvar

kde v je velikost rychlosti ¢astice, m jeji hmotnost, £ Boltzmannova konstanta a T termo-

Shttps://en.wikipedia.org/wiki/Maxwell-Boltzmann_distribution
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Obr. 3: Trajektorie 2D prochazky o délce 200000 kroki. V tomto méritku jiz neni poznat, zda
byl proces v Case a prostoru diskrétni ¢i spojity.

dynamické teplota. Stfedni hodnota rychlosti je pak z definice rovna

(o] 3 [e's} 2
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Ti z vés, ktefi neuméji integrovat, mohou pouzit program Wolfram AlphaE, najit vysledny
vzorec v literatufe, ¢i v tabulkdch rovnou najit ¢iselnou stfedni hodnotu rychlosti pro zvolené
parametry.

Nyni, kdyz mame pripraveny podklady pro ovéreni vysledku, se zabyvejme samotnym nu-
merickym vypoctem. Stredni hodnotu rychlosti budeme urcovat pro dvouatomovy plynny
vodik (m = 2m,, kde m, = 1,67 - 10~2" kg je hmotnost protonu) pfi teploté T' = 280 K, coz
je rozumnd fyzikalni volba. Samoziejmé idedlnim plynem lze modelovat mnoho jinych plynu
za ruznych teplot, nejde tedy o jedinou moznou volbu. Pokud si vykreslime Maxwellovo-
Boltzmannovo rozdéleni pro tyto hodnoty parametri, zjistime, Ze jej tvori prevazné jeden
Jkopecek* s maximem kolem hodnoty v ~ 1500m-s~! a §itkou fadové 2000 m-s~* (bréno
v poloviné vysky ,kopecku®, tedy jako tzv. FWHM). Tyto informace ndm poslouZzi pro sprav-
né nastaveni Metropolisova-Hastingsova algoritmu. Pocate¢ni hodnotu prochazky zvolime do

4http://www.wolframalpha.con
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Obr. 4: Porovnani ndmi vypoctené a skuteéné chybové funkce.

okoli rnauxirna,E jako generator ndvrhu preskoku (v textu seridlu oznacen jako funkce g; muze-
te si ovérit, ze skuteéné ma vsechny pozadované vlastnosti) si zvolime rovnomérné rozdéleni
se stfedem v aktudlni hodnoté a sfikou 1000m-s~ !, tedy polovinou &fiky ,kopecku®
Ziskali jsme posloupnost N nahodnych cisel v;, s kterou nyni jiz mizeme pfimocare pouzit
Monte Carlo integraci. Nesmime ale zapomenout na to, Ze generujeme ndhodnd ¢isla ne dle
rovnomérného, ale dle Maxwellova-Boltzmannova rozdéleni, musime tedy pouzit variantu
MC integrace s vahami w; = 1/ f(v;), jak bylo uvedeno v textu seridlu. ProtoZe integrujeme
funkei v f(v), mizeme ukézat, ze pro hodnotu integrdlu bude platit vztah

N

1 N f N
T= S wese) = 5 " ulte) - F 2w

=1

kde v; jsou ndhodna ¢isla generovand Maxwellovym-Boltzmannovym rozdélenim f(v). Na
tento findln{ vztah vlastné muzeme nahlédnout i tak, ze séitdvime N nadhodnych proménnych
se stfednou hodnotou (v).

Pozastavme se jesté nad jednou véci. Pocitdme urcity integral v mezich 0 a 400, tyto meze
ale v MC integraci nikde nespecifikujeme. Kde tedy ddme programu najevo, ze chceme pou-
Zit pravé tyto meze? Vzpomenme si na MC integraci s rovnomérnym rozdélenim nadhodnych
Cisel. Tam jsme meze specifikovali sitko él rovnomérného rozdéleni. Zde je to stejné, meze,
resp. oblast integrace je urcena nosi¢cem* hustoty pravdépodobnosti, kterou pouzivime pro

5Nenf nutno zcela presné, hodnota by ale méla lezet v blizkém okoli ,,kopecku*.
SNosi¢em funkce f tady myslime mnozinu @ takovych, ze f(x) # 0. Pfesnéji je definovan jako tzv. uzévér
této mnoziny.
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Obr. 5: Porovnani nami vypoctené a skuteéné derivace chybové funkce.

generovani ndhodnych ¢isel. V nasem pripadé je Maxwellovo-Boltzmannovo rozdéleni nenu-
lové v intervalu (0, +00), vSe je tedy v poradku.

Integraci pro ndmi zvolené parametry ziskdme hodnotu stfedni rychlosti (v) = (17144+1) m-s~
coz odpovida teoretické hodnoté (v) = 1715 m-s~'. Integraci jsme opakovali stokrét, z téchto
hodnot jsme pak vypocetli primér a smérodatnou odchylku, coz bylo pouzito jako zminé-
na vyslednd hodnota a jeji chyba. V kazdém béhu byla integrovand funkce samplovdna ve
100000 bodech. Zdrojovy kéd pouzitého programu naleznete jako prilohu feseni na nasich
webovych strankach.

Komentare k doslym reSenim

Ve vasich feSenich problému zaméfenych na markovovské procesy a ndhodné prochézky (NP)
se objevilo nékolik chyb, které stoji za to si zde rozebrat. Casto dochazelo k nepochopeni pojmu
bezpamétovost. Jestlize kazdy prvek ndhodného fetézce/procesu zavisi nejvyse na predchozim
prvku, pak je fetézec bezpamétovy neboli Markoviuv. Pokud pri konstrukci trajektorie NP
rozhodneme v Case t; o ndsledujici poloze (¢as t;+1) na zdkladé pfedchozi polohy (¢as t;—1),
nejedna se bezpaméfovy proces, protoze stav v t;+1 je dan stavem v t;_1, o dva kroky zpét.
To se presné déje u NP bez navratu, proto neni markovovska. Néktefi z vas ve svém feSeni
definovali jako stav NP bez navratu smér kroku, pak ji lze povazovat za markovovskou, ale
z matematického hlediska uz jde o jiny proces, pti kterém neumime bezpamétové urcit aktualni
polohu. Déale mnoho z vas predpoklddalo, ze kdyz v pripadé obycejné NP pro vypocet narazu
do bariéry muzeme zanedbat pohyb v ose x, lze to udélat i v pripadé NP bez navratu. To nelze,
jednak musime pohyb v x alespon povolit, byt ho nebudeme zaznamenévat, a navic se i ve 2D

1
’
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projevi tendence NP bez navratu ,,pokracovat ve sméru, kterym vyrazila“.

Dale je pfi studiu vzdalenosti Brownovy Castice od pocatecniho bodu potieba zprimeérovat
velké mnozstvi NP, abychom zjistili, jak se typicky (statisticky) vzdédlenost vyviji po delsim ca-
se. Z jedné realizace prochizky zadnou statistiku nevycteme. Nékolik fesitelu se také dopustilo
chyby, kdy misto pocitani aktudlni vzdéalenosti sc¢italo vzdalenosti ze vsech predchozich kroki,
coz je samoziejme jind veli¢ina, nez néas zajima. Nakonec je potfeba uvédomit si, ze predpokla-
dand odmocninné zavislost vzdalenosti na Case je asymptoticka, chovani okolo pocatku je jiné.
Po delsim case se vzdalenost kazdé realizace od pocatku mezi sebou vyrazné lisi a je potieba
velky statisticky soubor, jinak bude kazdy bod na primérovaném grafu zatizen velkou chybou
a i smérnice fitu bude nepfesnd. (Pouzité funkce pro fitovani v Pythonu neuvazuji chyby jed-
notlivych bodd, proto vam pfesnd hodnota 0,5 nemusela padnout ani do nékolikerého nasobku
smérodatné odchylky fitu.)
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