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Uloha IV.3 ... divné tvarovana nadobka 6 bodd; pramér 3,78; fesilo 32 studenti

Ma&me vélcovou sklenic¢ku, ktera ma zboku u dna malou diru o plose S. Tato nadoba je naplnéna
vodou, kterd samovolné pretéka do druhé nadoby, ktera je tentokrat jiz bez diry. Jaky tvar by
musela mit druhd nadoba, aby v ni hladina rostla rovnomérné? Predpokladejte, ze ma byt
valcové symetricka.
Bonus Dna obou ndadob jsou ve stejné vysce a nddoby jsou dirou spojené.

Karel se dival, jak se nalévd sklenicka na rautu.

Prepokladejme kvazistacionarni proudéni, abychom mohli sestrojit Bernoulliho rovnici pro proud-
nici od hladiny valcové niddoby v daném okamziku az po vytokovy otvor. Necht ¢ je hustota
vody, p. atmosféricky tlak, v vytokova rychlost vody z otvoru, h: vyska hladiny ve valcové
nadobé a v, = —% > 0 je rychlost klesani hladiny. Bernoulliho rovnice pak méa tvar

1 1
59@? + pa + h1og = 59112 + Pa.

Po odecteni atmosférického tlaku p, a vydéleni rovnice hustotou pak dostaneme

1 1

5v%+h1g: 5112. (1)
Za predpokladu nestlacitelnosti vody plyne z rovnice kontinuity rovnost

S1’l)1 = SU,

kde S, resp. S, je obsah pti¢ného prifezu valcové nadoby, resp. jejiho otvoru. Dosazenim za v
do rovnice ([ll) dostaneme

1 1/51\2
g rmg=5 () ot

2
Odtud mtzeme vyjadrit rychlost klesani hladiny

Dosazenim v, = f% ziskdme diferencidlni rovnici, kterou fesime separaci proménnych
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Dosazenim integra¢nich mezi dostédvame

—2v/h1 +2v/ho =

odkud vyjadiime

2hog g 2
hi = ho — .
Ve e

Derivaci a drobnymi algebraickymi dpravami ziskame vztah pro rychlost klesani hladiny v prvni
nadobé

2h
v — o9 g

t.
512 512
(%) -1 (%) -1
Odtud mizeme dosadit do rovnice kontinuity ve tvaru Sivi = Save, kde va je rychlost rastu
hladiny ve druhé nadobé a S> je obsah jejiho plosného prifezu. Ze zadani vime, ze v je
konstantni, tedy v = ha/t. Odtud si vyjadiime ¢as. Také plati Sz = nr3, kde 72 je hledany
polomér druhé nadoby. Dostavame pro néj

_ S1 Qhog g hz
2= TV 512 T 812 Vo
() -1 (%) -1v

Tim méme analyticky zadany tvar druhé nadoby, tedy zavislost jejiho poloméru na vysce ode
dna. Zéavislost vysky na poloméru je

2 2 2
h2 = ’U—2 <%) —1 \/Qhog — TE’I;;& (%) -1

g

Jednd se o rovnici paraboly s maximem v jejim vrcholu, jejiz osa lezi na ose nadobky. Nadobka
ma tedy tvar ¢asti rotacniho paraboloidu.

V pripadé, ze S < S1, muzeme v Bernoulliho rovnici (m) zanedbat prvni ¢len. Pro vytokovou
rychost potom plati

v =1/2h1g

a pro rychlost klesani hladiny v prvni nddobé tak dostavame

S
= —+/2h1g.
V1 S, 19

Podobnym postupem jako vyse bychom se dostali k vysledku

m—\/s (v/hag - 5212,

T2 S1 V2
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Bonus

Bernoulliho rovnice pro hladiny valcové a divné tvarované nadoby méa tvar

1 1
59?)? + pa + h10g = 5@1)5 + pa + h20g,

kde vsechny veli¢iny jsou definovany jako diive. Jednoduchymi dpravami ji dostaneme do tvaru

1 1
S0f +hig = S5 + hag. (2)
2 2
Derivaci podle ¢asu dostavame
d’U1
’()1@ — V19 = V2g,

kde jsme prvni c¢len zderivovali podle pravidla pro derivaci slozené funkce a o vz vime, ze je
konstantni. Nyni separujeme proménné a obé strany rovnice integrujeme

U1
dv, = dt.
/’U1 + v2 vl /g

Prvni integrédl vyresime ¢dstecnym délenim integrandu, neboli

V1 V1 + V2 — V2 ( V2 )
dv; = —~dv; = 1-— dvy =v1 —veln(vy +v2) +C1 .
/’01—0-’02 ! _/ V1 + V2 ! _/ V1 + V2 ! ! 21n (01 2) !

Druhy integral je trividlni, celkové vychéazi

vi —v2ln(vi +v2) =gt +C, (3)

kde C je jiz jedind integra¢ni konstanta (zde jsme vyhodnéji pouzili neurcité integraly s inte-
gracnimi konstantami misto urcitych integralir), kterou uréime z pocatecnich podminek. V ¢a-
se t = 0 je vyska hladiny valcové nddoby ho a klesa rychlosti vg. Odtud dostdvame

vo —v2In (vo +v2) =C'. (4)

7Z rovnice (E) si vyjaddiime rychlost

Vo = \/’UQ2 — 2hog,

kterou dosadime do (H)7 a tim ziskdme vztah pro hledanou integracni konstantu

C = U22—2hog—1]21n< v22—2h0g+vg).

2
Odtud muZeme dosadit do (E) Stejné tak dosadime za v1 = T;f v azat= ZL—; Celkové piseme
2 2
h
@vz —valn @’024—1}2 =29 4+ /v92 —2hog—vgln( V92 —2hog+v2> .
S S1 U2

Nyni muzeme konecné vyjadrit

/1— 2899 41
2

2 2
v o 2h
hQ:% 572— 1-— Ugg—l—ln 5] 5
1 nr
2 512 +1
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coz je vztah zavislosti vysky divné tvarované nadoby na poloméru r;. Bezpochyby by byla
zajimavejsi opacné zavislost, tedy zavislost poloméru na vysce. Ta bohuzel analyticky vyjadrit
nejde, protoze rovnice je transcendentni vzhledem k proménné ry. Jesté dodejme, ze pfi volbé
pocéatecnich podminek jsme mohli zvolit kromé vysky ho napf. i obsah dna divné tvarované
niadoby nebo rychlost klesani hladiny ve vdlcové nddobé v case t = 0. Déle si povSimnéme, ze
pri feSeni bonusové tlohy jiz nemtzeme zanedbat prvni ¢len levé strany Bernoulliho rovnice.
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