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Serial: Keplerovy zakony

Ked na zaciatku 17. storocia Johannes Kepler sformuloval svoje zdkony o obehoch planét okolo
Slnka, dal svetu doposial najlepsi model Slnecnej stustavy. Popisal v nom nielen to, po akych
drahach sa jednotlivé planéty pohybuju, ale aj ako rychlo sa pohybuja v konkrétnom case, teda
v konkrétnej polohe voci Slnku. Kepler ale nepodal ziadne kvalitativne vysvetlenie, preco je
to tak. Jeho zdkony vychadzali ¢isto z napozorovanych dat. Pri¢inu tohto pohybu, gravitacni
silu, ,,objavil“ a fyzikalne popisal az o polstorocie neskor Isaac Newton. Ten nésledne pouzitim
rafinovanej starogréckej geometrie dokézal, ze Keplerove zékony priamo plynu z jeho vlastnych
pohybovych zakonov a zdakona gravitacie.

Pouzitim silnejsicho matematického aparatu a niektorych vysledkov teoretickej mechaniky
(ku ktorym sme sa uz stihli dopracovat v tomto seridli) sa daju Keplerove zdkony odvodit
pomerne rychlym spésobom, navyse dva z nich vo vseobecnejsom a uzitoCnejSom tvare. Pustime
sa teda do toho!

Keplerove zakony

Na zaciatok si pripomenme zavery z minulej Casti seridlu, ktoré ste si mali moznost overit
a dokladne sa s nimi zozndmit v minulej seridlovej tlohe. Majme teda lagrangian telesa pohy-
bujticeho sa v rovine v sféricky symetrickom silovom poli s potencidlom V(7).
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kde kvoli symetrii tilohy je rozumné pouzitie radidlne symetrickych polarnych siradnic.

Dalej sme z integralov pohybu tohto lagrangidnu nagli diferencidlnu rovnicu pre stradnicu 7
v zavislosti na celkovej energii £ a momente hybnosti telesa .
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Riesenie takejto rovnice analyticky je mozné, avsak len v pripade , jednoduchého“ potencialu
a len ako funkcia t(r), ktorej invertovanie je ndro¢né, pripadne nemozné. Dokdzeme ale ndjst
tvar trajektorie nasho telesa a to za pouzitia triku — takzvaného Binetovho vzorca. To, preco
u(p) vyhovujice Binetovmu vzorcu riesi nasu rovnicu, si mézte za bodovii odmenu rozmysliet
(vid zadanie seridlovej tlohy). Trik spoéiva v tom, Ze vieme ndjst rieSenie nie pre funkciu r(¢p),
ale pre funkciu u(y), kde u = r~!. Postup spociva jednoducho v tom, %e do Binetovho vzorca,
ktory je
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dosadime potencidl a dostaneme diferencidlnu rovnicu pre u, ktort vyriesime a urc¢ime funk-
ciur(g). V nasom pripade sa jednd o Standardny potencidl gravitacného pola V(r) = —GMm/r,

kde G je gravitacna konstanta, M hmotnost centralneho telesa a m hmotnost testovacieho tele-
sa pohybujiceho sa v tomto potencidli. Tento technicky krok nechdme na vés, niektori z vas si
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precvicia pocitanie diferencidlnych rovnic, ini pracu s Wolframom. Kazdy si sndd z toho nieco

odnesie. Vysledkom je
p

"= 1+ ecos(p)’

kde e je integra¢nd konstanta a p je prevratend hodnota pravej strany Binetovho vzorca

l2
= G

Tento vysledok mé fundamentalny obsah, nakolko sme dostali v§eobecnti rovnicu pre kuzelosec-
ky v poldrnom tvare s pociatkom v ohnisku. Pre rézne hodnoty parametra e (o ktorom ste uz
ur¢ite mnohokrat poculi, jednd sa o numericki excentricitu) dostaneme rozne typy kuzeloseciek.
Rychlo si vieme overit aspori jednu z nich. Ak je e = 0, potom je r(p) = konst, z ¢oho vyply-
va, ze sa jednd o mnozinu bodov s rovnakou vzdialenostou od pociatku, ¢o je presne definicia
kruznice.

Pre e € (0,1) ide o elipsu. To si predstavit Uplne nevieme, ale d4 sa vidiet, ze v tomto
pripade zavisi r na . Extrémny pripad nastane, ked e = 1. Vtedy pre isty uhol ¢ dostaneme
v menovateli nulu, a funkcia bude divergovat - rastie do nekonecna. To je presne pripad, kedy
sa jednd o parabolu, tj. ked teleso, ktoré méa v nekonecne nulovi rychlost, prileti k Slnku
a znova odleti do ,nekonecna®, kde ,zastane“. Pre vacsie hodnoty excentricity sa bude jednat
o hyperbolickt dréahu.

Tymto sa ndm podarilo dokézat prvy Keplerov zakon tak, ako bol formulovany: ,Planéty sa
pohybuji po elipsdch, v ktorych ohnisku sa nachadza Slnko.“ Zaroven sme ale ukdzali, Ze vieme
sformulovat ovela vseobecnejsie tvrdenie o pohyboch hmotnych telies v centralnom gravitacnom
poli, a ze pripad, ktorym st planéty v naSej Slnecnej sustave, je len jedna z moznosti, ako
sa nebeské telesd mozu pohybovat. (Dobrym prikladom pohybu po napriklad hyperbolickych
drdhach st kométy, ktoré sa k Slnku dostanu len raz, pripadne telesd mimo slneénej stustavy,
ktoré sa ndhodou jednordzovo ,zattlaji k ndm*).

Urcite nepocujete prvykrat, ze druhy zdkon je len geometrickou interpretaciou zakonu za-
chovania momentu hybnosti. Pripomenme si pévodni Keplerovu formulédciu: ,,Spojnica Slnka
a planéty opiSe za rovnaké casové intervaly rovnako velké plochy.“

Chceme vlastne ukdzat, Ze plocha opisand za nejaky Cas (nazvime si tito veli¢inu plosnd
rychlost) je konstantnd. Nech za nejaky kratky c¢asovy tsek dt opiSe spojnica planéty a Slnka
plochu dS. Ked je tento cas kritky, planéta vo vzdialenosti r sa posunie o uhol dg, ktory bude
maly. Kedze bude uhol maly, mézeme predpokladat, ze sindp = dy a r(t) = r(¢t + dt), preto
plochu trojuholnika, ktort za ¢as dt opiSe spojnica planéty a Slnka vieme vyjadrit ako polovicu
stéinu dizok dvoch jeho stran a sinusu uhla nimi zovretého

p

ds = %TQdcp.

Po predeleni vyrazu casovym tsekom dt a za predpokladu, ze dany casovy usek a nasledne aj
uhol, o ktory sa posunula planéta, a plocha, ktori opisala spojnica, si velmi malé (formdlne
by sme pocitali limitu, kde tieto premenné idd do nuly), méZeme zlomky % a ‘ji—f vnimat ako
casové derivacie S a ¢. Dostali sme teda vztah medzi plosnou rychlostou a uhlovou rychlostou.

Dalej si staci spomenit, Ze jeden z integrdlov pohybu nasho lagrangidnu bol vlastne zékon

zachovania momentu hybnosti [ v tvare

mr®g = konst = [.
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Vyjadrenim uhlovej rychlosti z tohto vztahu a dosadenim do vztahu pre plosna rychlost dosta-
neme

ds 1

dt — 2m’
Vidime, Ze plosna rychlost je konstantou, ¢im sme dokézali platnost druhého Keplerovho zékona.
Ak si spomenieme, aka je definicia momentu hybnosti, zistime, ze plosna rychlost vébec nezéavisi
na hmotnosti planéty, ale len na jej polohe a rychlosti.

Teraz sme uz len na skok od odvodenia (dokazu) tretieho Keplerovho zikona. Dostaneme ho
jednoducho tak, ze preintegrujeme rovnicu pre plosni rychlost cez cela periédu obehu planéty
ds = ! dt

= 5,dt,
S = ! T
=57
kde T je peridda obehu planéty okolo Slnka. Dosadime za S = nab, ¢o je vzorec pre vypocet
plochy elipsy. Nasledne dosadime zndmy vztah pre malta poloos elipsy za znalosti excentricity

b=ay1—e2.

Celt rovnicu umocnime, aby sme ju zbavili odmocnin, a dostaneme
2 4T[2m2a4 2
72 = A2y
12

Vyraz je uz skoro v tvare, ktory mozno poznite z internetu alebo inej literattary. Staci len
vhodne nahradit niektoré konstanty. Ak vyraz pre konstantu p skombinujeme so vztahom

2
p=a (1 —e ) ,
ktory vieme vypozorovat z vlastnosti elipsy, dostaneme

2
47 3

T2 = }
oM’

Z c¢oho je zrejmé Keplerovo presne 400 rokov staré tvrdenie: ,Pomer druhej mocniny peridédy
a tretej mocniny jej velkej polosy je pre vsetky planéty konstanta.“ Nam sa ale podarilo zistit
aj to, ze tdto konstanta je nejakym ndsobkom hmotnosti ndsho Slnka, pripadne iného telesa
(telies) v ktorého/ych gravitacnom poli sa pohybujeme. Této verzia tretiecho Keplerovho zdkona
sa da pouzit na vypocty, ktoré by bez neho boli omnoho naroc¢nejsie a vyuziva nenarocny
stredoskolsky matematicky aparat. UkdZeme si to na nasledujicom priklade. Ak by sa zrazu
Mesiac vo¢i Zemi zastavil (prestal by okolo nej obiehat), ako dlho by trvalo, kym by Mesiac
spadol na Zem, alebo, lepsie povedané, sa zrazil zo Zemou?

Priklad: Armageddon

Chceme teda uréit cas, za ktory sa zrazia dva telesd o ,porovnatelnych“ hmotnostiach (Zem
je priblizne 81-krit tazsia ako Mesiac). RieSenie absolventa matfyzu by vyzeralo asi tak, ze by
si zostavil diferencidlnu rovnicu, ktord by tento pohyb popisovala, a nasledne by ju numericky
vyriesil, pretoze by zistil, ze analyticky to nejde.
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My sa ale pozrieme na iny postup, a to pouzitie tretiecho Keplerovho zdkona. Ak si pred-
stavime, ze Mesiac a Zem by boli hmotné body a Mesiac by nepadal iplne priamo na Zem, ale
mal by nejakid infinitezimélne malt pociatoéni rychlost kolmi na spojnicu zo Zemou, tak by sa
pri svojom najvac¢som priblizeni telesd nezrazili, ale jedno by obiehalo okolo druhého po elipse,
ktord by mala velmi podlhovasty tvar. (V tomto myslienkovom experimente mdzeme pohyb
Zeme zanedbat a predpokladat, Ze je takd tazkd, ze sa vébec nebude hybat). Pre takito elipsu
samozrejme bude platit treti Keplerov zakon. Pri nulovej pociatocnej rychlosti sa bude Mesiac
pohybovat po priamke. Jeho ,periéda obehu“ je potom dvojnésobok casu, za ktory sa zrazi zo
Zemou.

Dalej je dolezité si uvedomit, o je ,velkd poloos“ jeho trajektérie. Vieme, Ze velkd poloos
je vlastne polovica najdlhsej tetivy, ktord dokdzeme v elipse zostrojif. V nasom pripade ,elipsy
extrémne sploStenej a na tsecku* je dizkou najdlhSej tetivy prave dizka tejto usecky. Velka
poloos je teda rovna jej polovici, to v naSom pripade znamend polovici vzdialenosti Zem-Mesiac.

Posledné dolezité ¢o si treba uvedomit je, ¢o budeme dosadzovat za hmotnost M. Tuto
formu tretieho Keplerovho zdkona sme formulovali pre potencidlové pole budené jednym velmi
hmotnym telesom, ktorého rozmery st vzhladom na rozmery v tlohe zanedbatelné. V sistave
Zem-Mesiac (jednd sa o jednorozmerny problém) je toto pole generované hmotnostou Zeme
a Mesiaca. Oba objekty sa budi pohybovat, akoby ich hmotnost bola zanedbatelna a v ich
fazisku sedel hmotny bod s hmotnostou rovnou stctu ich hmotnosti.

Teraz ostava len dosadit hmotnosti Mesiaca a Zeme a vzdialenost Zeme od Mesiaca (vezme-
me stredni) a dostaneme, ze Mesiacu by spadnit na Zem trvalo priblizne 4,9 dia. V priklade
sme samozrejme pocitali s nulovymi rozmermi telies, v skutoc¢nosti by sa ale samozrejme zrazili
trochu skor. D& sa ale vidiet, Ze to, Ze trasa bola o priblizne 10000 km kratsia, ndm nevadi,
nakolko v poslednych chvilach pred zrazkou sa pohybovali telesd velmi rychlo a vac¢sinu casu
trvalo Mesiacu (ale trochu aj Zemi) prejst prvé ¢asti trajektorie.

Aj ked sa seridl ako celok blizi ku koncu, stdle médme pred sebou dve dolezité kapitoly. Prvi
z nich stihneme este dnes.

Problém dvoch telies

Doteraz sme riesili, ¢o sa deje, ked sa teleso hybe v gravitacnom poli toho druhého, nehybného.
Na zdver sme si spocitali velmi Specificky pripad dvoch telies, ktoré sice mali ,,porovnatelnd
hmotnost“, ale hybali sa po jednej priamke s nulovou pociatocnou rychlostou. Zaroven sme
k rieSeniu pouzili kanén vo forme 3. Keplerovho zédkona, ktory z inak naro¢ného prikladu spravil
priklad stredoskolsky. Teraz sa ale podme pozriet na to, ako popisat pohyb dvoch telies pre
lubovolné pociatocné hodnoty rychlosti a Tubovolny pomer rychlosti.

Cely trik riesenia problému dvoch telies tak, aby to bolo pre nis pohodlné, spociva ako pri
vsetkych prikladoch v analytickej mechanike v spravnom zavedeni stiradnic. Nasim ciefom bude
vyuzit najpouzivanejsi postup matematiky, a sice previest nas problém na uz znamy pripad.
Méme vyriesené, ako sa sprava jedno teleso popisané polohovym vektorom r v silovom poli so
sféricky symetrickym potencidlom (zavislym len na r a nie na priestorovych uhloch).

Taziskova ststava sa vyznacuje vlasnostou, ze celkovd hybnost (v nasom pripade oboch)
telies v tejto sustave je nulovd. Ak pozndme pohybové rovnice jedného z dvoch telies v ich
taziskovej sustave a hmotnost druhého telesa, vieme urcit pohybové rovnice druhého telesa. Toto
je velmi zaujimava vlasnost, a preto sa pozrieme, ako by vyzeral lagrangian dvoch hmotnych
bodov v ich taziskovej ststave.
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Nech maju na zaciatku body polohové vektory r a re. Zavedieme si teda polohovy vektor r
ako vektor ich vzdjomnej polohy (polohy druhého telesa voéi prvému) a vektor R ako polohovy
vektor ich taziska

r=r,—nr,
mir + mara

m1 + ma

kde prvy vztah je zrejmy a druhy vyplyva z definicie taziska, pricom usilovnému citatelovi,
ktory to hned nevidi, odporicam si to overit.

Lagrangian si vyjadrime najprv v premennych r1 a rz, pod ktorymi rozumieme velkosti vek-
torov r; a ry. Postupovat staci intuitivne, bude sa jednat o kinetickd energiu prvého hmotného
bodu v stcte s kinetickou energiou druhého hmotného bodu a vzajomnou potencidlnou energiou
tychto bodov, ktord je z Newtonovho gravitacného zdkona rovna

Gm1m2

V(l’l,fg) = —m .

Lagrangidan bude potom vyzerat
1 . 1 Gmim
L= *777,1"12 + *7’)’12!‘22 =+ 712 .
2 2 ‘l’z — rl\

Teraz si vyjadrime nové premenné ako funkcie tych starych. Po par tpravich dostdvame

ma
n=R— ——r,
mi + ma2
mi
rn=R+ ——
mi + M2

Po dosadeni nasich novych premennych, vzajomnej polohy objektov a polohového vektoru ta-
ziska dostdavame lagrangian v tvare
1 mims .o Gmime

1 )
L== R —
2(m1+m2) +2m1 “+ mo |I"

Na zaciatku sme sa rozhodli pouzit vyjadrenie v taziskovom systéme, lebo sme dufali v nejaké
zjednodusenie lagrangianu. Nase zZelania sa opierali o to, ze taziskova sistava mé isté Specidlne
vlasnosti a preto by mohol lagrangian v nej vyzerat jednoduchsie. Jednou z tychto vlasnos-
ti v tomto pripade bude rychlost taziska R nulové a cely tento ¢len z lagrangidnu zmizne.

Dostédvame teda
1 mima .o Gmimse
= r

_§m1+m2 |r|

’

¢o sa ndpadne podoba na pohyb jedného hmotného bodu v centrdlnom poli. Uz vieme, ze
tento pohyb sa odohrava v jednej rovine. Preto polohovy vektor r nahradime jeho siradnicovou
reprezentaciou v polarnych suradniciach. Zaroven zavedieme pre zjednodusenie zapisu premennd
s ndzvom redukovand hmotnost

mimsa

uim1+m27
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ktori moézeme chépat ako ,hmotnost voci tazisku“ ¢o znie mierne zavadzajico. Zo skiisenosti
viem, ze niektorym ludom pride tato interpretécia uzitoéné a inym nie (ak patrite medzi nich,
tak nato hned teraz zabudnite). Potom dostane lagrangidn tvar

1 /2, 2.2 G (m1+m2)p
L=gu(i*+r°¢%) + . :
¢o uz je standardny tvar lagrangidnu az na konsStanty, ktory vieme riesit z c¢asti o pohybu
hmotnej Castice v gravitacnom poli. Podarilo sa nam teda previest problém dvoch telies na uz
predtym vyrieseny problém, ¢im ho moézeme taktiez povazovat za vyrieseny.

Problémom dvoch telies sme zakon¢ili hlavni ¢ast teoretickej mechaniky. Ak ste to vydrzali
az sem, ste dobri. Ak ste to vydrzali az sem a mate pocit, ze tomu, ¢o ste doteraz a aj dnes ¢itali,
celkom rozumiete, tak ste velmi dobri a vase vedomosti vzhladom na vase oficidlne dosiahnuté
vzdelanie si vysoko nadpriemerné, Statisticky povedané neobvyklé. Toto vam tu teraz pisem,
pretoze si ti pochvalu zaslizite a zaroven dufam, Ze vas tym mozno trochu motivujem neprestat
v mimoskolskych aktivitach, ktoré robite.

Rovnako ako vzdy v pripade otdzok k seridlovym tlohdam alebo textu seridlu ndm nevahajte
napisat mail, zdroven budeme radi za spéatnt vazbu. Doteraz vzdy prisla s rieSenim tlohy, tak
v tom pokojne pokracujte dalej touto cestou.

Zaroven vas chceme v zavere znova trochu navnadit k dalSiemu pokracovaniu seridlu, v kto-
rom si vSetko ¢o sme si doteraz povedali zopakujeme a zaroven si ukdzeme takzvany varia¢ny
princip, ¢o je nieco, ¢o mnohi ludia oznacuju za najelegantnejsiu formuléciu celej fyziky.

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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