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Uvodem

Milé fesitelky, mili Fesitelé,

jiz polovina 32. ro¢niku je za nami, coz znamend, ze ti nejlepsi z vds mohou v nejblizsi dobé
ocekavat ve svych schrankich pozvanky na jarni soustiedéni.

Avsak ti z vés, ktefi objevili FYKOS teprve ted nebo se vim moc nedarilo, nezoufejte! Jiz
feSenim této série si muzete zajistit misto na podzimnim soustiedéni, které bude urcité skvélé!

Ve ctvrté sérii se budeme zabyvat zejména mechanikou, ale také si vyzkousime, jak moc
dokaze papir stinit zvuk. V seridlu si povime néco o Taylorové rozvoji a tlohach, které diky
nému dokézeme fesit.

Unor je nabity nejriznéjsimi akcemi, za zminku jisté stoj{ Fyziklan{ 2019, které se uskuteéni
v péatek 15. 2. v Top Hotelu Praha. Pozor, registrace se uzavira jiz 6. 2.! Pokud se vim nechce
jezdit do Prahy jen ,na otocku“, mame pro vas v ramci Fyziklani pripraveny doprovodny
program, ktery za¢ind 14. 2. Jednim Dnem s Fyzikou na MFF UK v Praze. V sobotu a v nedéli
po Fyziklani miizete navstivit fadu zajimavych mist a pracovist nejen v ramci MFF UK.

Zavérem bychom vam radi jménem vSech organizatoru poprali stastny vstup do roku 2019,
at se vdm dafi nejen ve skole, ale i v osobnim zivoté. Budeme se tésit na vidénou!

vasi Organizdtori

Zadani |V. série

Termin uploadu: 12. 2. 2019 23.59
Termin odeslani: 11. 2. 2019

Uloha IV.1 ... kostka se vzduchem 3 body

Méjme dutou kostku s hranou délky a = 20 cm naplnénou vzduchem s teplotou to = 20 °C, coz
je zéroven teplota okoli kostky. Vzduch uvnit¥ kostky ochladime na ¢t; = 5°C. Jaka sfla bude
plsobit na kazdou sténu kostky? Kostka pfi ochlazeni vzduchu v ni neméni sviij objem. Tlak
v okoli kostky je po = 101,3 kPa.

Uloha IV.2 ... utrhne se 3 body

Méme (nehmotny) provdzek délky ! a na jeho konci kulicku (hmotny bod) s hmotnosti m.
Vime, ze maximalni tiha, co unese, je sila FF = mg, kde g je mistni tihové zrychleni, ale uz
nic vic. Provazek upevnime a kulicku budeme drzet ve stejné vysce, jako je misto upevnéni, ve
vzdalenosti délky provazku od druhého konce provazku, ale tak, abychom ho nenapinali. Kulicku
uvolnime a ta se zacne vlivem tihového zrychleni pohybovat. Pod jakym thlem provazku vuci
svislé roviné se provazek pretrhne?

Uloha IV.3 ... levitujici 6 bodit

Matéj mé rad levitujici véci, a tak si poridil nekone¢nou nevodivou nabitou vodorovnou rovinu
s plosnou nabojovou hustotou o. Poté nad ni umistil micek o hmotnosti m nabity ndbojem gq.
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Vypocitejte, pro jaké hodnoty o muze micek vubec nad deskou levitovat. V jaké vysce h se pak
muze vznaset? Uvazujte konstantni tithové zrychleni g.

Uloha IV .4 ... trampolina 7 bodu

v

mozném misté trajektorie (vychylka y = 160 cm), jeden z nich zdhadné zmizel. Do jaké nejvySssi
vysky byl druhy vymrstén? Kruhova trampolina mé obvod o = 10 m a pruzi diky N = 42 pruzi-
nam s tuhosti £ = 1720 N-m~!. Trampolinu modelujme N pruZinami rozmisténymi rovnomérné
a spojenymi ve stfedu. Hmotnost zmizelého hmotného bodu je M = 400 kg.

Uloha IV.5 ... frisbee 9 bodu

Tenky homogenni disk obihd na vodorovné podloZce po kruznici s polomérem R. Velikost rych-

a podlozkou je dostate¢né. Polomér disku je fddové mensi nez R.

Uloha IV.P ... V-1 ve vesmiru 10 bodt

Mezihvézdny prostor neni prazdny, nybrz obsahuje nepatrné mnozstvi hmoty. Uvazujte jen vo-
dik, potfebnou hustotu si vyhledejte. Mohla by existovat kosmicka lod, jez by ,nasavala* vodik
pred sebou a vyuzivala energii z néj? Jak rychla a velkd by musela byt, aby udrzela termojader-
nou fazi jen z prijatého vodiku? Jaké jiné prekazky realizace je rozumné uvazovat?

Uloha IV.E ... papirova izolaéni 12 bodt

Zmétte, jak moc dokéaze papir stinit zvuk. K méfeni stac¢i pouzit napt. mobilni telefon jako
generator zvuku a mikrofon v pocitaci jako detektor (Audacity). Pouzijte papiry rtiznych druhu
a tvaru.

Uloha IV.S ... lagrangeovska 10 bodl

V zavere seridlu ste si urcite vSimli Lagrangidn a diferencidlnu rovnicu, ktoré akoby ,spadli
z neba“. To nie je vobec ndhoda, velkou castou tejto seridlovej tlohy bude tieto dve rovnice
odvodit.

1. Ukazte, ze ak mame pohyb castice v lubovolnom centralnom poli, teda v poli, kde potencidl

zavisi len na vzdialenosti, bude sa castica zarucene pohybovat len v rovine.
Ndvod Zostavte Lagrangeove rovnice II. druhu pre tito situaciu, pouzite pri tom vhodné
zovSeobecnené suranice. Nédsledne bez ujmy na vSeobecnosti polozte siradnicu 6 = /2
a pociatocnu rychlost v smere tejto stiradnice nulova. Zamyslite sa a vysvetlite, preco je
takato volba v poriadku a nestratime pri nej Ziadne riesenie.

2. Zostavte Lagrangian pre hmotny bod pohybujici sa v rovine v centralnom poli. Mali by
ste dostat ten isty, ako je uvedeny v zavere seridlu. Pre tento Lagrangidn nésledne nédjdite
vsetky intergdly pohybu a pomocou nich néjdite diferencidlnu rovnicu prvého rddu pre
premennt r. Pre vasu kontrolu, mala by vam vyjst rovnako ako na konci seridlu.

3. Zamyslite sa, ako urcit uhlovi vzdialenost medzi dvoma bodmi na sfére, ak méate zada-
né ich sférické suradnice. Ukédzte to napriklad pre hviezdy Betelgeuze a Sirius, ktorych
suradnice si najdite.

Pomécka Téato tloha sa da jednoducho vyriesit aj bez znalosti sférickej trigonometrie.
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Reseni Ill. série

Uloha IIL.1 ... zlevnéné banany 3 body; prumér 2,84; fesilo 49 studenti

Mikulas v obchodé vlozil nékolik banani do igelitového sacku. Pred jejich zvazenim ho napadlo,
Ze kdyby pytlik naplnil misto vzduchu heliem, budou banany stat o néco méné. Helium Mikulas
koupil ve sleve za jednu korunu na litr pri standardnim tlaku. Jaka musi byt cena banani, aby
se mu tento ,podvod® vyplatil?
Bonus Naleznéte plyn, u kterého se vyplati plnit jim sdcek pri cené bandni 30 korun na
kilogram. Nezapomerite citovat zdroje ceny daného plynu.

Nad ¢im premyslite vy, kdyz v obchodé vdzite bandny? (Mikulds)

Ked vrectisko s bandnmi naplnime héliom, bude nan pdésobit vztlakova sila, ktora je podla
Archimedovho zadkona rovna F,, = pVg, pricom sa pocita s hustotou tekutiny p, v ktorej je
objekt ponoreny, a objemom ponorenej ¢asti objektu V. Zaroven pdsobi tiazova sila na hélium
samotné, ktora ho ,faha dole“, preto plati

Ampg = (pved — pue) Vg,

kde Amg je zmena vahy bandnov, py,da a pue si hustoty vzduchu a hélia a V' je objem vo vrec-
asku, ktory sme vyplnili héliom. Tento objem vieme vypocitat ako podiel hmotnosti pouzitého

hélia a hustoty hélia
V= MHe

PHe

I

¢ize po vykréateni g a dosadeni V méme vztah

AmB = (pVZd — 1) MHe -
PHe
Kedze Mikulas chce, aby sa mu podvod oplatil, cena pouzitého hélia musi byt minimélne
rovnda usetrenej cene bananov

mHeCHe < A"nBC’B B

kde Chue, CB st ceny za kilogram hélia, resp. bandnov. Po dosadeni za Amgp dostdvame vztah
pre cenu bananov

CB > CHC

= Pvzd _1°
PHe

Cenu hélia v jednotkdch CZK-kg™! vypoéitame z hustoty hélia a zadanej ceny hélia cie
v jednotkdch CZK-¢~' ako

CHe =

PHe

Dosadime do findlneho vztahu pre cenu banidnov a dostaneme

Cp > —°  —900CZKkg ".
Pvzd — PHe
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Hraniéné cena bandnov, pri ktorej sa MikuldSovi tento podvod vyplati je 900 CZK-kg~!. T4to
hranica je nezdvisla na mnozstve pouzitého hélia, Cize ak by sme pouzili viac hélia ako mame,
vrecusko by sa zacalo vznasat. Zbytoc¢ne by sme mrhali héliom a pani predavacke by sa to
mohlo zdat podozrivé.

Bonus

Z predchadajucich vypoctov vieme, ze musi platit

% (pvzd 1> Z 1’

Cp \ pp
pricom Cp je cena plynu za kilogram a pp je hustota plynu Potrebujeme najst taky Eplyn7 pre
ktory sa podvod oplati pri cene bandnov 30 CZK-kg™'. Najdeme si ceny a hustoty® réznych
technickych plynov a zistime, ¢i je niektory z nich vyhovujici. Samozrejme, zaujimaji nas len
plyny s nizsou hustotou ako vzduch py,a = 1,2759 kg-m 2, ktoré sit bezpeéné na pouzitie v danej
situdcii. Ziskané tdaje, z ktorych sme prepoéitali cenu na jeden kilogram v. CZK-kg™! a potom
dosadili do vyssie uvedenych vztahov, umiestnime do prehladnej tabulky

Tab. 1: Tabulka plynov

pP Cp OB ( pus
plyn kgm® CZKkg 1 ©Or (%2t -1)
vodik 0,088 95 6428 0,06
hélium 0,1762 5100 0,04
zemny plyn 0,7 8 3,2
acetylén 1,147 560 0,006
dusik 1,234 334 0,003

Plyn, pri ktorom sa to oplati, je — podla nami najdenych tdajov o cendch plynov — zemny
plyn, hlavne kvoéli jeho nizkej cene.

Katarina Castulikovd
katka.castulikova@fykos.cz@fykos.cz

Uloha IIL.2 ... efektivni kafe 3 body; primér 2,51; fesilo 47 studentt

Jsou dvé hodiny v noci a Jachym si jde uvarit kafe. Na plotynku, kterou tvori litinovy valec
o poloméru r a vysce h, polozi konvici s tepelnou kapacitou Cx. Konvice obsahuje vodu o obje-
mu V', kterd ma pocatecni teplotu T\,. Zbytek soustavy ma pocatecni teplotu Ts. Jaka je celkova
ucinnost (tj. pomér energie prijaté vodou ku dodané energii) ohfevu vody z jeji pocdtecni tep-
loty na teplotu T = 100 °C? Nezndmé hodnoty si dohledejte v tabulkdch, nebo je odhadnéte.
Predpokladejte, ze déj probéhne tak rychle, ze vsechny tepelné ztraty miizeme zanedbat. Pro
dplnost zadani necht T, T, < T. Jachymovi dosel energy drink.

LCeny plynii pFevzaty z https://www.kurzy.cz/plyn/srovnani-cen a https://www.messer.sk/cennik
2Hustoty pievzaty z http://www.converter.cz/tabulky/hustota-plynu.htn
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Necht je hustota litiny pi, jeji mérna tepelnd kapacita je ¢;. Celkova kapacita soustavy tak je
Cs =Ck + Tcrzhplq .
P1i ohtivani vody musime nutné ohtat i plotynku s konvici, k ¢emuz jim musime dodat teplo
Qs =Cs (T —To) = (Cx + mr’hpiar) (T — T) .
Obdobné pro vodu mame p, a ¢, a musime ji dodat teplo
Qv =Vpeo (T - Ty).

Uéinnost{ rozumime pomér energie, ktera se vyuzije na ohiev vody, a celkové dodané energie,
tedy
_ Qv _ Vpvee (T - TV)
N QV + Qs N VpVCV(T - Tv) + (Ck + TW'2h,0101) (T - Ts) '

Nyni uz jen zbyva dosadit realistické hodnoty. Nase plotynka ma polomér » = 10cm a vysku
h = 2. cm. Konvice vaz{ 500 g a je z oceli, jeji tepelna kapacita tedy je C = 230 J-K~!. Na kafe
potiebujeme V = 250 ml vody. Muzeme predpokladat, ze zacdtku ma vse vcéetné vody teplotu
T, = T, = 20°C. Mérnou tepelnou kapacitu vody ¢, = 4180J-K~! a litiny ¢ = 545J-K~*,
stejné tak jejich hustoty p, = 1000 kg-m =2 a p; = 7200 kg-m~2 jsme nasli v tabulkach.

Dosazenim hodnot do vzorce vyse dostdvame odhad pro téinnost ohievu vody n = 0,28.
Tato nadocekavani vysoka hodnota je zpusobena velkou tepelnou kapacitou vody v porovnani
s kovy.

n

Jdchym Bdrtik
tuaki@fykos.cz@fykos.cz

Uloha IIL3 ... teplicko v Dysonové sféfe 6 bodi; pramér 5,36; fesilo 44 studentii

Jaky polomér by musela mit Dysonova sféra, aby obklopila hvézdu se zarivym vykonem Slunce
tak, Ze na vnéjsim povrchu této sféry by byla teplota t = 25 °C? Neuvazujte pritomnost atmo-
sféry v Dysonové sfére. Dysonova sféra by méla byt relativné tenkd dutd struktura kulového
tvaru obklopujici danou hvézdu. Karel md rad Dysonovy sféry.

Ze zadani plyne, Ze teplota Dysonovy sféry se ustdlila na konstantni teploté ¢t = 25 °C. K vyte-
geni tlohy ndm tedy staci analyzovat tok energie Dysonovou sférou. Predpokldddme, ze Dyso-
nova sféra je schopné pohltit veskerou energii prichazejici ze Slunce. Tato energie je prenasena
v é)odobé elektromagnetického zareni. Ze zadéni vime, ze danéd hvézda mé zarivy vykon Slun-
cef! L =3,83-10%® W. Tento vykon je rovnomérné vyzafen do viech smért. Mnozstvi energie,
které dopadne za jednotku ¢asu na jednotkovou plochu Dysonovy sféry je

L L

S~ 4mr2’

kde S je plocha Dysonovy sféry a r je jeji polomér. Rozdil vnitintho a vnéjsiho poloméru
zanedbavame. Dysonova sféra se navenek jevi jako absolutné cerné téleso, protoze veskerou
energii z hvézdy pohlti a navenek vyzaruje pouze tepelné zareni. Podle Stefanova-Boltzmannova

3Viz napf. https://nssdc.gsfc.nasa.gov/planetary/factsheet/sunfact.html.
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zékona je celkova intenzita M tepelného zareni cerného télesa, coz je celkova energie vyzarend
za jednotku casu jednotkovou plochou zdroje zafeni, rovna

M:0T4,

kde ¢ = 5,67 - 1078 W-m~2.K™* je Stefanova-Boltzmannova konstanta a 7' = 298K je termo-
dynamické teplota Dysonovy sféry.

Zarivy vykon hvézdy a vykon tepelného zatfeni Dysonovy sféry jsou jediné zdroje zafeni,
které musime zapocitat. Prestoze princip fungovani Dysonovy sféry je schovan v pomyslné ¢erné
skiince, sta¢i nam védeét, ze Dysonova sféra je schopna pohltit veskerou energii ze Slunce. Na
druhou stranu, aby byl nas vypocet korektni, musi tepelné zareni vnéjsi plochy Dysonovy sféry
navzdy opustit tuto soustavu, coz jsme mlcky predpokladali. Nas predpoklad byl v poradku,
nebot koule je konvexni téleso a energie vyzarovand malou ploskou AS na jejim povrchu, sfére,
unikd do prazdného poloprostoru. To ndm zarucuje, ze Dysonova sféra neozafuje sama sebe
vnéjsim povrchem.

Nyni koneéné dejme do rovnosti energii z hvézdy, kterd dopadne za jednotku ¢asu na jed-
notkovou plochu Dysonovy sféry, a intenzitu M tepelného zareni Dysonovy sféry,

L .

4nr2

Odtud ziskdme hledany polomér r» Dysonovy sféry,

1 L

"Tor\ xo
Po ciselném dosazeni dostdvame, ze hledany polomér Dysonovy sféry pro zadané podminky
jer=2,61-10"m = 1,74 au.

Vidclav Mikeska
v.mikeska@fykos.cz@fykos.cz

Uloha IIL.4 ... destrukce smycky 8 bodii; pramér 6,00; Fesilo 25 student

Predstavme si médénou smycku o poloméru r, ktera je urcena rovinou, na niz je kolmé magne-
tické pole s magnetickou indukci B. Maximalni povolené tahové napéti ve smycce je o,. Nyni
zacneme ménit magneticky tok ve smy¢cce z puvodni hodnoty ®g podle vzahu ®(t) = ®o + o,
kde a je kladna konstanta. Urcete, za jak dlouho doséhneme ve smycce maximalniho tahového
napéti.
Napovéda Napétovou silu ve smycéce muzeme spocitat jako T = |BlIr|.

Vitek vzpomind na AP Physics.

Zamysleme se nad tim, co se v uloze déje. V okamziku, kdy zacneme ménit magneticky tok
prochéazejici smyckou, se v ni zacne indukovat napéti a tedy i proud. Tuto skutecnost nam
popisuje Lenzuv zakon, ktery rika, ze indukovany elektricky proud v uzavieném obvodu méa
takovy smér, ze svym magnetickym polem puisobi proti zméné magnetického indukéniho toku,
kterd je jeho pri¢inou. Systém se snazi jakoby vratit do pavodniho stavu, a proto ma Lenzovska
indukce smér opaény ptvodnimu B. Reé¢i matematiky

_de()
= a

7
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Indukovany proud ve smyc¢ce pak uréime snadno pomoci Ohmova zékona. Oznacime-li odpor
smycky jako R, pak

le]  aA

R p2nr’

kde A je prufez smycky a p rezistivita materidlu. Je zfejmé, ze T zavisi na B, a to zavisi na
Case. Pro moment ¢, kdy dosdhneme maximalniho tahového napéti, musi platit nasledujici
podminka

P T(to) _ B(to)IT _ B(to)a
PToA T AT 2pm
Daéle musime urc¢it B(to), z definicel ziskéme

(I)(to) Dy + ato
B(to) = w2 w2

Nyni sta¢i dosadit za B(to) do vztahu pro tahové napéti, to pak pfejde na

(Po + ato)
207212

p =
Cilem tulohy bylo zjistit, za jaky cCas se toto stane. Proto ze vztahu vyse vyjadrime to, findlni
vyraz pak je

2n?prio, @

to= "t -2 2.

@ @
V feSeni jsme mlcky zanedbali vlastni magnetické pole indukovaného proudu. Z prufezu A
bychom si mohli dopocitat vlastni polomér vodice a odhadnout velikost intenzity vlastniho
magnetické pole, nicméné typickd smycka ma vlastni polomér mnohem mensi nez polomér
R a tudiz muzeme tuto skutecnost zanedbat. Pii feseni jsme taktéz zanedbali vlastni zménu
rozméru smycky.

Pro zajemce

Tyto fadky jsou vénované tesitelim, ktefi by radi védéli, jak si odvodit ndpovédu v zadani.
Jak jiz vime z textu vyse, v uzaviené smycce se zacne indukovat proud. Proto za¢ne na vodic
pusobit sila ve sméru do stfedu smycky (viz. obrdzek) podle Ampérova zdkona sila ddna jako

dF = Idl x B,

kde dl je maly element smycky. Ten si muzeme vyjadrit pomoci malého tseku d© jako rd©.
Protoze jsou na sebe vektory v rovnici kolmé, tak se vztah zjednodusi na

dF =IBrdo.

Z obrazku nyni muzeme vyjadrit tahovou silu ve smycce v zavislosti na malém dhlu d©. Hori-
zontalni slozky se vyrusi (jsou rovny T cos d®/2) a vysledna sila dovnitt smycky (ptsobici proti
dF) je ddna sou¢tem dvou vertikalnich slozek, ziskdme tedy

dT = QTSiH? ~TdO,

4Magneticky indukéni tok vytvareny magnetickou indukci B na libovolné orientované plose S je definovan
jako ® = fs B - dS. Pro homogenni pole a rovinou plochu plati ® = BS cos o (dhel a svird normalovy vektor

plochy s vektorem magnetické indukce). V nasem piipadé jsou na sebe vektory kolmé.
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kde jsme pouzili aproximaci pro malé hodnoty argumentu funkce sinus. Z podminky rovnovahy
pak mame
IBrde =Tdo6 = T =1Br.

A méame dokézano. Tento princip je ve fyzice velmi ¢asty a doporucuji ho fddné pros‘cudovat.E

dF (\\T

d©®/ TsindO/2

Obr. 1: Obrazek k napovédé.

Vit Beran
vit.beran@fykos.cz@fykos.cz

Uloha IIL.5 ... bodova 8 bodii; primér 5,32; fesilo 22 student

Uvazujme hmotny bod umistény v jednodimenzionalnim prostoru. Jeho pocatecni pozice i rych-
lost je nulovd. Bod se dokdze pohybovat s libovolnym zrychlenim z intervalu [—a, a]. Nazvéme
M (t) mnozinu vSech moznych stavii (z,v) takovych, ze bod se v ¢ase t miize nachdzet na pozi-
ci x s rychlosti v. Sestrojme graf zavislosti v na x v ¢ase t. Mnozina M (t) v tomto grafu vytvori
plochu S(t). Analyticky popiste kiivky ohranicujici S(t).
Bonus Najdéte funkéni zdvislost obsahu S(t).

Jdachym chtél jistou trivialni dlohu resit jako specidlni pripad této.

Nejdifve podotknéme, ze pokud je mozné né&jakého bodu (z,v) dosdhnout v case t, zfejmé
je mozné ho dosdhnout i v jakémkoli vétsim cCase tim, Ze se pred zacatkem pohybu budeme
odpovidajici ¢asovy rozdil pohybovat s nulovym zrychlenim. Z toho vyplyva, ze mnozina M se
v Case pouze zvétsuje.

Zvolme néjaky konkrétni cas t. Nyni si predstavme, ze se po celou dobu od pocatku do
casu t pohybujeme pouze se zrychlenim a. Neni tézké spocitat, Zze dosdhneme rychlosti vmax =
= at a polohy

1 2
Tmax = —at” .

2
Toto je zfejmé nejvétsi rychlost a zaroven nejvétsi vzdalenost, které mizeme v daném case
dosdhnout, takZze musi byt soucasti okraje mnoziny. Obrécené, nejdale v zdporném sméru se
miizeme dostat do bodu ve vzdéalenosti Tmin = —Zmax S rychlosti Vmin = —VUmax-
Daéle zkusme najit, jakou nejvétsi rychlost mizeme mit na soufadnici x. Pro kazdy bod
0d Tmin dO Tmax tak najdeme horni hranici mnoziny pro rychlost bodu. Situace je ziejmé

5Dalsim typickym piikladem na néj je napi. capstan equation.
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symetrickd vuci soucasné zméné znaménka u rychlosti a polohy, takze dolni hranici rychlosti
najdeme pouhym bodovym zrcadlenim vysledku vzhledem k pocéatku.

Abychom pri pohybu z klidu dosahli néjaké rychlosti, musime zrychlovat a pfi tom nutné
urazime néjakou vzdalenost. Mizeme si rozmyslet, ze pokud bychom se pohybovali s mensim nez
maximalnim zrychlenim, jakékoli rychlosti bychom dosahli na vétsi vzdalenosti nez v pripadé
pohybu s maximalnim zrychlenim. Jinak feceno, chceme-li na co nejkratsi vzdalenosti dosdhnout
co nejvetsi rychlosti, musime se pohybovat s maximalnim zrychlenim.

Snadno spocitame, ze pro zrychleni z nuly na v musime urazit vzdalenost

’U2

Ar = —.
. 2a

Jakou maximalni rychlost tak mizeme mit napiiklad v pocatku, tedy v bodé x = 07 Jednoduse
musime nejdiive zrychlovat na opacnou stranu, ¢imz se dostaneme do zadpornych hodnot osy x.
Potom miuzeme zadit zrychlovat v kladném sméru, ¢imz se postupné vratime zpét do pocatku,
tentokrat uz s kladnou rychlost{ v.

Nyni zase vyvstava otazka, jak se v co nejkratsim case dostat co nejdale od pocatku,
abychom se pak mohli vratit s co nejvétsi rychlosti? Odpovéd je stejné prostd, jako cely zby-
tek tlohy — pohybem nejdfive s maximalnim zadpornym zrychlenim a hned poté s maximalnim
kladnym zrychlenim.

Pojdme konecéné tivahy vyse prepsat do rovnic. Pro dany ¢as t si zvolime bod = a maximéalni
rychlost, kterou v ném mizeme mit, oznac¢ime v. Po ¢as t1 budeme mit zrychleni —a a po dalsi
¢as t1 zrychleni a. Tim dosdhneme bodu (y,0). Odtud se budeme pohybovat se zrychlenim a
po dobu t3 a koneéné dorazime do bodu (z,v). Dostdvame rovnice

1 1
Y= —§at? + (—at? + éat%) = —at},

1
¢~y = atj,

2
v = ata,
t=2t1 +to.

Zndme a, t a x, nezname v, t1, t2 a y. Ctyfi rovnice pro étyfi nezndme jsou piesné tolik co
potfebujeme, abychom si z nich vyjadrili v. Nicméné zjistime, Ze se neobejdeme bez odmocnin.
Nam ale staci najit vztah pro hrani¢ni body v case t, teda zbavit sa pomocnych neznamych t1,
to a y. Dostat muzeme naptiklad rovnici
T = i( 2+2vat—a2t2) .

4a
Coz je samoziejmé parabola. Jeji osa je rovnobéznd s osou z, kterou parabola protind v bo-
dé (z1,0), kde
1 2

?

xr1 = —Zat

coz je nejvzdalenéjsi bod v zaporném sméru, kam se muzeme dostat s nulovou kone¢nou rych-
losti. Odtud vede hranice az do bodu (Zmax, Umax ), ktery jsme urcili diive. Parabola samoziejmé
pokracuje i dal, tam vSak nemd fyzikdlni smysl (pfislusny cas ¢t1 by vySel zdporny). Nicméné
stale jeSté jsme nenalezli druhou hranici mnoziny od bodu (Zmax, Umax) Zpét na osu z.

10
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Pokud se budeme pohybovat polovinu ¢asu ¢ se zrychlenim a a druhou polovinu se zrychle-
nim —a, skon¢ime opét na ose z, tedy s nulovou rychlosti, na souradnici

1 /t\?2 1 o 1 (t\? 1 5
T2 = §a (§> + Zat - §a (§> = iat .
Bod (z2,0) tak zfejmé predstavuje nejvétsi vzdalenost, kam se mizeme od pocatku na ose x
dostat. Hranice mnoziny musi vést z bodu (Zmax, Umax) do bodu (z2,0).

Nyni stojime pfed podobnym problémem jako v prvni ¢asti feseni — snazime se najit nejmensi
rychlost, kterou muzeme mit pro dané x mezi x2 a Tmax. Jednodussi vsak bude opacny postup
— zkusme pro danou rychlost mezi 0 a vmax najit nejvétsi x, do kterého se mizeme v case ¢
dostat.

Jisté je pravda, ze maximalniho x dosdhneme tehdy, pokud se v kazdém bodé trajektorie
budeme pohybovat s nejvétsi rychlosti, s jakou to bude pravé mozné. Za¢néme tedy zrychlovat
se zrychlenim a, a to az do ¢asu 7. V Case 7 naopak zac¢néme brzdit se zrychlenim —a, takze
v case t budeme mit rychlost v. Prvni ¢ast drahy se pohybujeme s maximalnim zrychlenim
a tedy i maximalni moznou rychlosti. Naopak ve druhé ¢asti brzdime nejvice jak to jde, a tedy
kdybychom méli jesté o néco vétsi rychlost, uz bychom to do c¢asu ¢ nedokazali ubrzdit na
rychlost v.

Jednoduchou tvahou jsme ukézali, ze tento zptisob pohybu ndm pro danou koncovou rych-
lost v zajisti nejvétsi moznou urazenou vzdéalenost. Opét dostavame sadu rovnic

2
v=ar—a(t—71)=a(27—1) .

$:1a72—|—<a7’(t—7)—%a(t_7—)2) '

Nyni méame jen dvé nezndmé, a sice x a 7. Mzeme si tak vyjadrit

T = ﬁ( 2t2+2vat—1}2) .
Pokud ndm tento vysledek ptijde povédomy, tak zcela opravnéné. Jednd se o parabolu, kterd
nam vysla jiz v prvni ¢asti, bodové prevracenou podle pocatku. Jak jsme zminili vyse, ze
symetrie situace vyplyva, ze tato parabola tvori dolni hranici mnoziny od bodu xmin do bodu
T2, zatimco prvni parabola vytvari dolni hranici od bodu Zmin do bodu z;.

Abychom shrnuli predchozi Gvahy, mnozina vsech bodu, ve kterych se miuzeme v ¢ase t na-
chézet, je ohranicend dvéma parabolami, bodové symetrickymi vici pocatku. Jejich analyticky
predpis je

T = L (v2 + 2vat — a2t2)
4q ’

1 /9,9 2
T = @(a t° 4 2vat — v ) .
Pro tplnost dodejme, ze pro kazdy bod uvniti ohrani¢eného prostoru mizeme najit takovy
Cas 7, ze T < t a zaroven dany bod lezi na jedné z hranic¢nich parabol pro ¢as 7. To je podle
vubec prvni poznamky tohoto reseni dikazem, ze celd plocha nema zadné vnitini hranice kolem
oblasti, které by do hledané mnoziny nepatfily, ale zdroven by byly uvnit? vnéjsich hranic.

11
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A

x2 ' Tmax

Umin

Obr. 2: Hranice vysledné mnoziny M v néjakém case t.

Bonus

Pokud jste to docetli az sem, tak jisté tusite, Ze bonus je jiz jen trividlni zaleZitosti. Stac¢i vhodné
zvolit podle ¢eho integrovat, abychom si zbytecné nepridélavali praci. Definujme prvni parabolu
jako z = f1(v) a druhou jako z = f2(v). Potom pro obsah plochy S zfejmé plati

S= 2/ (fa(v) — fr(v)) dv = 1 / (a2 — 0?) dv =
0 0

a

37 Ymax
= 1 a*t?v — v = ga2t3
a 3 3
0
Jdachym Bdrtik
tuaki@fykos.cz@fykos.cz
Uloha IILP ... osobni powerbanka 10 bodi; primér 4,15; fesilo 27 student

Posledni procenta baterky v mobilu dochazi, powerbanku mate vybitou nebo jste si ji pro jistotu
nechali doma a 230 také neni nikde v dohledu. Nebylo by skvelé mit neustdle pri sobé vlastni

zdroj elektrické energie?
e Navrhnéte nékolik riznych zarizeni, ktera by dokazala vyrabét elektrickou energii pouze

ze zdrojii vaseho téla.
o Diskutujte jejich maximélni vykon a iic¢innost. Co vsechno byste s jejich pomoci dokdzali

zasobovat elektrinou?

12
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o Diskutujte jejich dopad na vase zdravi a fyzickou kondici. Které organy by vam v disledku
jejich pretézovani selhaly nejdrive?
Jako jedno z moznych zarizeni uvazujte soustavu drobnych turbin umisténych v krevnim
recisti. Vsechny argumenty podporte co nejpresnéjsimi vypocty.
Jachym meél pocit, Ze mu chybi néjakd energie.

Lidské télo ziskava energii z premény chemickych latek v potravinach na jiné. Tuto energii opét
uchovéva ve formé chemickych vazeb. Nejvétsi éésé energie (kolem 80 %) se nakonec preméni na
teplo a zbytek se spotiebuje pfi vypafovani vody® Stalo by za to toto teplo vyuzit a preménit
ho na elektrickou energii. Déle se nabiz{ pouzit vhodné umisténé turbinky (napiiklad v krevnim
feCisti nebo v dychaci trubici). Energii mizeme ziskat i spalenim methanu a vodiku, produko-
vanych ve stfevech. Jednu metodu jiz dlouhou dobu vyuzivame a tou je mechanickd energie
neboli price svali — urcité jste si jiz nékdy tocili klikou nabijejici svitilnu. Nékteré z téchto
napadu si detailnéji rozebereme.

Nejdrive se podivejme na nékterd zarizeni, kterd bychom chtéli napajet. Pro vypocet energie
ulozené v akumuldtoru mobilniho telefonu zvolme kapacitu K = 2Ah a napéti U = 4,5V.
Potom pro ulozenou energii plati £ = KU = 32,4kJ. Kapacity baterii chytrych hodinek se
pohybuji kolem K = 300mAh s napétim U = 3,8V, takze uchovavaji energii £ = 4,1kJ.
Nakonec se podivejme na velmi prakticky pristroj, ktery_se jiz védci snazi napdajet lidskym
télem — kardiostimulator, jehoz pramérny piikon je 30 uWHt

Turbinka v krevnim Felisti

Abychom mohli ziskdvat energii z krevniho obéhu, potfebujeme do néj nainstalovat néjaky
systém turbin. Z praxe vime, Ze s rozméry turbiny roste i jeji i¢innost. Proto zvolme co nejméné
kde krev ze srdce proudi (aorta a vystup plicniho obéhu), ¢i naopak tam, odkud krev proudi
do srdce (horni a dolni duté zila, vstup plicniho obéhu). K této otdzce se vratime pozdéji.
Prace W, potfebnda na protlaceni objemu V, je soucinem sily a drihy, na které dana sila
pusobi. Je-li na pocatku této drahy tlak v kapaliné p1 a na konci tlak ps2, vysledné sila bude

F:S(pl_p2)7

kde S je obsah plochy prufezu trubice. Proudi-li kapalina rychlosti v, pro vykon bude platit

P=Fv=Q(p—p2),

kde @ je objemovy pritok kapaliny v trubici. U zdravého clovéka zhruba odpovida hodnotéE
Q =0,071tep™" =0,0841-s"".

Tlak na zacatku turbiny pi bude pfiblizné roven diastolickému tlaku, ktery pro zdravého
¢lovéka uvazujme 90 mmHg. Pokud budeme tok krve takto brzdit, bude se srdce pravdépodob-
né snazit tuto ztratu dohnat tim, ze zvysi svlij vykon. Problémem je, Ze tato zména je velmi
individudln{ (v zavislosti na zdravi daného ¢lovéka) a nelze ji pfili§ dobfe pfedpovidat. Navic
by tim dochézelo k nadmérnému zatézovani srdce. Pokud bychom vsak pocitali pouze malé
rozdily tlakd (pfi malém odporu turbinky), mohli bychom tuto skuteénost zanedbat. Pro vétsi

Shttps://opentextbc.ca/anatomyandphysiology/chapter/24-6-energy-and-heat-balance/
"https://1link.springer.com/chapter/10.1007%2F978-3-642-50209-5_11
8 attps://hypertextbook.com/facts/2001/VitaliyShchupak.shtml
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rozdily vsak mizeme vzdy udélat dolni odhad predpokladem p1 = konst. Tlak p2 umime nasta-
vit zménou odporu turbinky. Hleddme tedy co nejmensi diastolicky tlak, kdy jesté nedochézi
k zadnym dalS$im zdravotnim potizim.

Takto zpusobena porucha se odborné nazyva ,Isolated diastolic hypotension“E a nastava pri
poklesu tlaku pod 60 mmHg, kdy ¢lovék zacne pocitovat inavu a miuze mit zavraté. Ty jsou
zpusobeny Spatnym prokrvenim mozku, ¢emuz lze predejit tim, ze ddme turbinku na mista vto-
ku krve do srdce. Jediné nebezpeci tedy spociva v nadmérném zatézovani srdce a v problémech
s tim spojenych, jako je naptiklad zvysené opotiebovavani srdce. Ty se u lidi postizenych touto
vadou projevuji az ve vyssim véku.

Jakd bude ucinnost takové turbinky? Nami uvazované zily maji prumér kolem 1 az 2 cm,
co% jsou pro vyrobu pfijatelné rozméry. Uéinnost viak p¥i takovych rozmérech bude hrél velkou
roli, jelikoz s klesajicimi rozméry a vykonem vyrazné klesd. Pozorovanim zdvislosti tc¢innos-
ti malych turbin na jejich vykonu= miizeme optimisticky odhadnout c¢innost vodni turbiny
danych rozmérii na 10 %. Jelikoz mé krev piiblizné stejnou hustotu jako voda (1060kg-m™?),
nemusime tento odhad z divodu pouziti jiné kapaliny ménit.

Dosazenim hodnot do vztahu vyse dostavame

P =nQ (pgo — pso) = 0,02 W .

Némi stanovenou baterii telefonu bychom timto zptisobem nabili za asi t¥i tydny.

Pokud bychom postupné zvySovali odpor turbinky (tfeba v rdmci mésicii az let), mohlo
by si srdce na vyssi potfebny tlak zvyknout a posilit se. Kazdopadné by tak dochézelo k jeho
rychlejsimu opotrebeni.

Néktera zdravotni rizika jiz byla zminéna. Co jsme vSak doposud nezminili je problém s niz-
kou téinnost{ turbiny. Zbylych 90 % (i¢innosti jsme uvazovali jako 10 %) se totiz ve vysledku
preméni na teplo. Toto teplo je vSak velmi rychle odvadéno krvi a pokud by nevznikalo tésné
u stén zil, které by mohlo poskozovat, nemélo by byt nebezpecné. V posledni fadé je tieba
zminit moznou poruchu turbin, pri které by mohlo dojit k ucpani zil a nasledné vysoce prav-
dépodobné smrti. Dalsim velmi vysokym rizikem je vznik trombu kvuli turbulencim, jez vedou
ke krevnim srazenindm a nésledné srdecni zdstavé. V praxi bylo dosazeno 800uW elektfiny
pomoci podobného konceptut coz je faddové mensi hodnota nez ndmi vypocitana. To muze byt
zpusobeno Spatnym odhadem uc¢innosti nebo tim, ze jsme vykon turbiny tlacili az na samotnou
hranici dlouhodobé prezitelnosti ¢lovéka. Tu vSak lze redukovat sniZenim odporu turbinky, ¢imz
nastavime nizsi tlak, ktery pro srdce nebude ptilisSnou zatézi.

Mnohem slibnéjsi koncept nez turbiny vyuzivd nanotrubicek™= a v budoucnu by jim bylo
mozné napajet rizné senzory uvnitt krevniho recisté, napriklad pro diabetiky nebo nanoboty.

Sila fuku

Na podobném konceptu by mohla fungovat turbinka umisténa v hrtanu, kde vsak neproudi
krev, ale vzduch. Potom muzeme pouzit vySe zminény vzorec, upraveny pro danou situaci.

Ohttps://www.uab.edu/mix/stories/diastolic-blood-pressure-how-1low-is-too-1low
10 attps://ac.els-cdn.com/S187661021735124X/1-52.0-5187661021735124X-main.pdf?_tid=b471dfa5-178d-
4e57-92ee-a334313celcd4&acdnat=1534083170_d5a9d5ddb0cd4230c8e48af14375ae92
11http://blog‘s.discovermag;azine.com/80beats/2011/05/17/tiny—turbine—inside—arteries—could— power-
pacemakers-and-cause-blood-clots
12https://newsroom.wiley.com/press—release/angewandte—chemie—international—edition/how-draw-
electricity-bloodstream-one-dimension
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Tedy vykon foukaci turbinky bude

P = 7]Q (pfuk - patm) .

Ucinnost turbinky 1 bude snizena diky tomu, ze ji proudi vzduch misto krve. Na druhou stranu
bude zvysena tim, ze bude moct byt vétsi. Vzhledem k tomu, jak hrubé odhady zde délame, mu-
zeme ji povazovat za stejnou jako v pripadé krve. Objem vydechovaného vzduchu a prislusny cas,
ktery vydech trvd, 1ze snadno dohledat™ Pro normalni nddech mtzeme odhadnout V = 0,51.
Jeliko? se nadechujeme pfiblizné Sestnictkrat za minutu, turbinkou protéka Q = 0,13 dm3.s~!
vzduchu. Pri dychani nase plice obvykle yytvareji pretlak 2 — 3 kPa vic¢i okolnimu prostredi.
Maximalni dosazitelny pretlak je priblizné®™ 15 kPa. Odhadnéme, ze pretlak 3 kPa oproti stan-
dardnim 2 — 3kPa by nebyl pfili§ obtizny na udychani. Pak dostavime vykon P = 40mW.
Pro maximaln{ pouzitelny pretlak 12kPa (tedy navic oproti normdlnimu pretlaku, nutnému
k dychdni), mdme P = 160 mW. Pomoci systému potrubi a klapek bychom mohli dosdhnout
toho, ze by vzduch turbinou proudil stale stejnym smérem. Tim bychom docilili dvakrat vétsiho
vykonu.

Pro nizsi pretlak uvedme pro srovnani, ze nabiti mobilniho telefonu by trvalo témér 230 h,
chytré hodinky bychom nabili za 30 h. Spotfebu kardiostimuldtoru pokryvame pfiblizné tisic-
krat.

Odpadni teplo

Teplo, jez vyzafuji nase téla, mé z velké ¢asti formu infracerveného zareni. Pro generovani elek-
trické energie uvniti fotovoltaickych clankid je vSak nutné dosdhnout urcité minimalni energie
dopadajiciho zareni. Typickd soldrni kremikovd bunka vyzaduje alespon 1,1eV, takze funkc-
nost je shora omezena vlnovou délkou dopadajiciho zafeni pfiblizné 1200 nm™ Zdola je pak
omezena™— hodnotou 300 nm, viz graf j.

Uvazujme absolutné ¢erného ¢lovéka, jehoz teplota je 37 °C. Celkova intenzita zafeni bude

1200 nm
I=n / dI(\),
3

00 nm

kde dI(A) je spektralni intenzita zdfeni, kterou muzeme spocitat z Planckova vyzafovaciho za-
kona. Nés vsak zajima elektricky vykon na jednotku plochy, ¢ili musime zapocitat jesté iicinnost
solarnich paneli. Potom dostaneme

P = / Az

00 nm

Numerickou integraci ndm vyslo Ps = 45mW-m 2. Stanovme plochu lidského télaE na 2m?.
Vykon ziskany pomoci fotovoltaickych ¢lankt z lidského téla tedy ¢ini P = 90 mW, ¢imz muze-
me nés telefon nabit za dobu ptfiblizné 4 dni. Prakticky by bylo mozné clanky implementovat

13https://www.mada.org.il/en/about/engineer/challenge/respiratory-systen

Mhttp: //flutopedia.com/refs_bpress.htm

®https://sciencing.com/effect-wavelength-photovoltaic-cells-6957.html

16https://www.researchgate.net/figure/Relative—quantum-efficiency—versus—wavelength—at-several-
discrete-temperatures-for-a_figl 28316564¢&

17https://www.calculator.net/body—surface—area—calculator.html?csex=m&bodyweight=85&bodyweightunit=
kilogram&bodyheightfeet=4bodyheightinch=&bodyheight=180&x=96&y=23

15


https://www.mada.org.il/en/about/engineer/challenge/respiratory-system
http://flutopedia.com/refs_bpress.htm
https://sciencing.com/effect-wavelength-photovoltaic-cells-6957.html
https://www.researchgate.net/figure/Relative-quantum-efficiency-versus-wavelength-at-several-
discrete-temperatures-for-a_fig1_283165648
https://www.calculator.net/body-surface-area-calculator.html?csex=m&bodyweight=85&bodyweightunit=kilogram&bodyheightfeet=&bodyheightinch=&bodyheight=180&x=96&y=23
https://www.calculator.net/body-surface-area-calculator.html?csex=m&bodyweight=85&bodyweightunit=kilogram&bodyheightfeet=&bodyheightinch=&bodyheight=180&x=96&y=23

Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXII ¢islo 4/7

do obleceni, ¢imz bychom ziskali mnohem vice energie ze slune¢niho zafeni nez z ¢lovéka samot-
ného. Dalsim nedostatkem fotovoltaickych panelt, jez nebyl zminén, je, zZe ptfi malych tocich
energie nemusi vibec dojit k sepnuti nabijeci ¢asti a ziskana energie je tak nulova.

1,2
1 r ///J/“'\O\\\; -
0,8 |- N 7
= 06 [ |
04 [ \ i
072 J + 4
| Namétené hodnoty +
| Prolozend kiivka ———— \\*\
0! I I I I I I I I Nl
300 400 500 600 700 800 900 1000 1100 1200 1300
A[nm)]

Obr. 3: U¢innost fotovoltaickych ¢lanki v zdvislosti na vlnové délce dopadajiciho zéfeni.

Vétrny pohon

Obecné se udava, ze ¢lovék za den vyprodukuje okolo 1,4dm?® plynu v podobé vétrﬁiE jejichz
sloZeni je

e Dusik: 20 - 90 %

e Vodik: 0 - 50 %

o Oxid uhlic¢ity: 10 — 30 %

o Kyslik: 0 - 10%

e Methan: 0 — 10%

Z toho jsou hotlavé vodik a methan. Produkce methanu neni v lidském téle nijak velika,
avsak spalenfm i jen malého mnozstvi miZzeme ziskat hodné energie?d presnéji 810kJ-mol~*.
Co se vodiku tyka, jeho spalenim lze ziskat az 120kJ-g~! neboli 240kJ-mol~!. Ten by také bylo
mozné pouzit v palivovém c¢lanku, coz je velmi perspektivni technologie s vyssi u¢innosti nez
obycejné spalovani.

18https://www.telep;raph.co.uk/men/the—filter/qi/10305094/Q1—gas—facts—how—much—gas—does—the—
average-human-produce.html

https://wuw.thoughtco.com/chemical-composition-of-farts-60840S

20https://www.wou.edu/las/physci/GS361/Energy_From_Fossil_Fuels.htm
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Za normélnich podminek je moldrni objem 22,4 dm3-mol~!. Za den tak dokéZeme vyrobit
energii maximélné
W, =12,6kJ.

Na vyuziti této energie bychom potiebovali néjaky druh spalovaciho motoru, jejichz tcinnost
se vétsinou pohybuje v intervalu 10 — 50 %% Uvazme tedy n = 10 %, jelikoz i pti velmi dobrém
konceptu spalovaciho motoru nesmime zapominat na to, Ze spalujeme pouze malé mnozstvi
plynu. Uéinnost spalovacich motorii totiz roste se zvysujici se teplotou. Takto by bylo mozné
ziskat energii priblizné W = 1,3kJ. To sta¢i na nabit{ priblizné 4 % baterie ndmi uvazovaného
telefonu.

Seebeckiiv efekt

K tomuto 'evuE dochézi pri spojeni dvou kovu ¢i polovodicu s riaznymi hodnotami Seebeckova
koeficientu®= a s rozdilnou teplotou. Mezi obéma ¢astmi vznikne napéti a tedy i elektricky
proud. Napéti lze jednoduse spocitat jako

U = AaAT,

kde A« je rozdil Seebeckovych koeficienti pouzitych materidla a AT je rozdil teplot.

Chceme vybrat dva materidly s co nejvétsim rozdilem Seebeckova koeficientu. V piipadé
polovodi¢t je nejvétsi rozdil mezi selenem a PbysGesrSesg, je# ¢ini Aa, = 2890uV-K™'. Pi
pokojové teploté 21 °C je teplotni rozdil vidi teploté lidského téla AT = 16K, coz odpovidd
napéti priblizné U = 46 mV. Jak je vysvétleno v ¢lanku= o seebeckové koeficientu, nelze z polo-
vodicu sestavit fungujici dratovy systém a proto se pouzivaji spiSe pro opacny Peltiertiv ¢lanek®
Pro Seebeckiiv je nutné pouzit kovy. Zvolme antimon a bismut, kde Ao = 119 uV-K™*, tedy
U=19mV.

Podivejme se na néjaké realné koncepty. Napiiklad v roce 2014 byl publikovan élébnekiE podle
kterého bylo dosaZeno vykonu na plochu piiblizné 1,5 mW-m~2. Jednim metrem &tvereénim
bychom pokryli zhruba polovinu lidského téla. V tivodu bylo zminéno, ze na nabit{ mobilniho
telefonu potrebujeme 32,4 kJ energie, coz by v tomto pripadé trvalo zhruba 250 dni. Pro napéjeni
kardiostimulatoru by ndm stagila plocha 200 cm?.

Tato metoda je velmi bezpecna. Co se tyce zatiZeni organizmu, lidské télo je v zimé pii-
praveno zvysit svij tepelny vykon z ptiblizné 100 W na zhruba 150 W a ochlazovéni v fadech
miliwatti, dokonce ani watt, mu nezpusobi zddné obtize, takze omrzlin se bat nemusime. Pro-
blém by samoziejmé nastal uz pri trochu vétsi zimé, jelikoz kovové desky nelze povazovat za
prilis dobfe izolujici obleceni.

Pro napéjeni soucasnych mobilnich telefonti se vSechny tyto koncepty ukazaly velmi neprak-
tické. Pokud vsak uvazime podobnou elektroniku s mensim piikonem, napriklad energie ziskané
z vétrného pohonu ¢i krevni turbinky by pokryla polovinu elektrické spotieby chytrych hodinek.
Navic vSechny tyto moznosti byly dostateéné na napdajeni kardiostimulatoru, coz je v dnesni

2lhttps://cs.wikipedia.org/wiki/Spalovaci_motor
22http://vlab.anrita.edu/?sub=3&brch=194&sim=351&cnt=1
23https://www.electronics-cooling.com/2006/11/the-seebeck-coefficient/
24 attps://www.sciencedirect.com/topics/chemistry/peltier-effect
25http://iopscience.iop.org/article/10.1088/0964-1726/23/10/105002
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efektu ¢i vétrného pohonu, jelikoz tato zafizeni by bylo mozné kdykoli sundat. Navic nemaji
vedlejsi efekty, jako je napriklad mozna smrt v piipadé turbinky v krevnim fecisti.

Jan Strelecek
strelda@fykos.cz@fykos.cz

Uloha IILE ... indexovany kondenzator 12 bodi; primér 8,97; fesilo 31 studentl

Postou vam prisel elektrolyticky kondenzator a rezistor. Zmérte kapacitu kondenzatoru a odpor
rezistoru, nemérte je vsak primo. Soucin kapacity kondenzdtoru a odporu rezistoru je pribliz-
né RC =~ 20s.
Varovani Elektrolyticky kondenzator ma kladnou a zapornou elektrodu, pri zapojeni opac¢né
ho mizete znicit. Maximalni dovolené napéti je 10V.
Dodo pravé v praktitku meril rezonanci.

Odpor rezistoru

Najskor si zistime odpor rezistoru. Mame ale zakazané meraf ho priamo, nezostdva ndm teda
ni¢ iné, nez pouzit Ohmov zdkon. Pripojime rezistor ku zdroju, odmeriame napétie na jeho
koncoch a prud, ktory nim pretekd, a dosadime do zndmeho vztahu.

Pri napéti treba pripojit multimeter k tym dvom bodom obvodu, medzi ktorymi chceme
vedief napétie, a teda paralelne k rezistoru. Kedze batéria uvidza 4,5 V nastavime na multimetri
rozsah 20V (pretoze 2V by bolo zjavne mdlo a ni¢ medzi tym nemdme k dispozicii).

Pri merani pridu zas treba, aby tento prid multimetrom priamo pretekal, a teda ho zapo-
jime sériovo. Ak sa bojite, ze prepélite multimetru poistky, tak ho najprv nastavte na najvacsi
rozsah prudu a postupne uberajte (zvysujte presnost), dokym sa da.

My sme pri merani pouzili vzorku 5 rezistorov, pricom sa dalo ¢akaf, ze mozno medzi nimi
budi nejaké drobné rozdiely, ale ukazalo sa, Ze pri vsetkych rezistoroch sme dostali napétie
U = 4,84V a priad I = 96pA. Co z toho vyplyva? Statisticka chyba odporov rezistorov vo
vyrobe je zanedbatelna v porovnani s nepresnostou merania. T4 je v pripade nasho multimetra
+(1% + 2digit) pri merani pridu a £(0,5% + 2digit) pri merani napitia. Cize AT = 3uA
a AU = 0,04 V. Pri deleni dvoch veli¢in sa scitaji Stvorce ich relativnych chyb. Takze odpor

rezistoru je
2 2
U AT AU
R= 7 1+ <I> + (U) = (50,4 +1,6) k2.

Trochu teérie

Kapacita kondenzatoru C' udédva pomer medzi ndbojom @ v nom uloZzenym a napédtim U na
jeho svorkéach, teda C' = @/U. Podobne, odpor rezistoru R vyjadruje pomer napétia a prudu,
ktory nim pretekd, R = U/I. Co je to priad? Usporiadany pohyb nabitych ¢astic. Jeho velkost
uddva, aky ndboj presiel vodi¢om za jednotku casu, ¢ize I = Q/t.

Co sa teda stane, ked spojime konce nabitého kondenzatoru rezistorom? Na svorkéch re-
zistoru bude rovnaké napétie ako na kondenzétore a teda nim zacne tiect prid velkosti

_U_<Q
“ R RCT
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Tento prud tvoria elektréony beziace zo zdporne nabitej elektrédy kondenzatora na td druhud
(resp. hypotetické kladné ndboje beziace presne opa¢nym smerom). Cize ndboj a s nfm teda aj
napétie na kondenzatore bude postupne klesat. Tym padom bude klesat aj prid, ¢ize dostdvame
diferencidlnu rovnicu

Q. _ @

~dt  RC’
kde sme len za prid z predchadzajiceho vztahu dosadili zmenu nédboja za ¢as. Minus je tam
preto, lebo naboj na kondenzatore tymto procesom klesa.
Tato rovnica sa da riesit jednoducho separaciou premennych, ktorej vysledkom je

Q(t) = Q(0)e” 7T .

Lenze naboj merat nevieme (minimdlne bezne multimeter takd moznost nepontika). Zato
vieme merat prud a napétie, ¢ize mame dve moznosti: bud vydelif obe strany kapacitou, alebo
obe strany zderivovat podla ¢asu. Tym dostaneme ¢asovy vyvoj napéatia na kondenzatore, resp.
prudu tec¢iceho vodicom

U(t) = U(0)e RO |
I(t) = I(0)e 7o | (1)

Vidime, ze oba vztahy si analogické, takze je vlastne jedno, ktory z nich pouzijeme. Ukazeme
si samozrejme oba.
Zostava otazka, ako vlastne zapojit obvod. Schémy zapojenia sa nachddzaji na obrazkoch
a

u ¢
R

Obr. 4: Zapojenie pri merani priadu

Meranie pridu

V tomto pripade rovno za kondenzator zapojime multimeter. Z predchadzajiceho merania uz
vieme aky prud mame ocCakdvat. Multimeter teda momentélne ukazuje, ako rychlo sa konden-
zator nabija. Tento prud tiez exponencialne klesd, takze je dolezité urcit si hodnotu pridu, pri
ktorej nabijanie ukonc¢ime. Nie je az tak dolezité aki, ale hlavne musi byt pri kazdom merani
rovnakd. My sme sa rozhodoli, ze nabijanie ukon¢ime pri 3pA. Takto trvalo nabijanie nieco cez
2 minnuty.

Ked donabijame, treba spravit si¢asne dve veci - odpojit baterku (staéi jeden kdbel) a spustit
stopky. Potom uz len sledujeme stopky a kazdych 5 sekiind pozrieme na multimeter a poznac¢ime
si hodnotu pridu. Meranie sme vykonali pre paf kondenzatorov tak, ze sme tento postup
zopakovali pre kazdy z nich, ale ako vidno z tabulky P, statistickd chyba je opét rozumne mala.
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—l_Q

Obr. 5: Zapojenie pri merani napétia

Tab. 2: Namerané ¢asové priebehy priudu

1 1
A A

5 78 78 80 78 79 78,6
10 65 65 65 64 64 64,6
15 54 53 54 53 54 53,6
20 44 44 44 44 45 44,2
25 36 37 36 37 37 36,6
30 30 30 30 30 31 30,2
35 25 25 25 25 25 250
40 20 21 21 21 21 20,8
45 17 17 17 17 17 17,0
50 14 14 14 15 15 144
55 11 12 12 12 12 11,8
60 9 10 10 10 10 9,8

w |+

Takze sme zmerali vyvoj pridu v case. Otazka znie, ako z toho urcit kapacitu. Najjednodu-
chsi spdsob je pouzit nejaky software, ktory ndm nase data fitne exponencidlou®

Okrem toho, Ze sa moézeme na grafe é pokochat, ako vsetky body lezia na danej kriv-
ke, sa dozvieme aj to, aky ma tato krivka ﬁredpis. V nasom pripade dostdvame f(z) =

=943 - exp(—0,0378z). Co ked porovname s ([l) zistujeme, ze

t
——— = —0,0378
RC I’ )
RC =26,5s,
C =525uF.

Zaroven si moézeme vsimnut, ze 1(0) = 94,3uA, €o je o par mikroampérov menej, nez prad,
ktory sme namerali v prvej casti. Ndhoda? Samozrejme, ze nie. K tejto skutocnosti sa na zéver
vratime.

26RStudio, gnuplot, . ..
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Obr. 6: Zavislost pridu v obvode na ¢ase pri vybijani kondenzatora

Ak ale nechceme fitovat namerané didta pomocou nejakého , black boxu“, mézeme to spravit
aj sami pomocou linearizicie. Ked zlogaritmujeme obe strany ([f) dostdvame, ze

t
Inl(t)=InI(0)— —
nI(t) =1n1(0) =
¢ize ak si nakreslime graf zdvislosti logaritmu pridu (kedZe do argumentu logaritmu by malo
ist bezrozmerné ¢islo, budeme logaritmovat I/1I,, kde sme si zvolili I,, = 1 pA) na ¢ase, mal by
byt linedrny, so smernicou — (RC) ™", vid graf ﬁ
Smernicu uré¢ime z krajnych bodov

_AS®)
At

=-0,0379s"*.

Z toho vyplyva, ze C' = 524 uF, o je vlastne to isté, ako pri pouziti ,black boxu“. Presnejsie
by ale bolo vykonat linedrnu regresiu.

Dalej by bolo vhodné uréit chybu. Stvorec relativnej chyby kapacity je stéet $tvorcov re-
lativnych chyb odporu (ti sme uréili v prvej casti) a relativnej chyby, s ktorou sme ur¢ili
smernicu.

Ked si za oba prudy, ktoré pouzivame na urcenie smernice dosadime I + ur, kde pod ur
myslime absolitnu chybu daného pridu, po chvili hrania sa s logaritmami a limitami sa da
dojst k zaveru, ze absolitna chyba smernice je

- 1 fup u12>
ukat ([1 + I/’
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Obr. 7: Linearizovana zavislost

Cize sucet relativnych chyb pridov deleno casovy rozdiel. Ako absolitnu chybu pridu opét
pouzijeme dva krat najmensi dielik plus percento nameranej hodnoty a dostavame, ze relativna
chyba smernice je 6 = 0,004. To spolu s relativnou chybou odporu dava uc = 0,03. Po
vynésobeni kapacitou, dostaneme C' = (520 £ 20) uF.

Meranie napétia

Tentokrat treba zapojif multimeter ku kondenzatoru paralelne. Rozhodli sme sa nabijat, dokym
nebolo napétie 4,83V, ¢o trvalo asi sekundu.

Dalo by sa samozrejme postupovat iplne rovnako ako minule a v pevne stanovenych ¢asoch
merat hodnotu napétia. Pre zmenu to ale spravime naopak. A sice, zmeriame c¢asovy rozdiel
medzi dvoma pevne stanovenymi hodnotami napétia. Tie sme si stanovili ako Uy =4V a Uz =
= 2V. Dolezity je hlavne ich pomer. Dosadenim do ([l) zistujeme, ze ak cas, ktory uplynie
medzi tym, kym klesne napétie z U; na Uz, ozna¢ime At, mézeme C' vyjadrit ako

N
" Rln2°

Spravili sme 5 merani (opét jedno pre kazdy kondenzator) a urcili priemer a smerodajni
odchylku At = (16,9 £0,4) s.
Po dosaden{ do vztahu vyssie dostdvame C' = (480 + 20) uF.
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Diskusia

Prizky na rezistore maji postupne farby: zelena, hnedd, Cierna, Cervend, hneda. Na internete
sa d& néjst vela réznych moznosti ako ich dekédovat®! Zistujeme, zZe vyrobca udava, zZe rezistor
by mal mat odpor R, = (51,0 &+ 0,5) kQ. Tento interval je cely vnitri intervalu, ktory sme urcili
nasim meranim, ¢ize hodnotu odporu sme urcili spravne.

Vysledky kapacity ziskané meranim pridu a meranim napétia sa dost vyrazne lisia. Moze
néas napadnit, ¢i to nemodze byt sposobené inou pouzitou metédou. Tak sme skusili aplikovat
metédu merania napétia aj na meranie priadov. Prad klesol na polovicu (z 80uA na 40uA)
v priemere za 18,2s, ¢o zodpoveda kapacite C' = 520uF (Cize takej istej ako sme pri merani
pridu uréili pévodne), takze je problém niekde inde.

Hodnota kapacity, ktortt udava vyrobca je C' = 470uF. T4 spada do intervalu chyby pri
merani napétia, avsak nie pri merani pridu. To ndm teda dava napovedu, ktoré z merani je
vlastne zle.

A kde konkrétne je ta chyba? Vratme sa spiat k odvodeniu vztahu (E) Tam sme si povedali,
ze R je odpor, ktory stoji medzi svorkami rezistoru. Pri merani sme predpokladali, ze tento
odpor je R = (50,4 £ 1,6) kQ, ¢o vS8ak nebola tak uplne pravda. Sériovo s naSim rezistorom
bol totiz zapojeny multimeter! Bol zapojeny ako ampérmeter, takze jeho vnitorny odpor bol
velmi maly (preto sme namerali skoro spravnu hodnotu), ale stdle bol dost velky na to, aby
nezanedbatelne ovplyvnil meranie.

Ked sa ale pozrieme na meranie napétia, vidime, ze aj tam mohol multimeter ovplyvnit
meranie. Tentokrat presne opacnym sposobom. Kedze bol zapojeny ako voltmeter paralelne
s nasim rezistorom, skuto¢ny odpor, cez ktory sa kondenzator vybijal bol mensi, nez sme po-
Citali, ¢ize by sme mali pre zmenu dostat hodnotu kapacity nizsiu ako redlna hodnota. Ale
ostatné chyby v tomto pripade prevazili nad nedokonalostou voltmetru.

S pouzitim dalsieho multimetru by sme mohli odmerat vnutorny odpor v jednotlivych pripa-
doch a pouzit ho na korekciu vysledkov. Do hry vsak vstupuji aj prechodové odpory v miestach
zapojeni jednotlivych suciastiek, ¢i vnitorny odpor samotného kondenzatora. Urcit presne ka-
pacitu kondenzatora tymito metédami je teda pomerne komplikované, najlepsie je totizto pouzit
striedavy prid a zmerat induktanciu kondenzatora, alebo urcit priamo rezonanénu frekvenciu
kmitov prislusného RC zapojenia.

Zaver

Hodnotu odporu rezistoru sme uréili ako R = (50,4 + 1,6) k€, ¢o sa zhoduje s hodnotou zadanou
vyrobcom R, = (51,0 £0,5) k. Meranim vyvoja pridu v case sme dostali kapacitu C' =
= (520 £ 20) pF. Meranim vyvoja napétia v ¢ase sme dostali kapacitu C = (480 £ 20) pF.
Vyrobca udava C' = 470uF, ¢o znamend, ze meranim napédtia sme dostali spravny vysledok,
zatial co meranim pridu sme dostali vyrazne chybny vysledok, dévodom bol nenulovy vnitorny
odpor ampérmetra.

Simon Pajger
legolas@fykos.cz@fykos.cz

2Thttps://tinyurl.com/o74£2tk

23


mailto:legolas@fykos.cz@fykos.cz
https://tinyurl.com/o74f2tk

Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXII ¢islo 4/7

Uloha IIL.S ... zobecnéna 10 bodi; primér 6,33; Fesilo 18 student

1. Mé&jme vodorovnou desku, ve které je mala dirka. Pres tuto dirku je provleceny provazek
o délce I, na jehoz spodnim konci je zaveéSeno zavazi o hmotnosti M. Toto zavazi lze
povazovat za hmotny bod. Na druhém konci provazku na rovné desce je druhy hmotny
bod (kulicka) o hmotnosti m. Provdzek mezi nimi je napnuty diky zdvazi o hmotnosti
M. Celou soustavu drzime v klidu tak, ze ¢ast provazku pod deskou je ve svislém sméru.
Poté druhému hmotnému bodu, kulicce, udélime rychlost v ve vodorovném sméru kolmém
na provazek ve chvili, kdy soustavu uvolnime. V tomto prikladu neuvazujte zadné treni.
Zvolte vhodné souradnice a sestavte Lagrangeovu funkci pro tuto soustavu.

2. Méjme zeleznou tyc¢ ohnutou do tvaru paraboly tak, ze pokud v kartézské soustavé piisobi
tihové zrychleni v zdporném sméru osy y, pak ty¢ m4 stejny tvar jako funkce y = z?.
Po tyci se miize volné pohybovat hmotny bod o hmotnosti M, ke kterému je pevnou
nehmotnou tyckou o délce | pripevnéno zavazi o hmotnosti m. Takto jsme vytvorili kyvadlo
se zavesem klouzajicim podél ohnuté tyce. Konstrukce dovoluje pohyb celé soustavy pouze
v roviné paraboly. Urcete vhodné zobecnéné souradnice a najdéte Lagrangeovu funkci této
soustavy.

3. Méjme primku naklonénou pod tihlem « vzhledem k vodorovné roviné, po které se po-
hybuje bez treni hmotny bod o hmotnosti m. Najdéte vhodné zobecnéné souradnice této
soustavy a sestavte Lagrangeovu funkci. Poté sestavte i Lagrangeovy rovnice, dvakrat
je zintegrujte, a tak najdéte reseni. Zkontrolujte si, zda vase reseni vychazi stejné, jako
resent, které byste ziskali stredoskolskou metodou vypoctu. Pri integraci nezapomerite na
integracni konstanty a vysvétlete jejich vyznam. Jaké budou jejich hodnoty, pokud se bod
spusti z klidu z vysky h?

1. Nazaciatok je dolezité urcit, kolko stupnov volnosti ma dand tloha, teda kolko zovseobec-

nenych siradnic budeme potrebovat na jej popis. VSimneme si, ze gulicka, pohybujica sa
po doske, mé dva stupne volnosti. Mo6ze rotovat okolo dierky, cez ktoru je prevlecend nif,
zaroven sa moze pohybovat v smere priamo dalej alebo blizsie od dierky, nakolko Spagat
sa cez dierku tiez pohybuje bez trenia.
Potom je tu zavazie, ktoré tiez mdézme reprezentovat ako hmotny bod. Ten m4 ale len jeden
stupen volnosti. M6ze sa hybat hore a dole, inak povedané, ak zvolime osy x, y leziace
v rovine, tak sa zdvaZzie méze hybat iba pozdiz osi z (merané smerom nahor). Dalej ale
mame v tejto tlohe este jednu vézbu, tou je povrazok, ktory spdja hmotné body, a jeho
dizka je nemennd. Sturadnica r, ktord udéva vzdialenost gulicky od dierky, a stiradnica z,
ktora udava vysku zdvazia, budu zviazané pomocou vztahu

l=r—=z.

Na konstruovanie Lagrangeovej funkcie nam teda ostévaji uz len dve nezavislé siuradnice,
a to z a suradnica vyjadrujtca uhol, ktory zviera Spagat medzi dierkou a gulickou s osou =
(volba osi z je Iubovolnd vdaka symetrii problému).

Teraz nasleduje druhy krok konstrukcie Lagrangeovych rovnic, vyjadrenie kartézskych
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suradnic pomocou zovsSeobecnenych sflra.dnicE

Tm = (L + 2)cos g,
ym = (I + 2)singp,

ZM = Z.

Casovym derivovanim jednotlivych stradnic ndjdeme vztahy pre jednotlivé zlozky rych-
losti v zovSeobecnenych stradniciach. Nasledne ur¢ime vztah pre kinetickd energiu T

1 9 2 .2 1. .5
T:§m(z +({+2)¢ )JriMz .
Nasledne uréime potencidl. V tomto pripade sa jednd o potencidlnu energiu zdvazia (gu-
licka m& pocas celého pohybu rovnakd potencidlnu energiu, nemusime ju preto uvazovat)
V =Mgz.

Lagrangeova funkcia pre tento problém bude potom vyzerat
1 1
L=gm (#+1+2)7°¢") + 5Mz'2 — Mgz.

2. Znova si najprv urcime zovseobecnené sturadnice. Kedze tlohu riesime ako rovinny pro-
blém a vieme, Ze trajektéria bodu M je zadana ako explicitng funkcia (konkrétne y = az?,
kde a je nejakd konstanta, aby ndm sedeli jednotky), budi jeho obe stradnice vyjadre-
né pomocou jedinej siradnice . Co sa tyka zovSeobecnenych siradnic pre druhy bod
spravajuci sa ako kyvadlo, mézeme pouzit stradnice, ktoré sme si ukézali v seridli. Mu-
sime vSak ale pamaétat, Ze jeho kartézske stradnice budu nielen siradnice kyvajiceho sa
kyvadla, ale je nutné k nim pripocitat aj stiradnice zavesu kyvadla o hmotnosti M.
Vztah medzi kartézskymi a zovSeobecnenymi siradnicami je teda

M — X,
2
Ym = ax
Tm =x +Isinep,
2
Ym = ax” —lcosp.
Casovym derivovanim a dosadenim do vztahu pre kinetickd energiu dostaneme
T= % (M +m) i? (1 + 4a2a:2) + %m (21 (cos ¢ + 2az sin ) TP + l2¢72) .
Potencidl bude potom siicet potencidlnych energii oboch telies, teda
V= Mgaa:2 + mg (aw2 - lcosgp) .
Lagrangeova funkce bude jednoducho
1 1
L= 5 (M +m) i* (1 + 4a2m2) + 5m (2l (cos ¢ + 2az sin @) TP + l2gb2)

— Mgaa:2 —mg (am2 — [ cos go) .

28Tento ako aj nasledujice kroky nebudem zvlast komentovat, nakolko sa jednid o mechanické poéitanie.
Budem len uvadzat, ¢o robime a ako vyzerd vysledok. Pre¢o to robime (keby niekto nevedel), je uvedené
v seriali.
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3. 7Z hladiska toho, ako zvolit zovSeobecnené siradnice, je tento problém trividlny. Hmotny
bod totizto kopiruje svojou trajektériou linedrnu funkciu zo sklonom «. Prevod medzi
kartézskymi a zovsebecnenymi stradnicami bude preto

Tm =T,
Ym =z tgar.
Co nédm déva analogickym spésobom ako v prvych dvoch tdlohach vztah pre kinetickd
energiu
1 .9 2
T= imx (1+tg a) .
A takisto aj pre potencidlnu energiu

V =mgxrtga.

Lagrangeova funkcia bude potom samozrejme
1
L= Emva (1 —|—tg2 a) —mgrtgo.

Napriek tomu, ze sme to v seridli explicitne nepreriesili na priklade, bolo v nom odvodené,
ako maji Lagrangeove rovnice vyzerat, co ndm dava navod, ako ich zostavit, ked mame
Lagrangeovu funkciu. V nasom pripade najprv parcidlne derivujeme L podla & a vysledok
nésledne podla ¢asu. Od toho este odéitame derivaciu L podla x a celé to polozime rovné
nule. Lagrangeova rovnica (bude samozrejme len jedna) m4 teda tvar

mi (1+tg°a) + mgtga=0.

Rovnicu upravime
__gtgx
1+tg?a

Tento vztah staci dvakrat preintegrovat, ¢im dostanem

= —gsinacosa.

1
z= _Egtgsinacosa-l-clt—l—cm

kde C; mé vyznam pociato¢nej rychlosti a Co ma vyznam pociatocnej polohy. Ak po-
ciato¢na rychlost bola nulovd a pociatocnd vyska nad zemou h, pricom sme pociatok
suradnicovej sustavy polozili do bodu, kde sa pretina naklonend rovina s podlozkou, po-
tom v kartézskych siradniciach pre ¢ = 0 z rovnice pre y mame

h=ztga,
h
T=—".
tga
Kompletné riesenie tejto tlohy je
1 2 . h
r=——gt"sinacosa+ —.

2 tg o
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Teraz to v rychlosti skontrolujeme so stredoskolskym riesenim. Rozlozime tiazovu silu
v smere rovnobeznom a kolmom so sikmou rovinou. Vidime, ze na teleso pdsobi len sinu-
sova zlozka gravitacného zrychlenia

a=g¢gsina,

z ¢oho je draha prejdena z pokoja za c¢as t pri tomto konstantnom zrychleni
1 t2 .
a=-gt'sina.
29

Aby sme to ale mohli porovnat s nasim vysledkom vypocitanym cez Lagrangeove rov-
nice, musime to trochu upravif. Nasou zvolenou zovseobecnenou sturadnicou bola z-ova
stradnica telesa. Chceme teda vediet posun telesa v z-ovom smere. Ten ziskame tak, ze
ziskani drédhu prendsobime kosinusom uhlu «. Teleso sa zdroven pohybuje v opacnom
smere ako je smer osy x, preto bude tento ¢len zaporny. Nazaver musime este pripocitat
z-ovu stradnicu vychodzieho bodu. Vychodzi bod je charakterizovany vyskou (y-novou
siradnicou) h. Musi preto platit
h=xotga.

7 toho jednoducho vyjadrime pociatocnu siradnicu zo a dosadime do stredoskolsky zis-
kaného tvaru rovnice, ¢im dostaneme rovnaky vyraz, ako pri vypocte skrz Lagrangeove
rovnice.

Jakub Jambrich
jakubj@fykos.cz@fykos.cz
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Serial: Integraly pohybu

V tejto Casti seridlu dokonc¢ime priklad, ktory sme minule zacali — vypocet matematického
kyvadla. K tomu ale budeme potrebovat vediet, ¢o je to Taylorov rozvoj. Dalej si ukézeme,
ako sa dajui s pomocou Taylorovho rozvoja vyriesit tlohy, ktoré analyticky riesitelné nie su.
Potom sa pozrieme na to, aké nenumerické metdédy riesenia Lagrangeovych rovnic existuju,
a za¢neme sa venovat pouzitiu teoretickej mechaniky v nebeskej mechanike, ¢o bola historicky
hlavna motivécia, kvoli ktorej bol Lagrangeov formalizmus vyvijany.

Taylorov rozvoj

Toto bude trochu matematickd vsuvka do seridlu, kde sa ¢itatelom, co vedia derivovat, pokisim
intuitivne vysvetlit, ¢o to je Taylorov rozvoj. Tiez ukdzem, ako sa pocita, ale najmé uvediem
zakladné vztahy pre Taylorov rozvoj, ktoré sa v teoretickej mechanike zidu pri pocitani prikla-
dov.

Asi najintuitivnejsi sposob, ako chépat a predstavovat si funkcie, je predstavit si ich graf.
Z grafu clovek jasne vidi, ako sa funkcia sprava, kde klesé alebo stiipa, ako velmi klesa alebo
stupa, aké ma korene a podobne. Mnohé funkcie si ale velmi naro¢né na analyzu a vypocet ich
presnych hodndt, pripadne sa velmi ndroéne integruju (¢o ndm znemoziuje, ¢i vyrazne stazuje
rieSenie diferencidlnych rovnic, ktoré obsahujui takéto funkcie). Na druhej strane, existuje trieda
funkcii, ktoré sa daji velmi trividlne integrovat a derivovat - polynémy (mnohoéleny). S tymito
funkciami ste sa uz vsSetci stretli na konci zdkladnej alebo zaciatku strednej skoly. Vlastnosti
a rozne manipulédcie s linedrnymi a kvadratickymi funkciami st vam teda urcite velmi dobre
zname a netreba vas presviedcat, ze vypocitat hodnotu Iubovolného polynému v danom bode
bez kalkulacky vie s Tubovolnou presnostou kazdy z vas. Keby som vam dal ale za tlohu zratat
na papieri sin(0,82), nikto (kto nepoznd Taylorov rozvoj) by to nijako nedokdzal.

Mozno ste sa niekedy hrali s nejakym programom na vykreslovanie grafov funkcii a v§imli
si, ze mnohé funkcie maji podobny tvar. Exponencidla je napriklad funkcia, ktora velmi rychlo
rastie. Aj 2, 2> alebo iné vyssie stupne polynémov rychlo rasti. Ak si napriklad exponencidlu
v takomto programe (napriklad Wolfram Alpha) vykreslite a vo vedlajsom okne sa budete
hrat so sc¢itavanim polynémov réznych stupnov, s trochou sikovnosti a investovaného casu sa
dostanete k polynému, ktorého graf sa bude velmi podobat na graf exponencidly (aspon vo
vykreslenej oblasti, pre velké x exponencidla zac¢ne rast ovela rychlejsie ako akykolvek polyném).

Tento fakt si Iudia vsimli uz ovela skor. Na takejto podobnosti spravne zvolenych polynémov
a danej funkcie je postaveny Taylorov rozvoj. V skratke sa jednd o to, ze lubovolni (dostato¢ne
slusni) funkciu vieme na nejakom intervale lubovolne dobre aproximovat ur¢itym polynémom.
Tato vlasnost je velmi uzitocna, pretoze castokrat nas funkcie zaujimaju len na nejakych krat-
kych intervaloch. Napriklad sinus. Sinus mé periédu, takze pre lubovolne velké ¢islo ho vieme
spocitat, ak dokazeme spocitat sinus vSetkych cisel na intervale o dizke periédy sinu 2w
(napr. (—m, ). Sinus by ndm teda teoreticky stacilo dobre aproximovat len na tomto kratkom
intervale. V pripade sinusu, ktory chceme aproximovat v okoli nuly, m6zeme pouzit polyném
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pozostévajuci napriklad z piatich ¢lenov
. 2 2® 2" 2
sm(x)wmfaJrﬁfﬁJra.

Nie je tazké si vsimnit vzor v spravani tohto polynému. Ak by sme chceli aproximovat tito
funkciu na celom intervale presne, mohli by sme pokracovat v pridédvani clenov polynému az
do nekonecna. Ukazuje sa, ze takyto nekoneény polyném sa naozaj bude rovnat funkcii sinus
dokonca na celom jej definicnom obore, teda vsetkych redlnych ¢islach. V. ”"modernej mate-
matike” je prdave takyto nekoneény polyném (rad, stcet postupnosti) definiciou funkcie sinus
(spolu s inymi definiciami, ktoré st tejto ekvivalentné). Sinus vieme potom zapisat pomocou
nekonecného Taylorovho radu nasledovne

> L2+l
sin(z) = ;(—1)”m .

Pre usilovného citatela zadavam tlohu rozmysliet si, najlepsie rozpisat na papier, ze prvych
5 clenov radu je naozaj rovnakych ako st cleny v polyndéme aproximujicom sinus uvedenom
skor. Dalej mézem taktiez odporudit usilovnému é&itatelovi, aby si vy&islil hore uvedeny polyném
v bode 7 a zaroven si vyc¢islil v bode © aj sinus. Budete mat lepsiu predstavu, ako dobre Taylorov
rad aproximuje sinus.

Usilovni citatelia mi urcite moézu potvrdit, ze vysledok bol v oboch pripadoch velmi podobny.
Pre sinus to bola nula, pre polyném to neprezradim, ale prezradim, ze koren tohto polynému
je ~ 3,1487, ¢o sa k ¢islu w blizi velmi pésobivo.

Castokrat nie je jednoduché zistit Taylorov rad trikom alebo pozorovanim (aj v tych mélo
pripadoch, ked sa to d4, to chce velmi velkd skusenost a vela napoéitanych prikladov). Existuje
ale metéda, ako vieme postupne dopocitavat jeden za druhym cleny Taylovovho radu. Uvedieme
rovno jeho vzorec a jednym dychom dodavame, Ze si mozete vSimnut, ze dany rad je zvoleny
tak, aby mal vSetky derivacie v danom bode rovnaké ako pévodna funkcia.

Zoberme Iubovolnt funkciu f(z) v bode (z = a), ktord mé v tomto bode vsetky derivacie
a vSetky st konecéné (dévod je jasny zo samotného vztahu - ak by derivicie neexistovali, nemal
by zmysel). Na intervale obsahujicom bod a je potom Taylorov rad tejto funkcie

(z—a)"

Ty(e) = (e —~,

n!

kde ("™ (a) je n-t4 derivicia nadej funkcie v bode a.

Kazda normélnu (tzv. analytickd) funkciu f vieme potom zapisat ako f(z) = T¢(z). Exis-
tuja aj funkcie, pre ktoré to neplati, ale s nimi sa nestretneme. Overte si, prosim, ze ak tento
vzorec aplikujeme na sinus v bode a = 0, dostaneme postupne polyném, ktory sme uviedli ako
aproximdéciu sinu. Pouzime tento vzorec este pre odvodenie Taylorovho radu pre exponencialu
e” v bode a = 0. Derivéicia eponencialy je exponencidla. Exponencidla v bode 0 je rovna jednej.
Taylorov rad exponencialy bude teda vyzerat nasledovne

oo xn
T _ P
oy
n=0
Ako cvicenie odportacam odvodit si zo vzoréeka Taylorov rad pre cos(z) a In(1 + ) so stredom

v bode a = 0.
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Matematické kyvadlo — In medias res

V minulej Casti sme si ukazovali, ako postupne najst zovSeobecnené stradnice, z nich cisto
mechanicky zostavit Lagrangeovu funkciu a z nej postupnym derivovanim zostavit Lagrangeove
rovnice. To sme si ale neukazali na nasom priklade matematického kyvadla. Dokonc¢ime to teraz.
Pre pripomenutie, Lagrangeova funkcia kyvadla mala tvar

1
L= §m12¢2 + mgl cos(p)
a Lagrangeove rovnice zostavujeme nasledovne

d 9L oL

dt 9¢ 9q

Dosadime za L Lagrangeovu funkciu matematického kyvadla a po prederivovani dostaneme
mi*@ + mglsin(p) = 0.

Vidime, ze sa jedné o obyc¢ajni diferencidlnu rovnicu druhého radu, pretoze najvyssia derivacia
nasej hladanej funkcie o(t) je druhé derivicia. Co je ale ovela vidsi problém, rovnica je zaro-
ven aj nelinedrna, a to prave jej druhy ¢len, ktory je tvoreny sinusom nami hladanej funkcie.
Standardne sa nedaji podobné diferencidlne rovnice riesit analyticky, tj. pomocou znadmych
dobre definovanych funkcii. RieSit ich m6zme napriklad numericky s presnostou, aki uzname
za vhodnu. Inou moinoséou je riesit rovnicu analyticky tak, ze pred tym, ako sa pustime do
rieSenia, dant nelinednu®™ funkciu aproximujeme. Toto je okamih, ked prvykrdt v praxi po-
uzijeme Taylorov rozvoj. Rozvinieme nasu funkciu do Taylorovho radu. Vieme, ze ¢im sa od
bodu, v ktorom funkciu rozvijame, nachadzame dalej, tym viac ¢lenov jej rozvoja potrebujeme
pre dosiahnutie pozadovanej presnosti. Naopak, ked sme blizko stredu tohto rozvoja, sta¢i nam
¢lenov menej. V istej malej vzdialenosti ndm ddva dostatoéni presnost (¢im vyssiu presnost
pozadujeme, tym mensie je okolie bodu, kde je aproximécia presnd) aj prvy ¢élen Taylorovho
rozvoja. Ten je obvykle linedrny, pripadne konstantny (v pripade konstantného ¢lena vezmeme
prvé dva ¢leny). V tomto pripade vezmeme z rozvoja sinusu len prvy linedrny ¢len. Dostdvame
linearizovant diferencidlnu rovnicu

ml®@ +mglp =0.

T4to rovnica sa dé jednoducho riesit. Na riesenie diferencidlnych rovnic sa vSak v tomto seriali
nebudeme sustredit, ale nechame ich riesenie na pocitac. Osobne preferujem, ako ste si uz mohli
v§imnut, na riesenie rovnic WolframAlpha, ktory ndm v tomto pripade da vysledok

p(t) = c2sin (\/?t) + ¢ cos ( %t) .

Kde ¢1 a c2 st integra¢né konstanty. Ich hodnoty si vieme jednoducho dopocitat. Napriklad tak,
Ze budeme pozadovat, aby na zaciatku malo kyvalo vychylku ¢ a uhlovi (a teda aj klasickd)
rychlost ¢ = 0. Z prvej podmienky vidime, Ze ¢1 = ¢g, ¢o dostaneme po dosadeni ¢ = 0 do
nasej pohybovej rovnice.

29Medzi nelinearne funkcie samozrejme patria aj kvadratické, kubické a iné mocninné funkcie. Nemoznost
analyticky riesif rovnice je vSak najmé& pri nelinedrnych rovniciach, kde nelinearita je spo6sobena inou ako
polynomialnou funkciou.
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Rychlost dopocitame tak, Ze prederivujeme rovnicu pre polohu kyvadla, aby sme dostali
rovnicu pre uhlovi rychlost kyvadla

o(t) = CQﬁCOS (ﬁt) — \/?cpo sin (ﬁt) .

7 tejto rovnice a podmienky, ze rychlost ma byt na pociatku nulovd, dopocitame druhi kon-
stantu. Cely druhy clen rovnice bude po dosadeni ¢ = 0 rovny nule, zatialco prvy bude nulovy
len ak c2 = 0. Nase riesenie pre dané pociatoéné podmienky bude teda vyzerat

o(t) = ¢o cos (\/?t) .

Prave sme si podrobne ukazali jeden zo spdsobov riesenia Lagrangeovych rovnic. Jednd
sa 0 to najjednoduchsie, ¢o ndm méze napadnut. Hlavnou nevyhodou je ale to, Ze riesenie,
ktoré takto najdeme, nie je presnym rieSenim, a spravne vysledky déava len pre body blizke nule
(pretoze spravidla linearizujeme funkciu v nule). Existuje ale dalsi trik pouzitelny pri niektorych
prikladoch, ktory nam vyrazne ulahcuje ich analytické riesenie.

Integraly pohybu

Jeden z trikov, ktoré mozeme pri rieSeni Lagrangeovych rovnic pouzit, je ziskat dodatocné
rovnice, ktoré nam zjednodusia riesenie samotnych Lagrangeovych rovnic. Zo strednej skoly
viete, ze pri rieSeni iloh z mechaniky ste castokrat vyuzivali zakony zachovania. Univerzalny sa
méze zdat zdkon zachovania mechanickej energie, ktory ale neplati vidy. Dalej st uzitotné aj
zékony zachovania hybnosti a momentu hybnosti. Castokrat nebolo jednoduché zistit, najmé
pri velmi komplexnych problémoch, ktord zlozka hybnosti sa zachovava a preco. Pripadne ¢i sa
zachovava alebo nezachovava energia. V Lagrangeovom formalizme je tento problém nélezite
oSetreny a z matematickych vlastnosti Lagrangidnu (Lagrangeovej funkcie) vieme jednoducho
urcit, ktoré veli¢iny sa zachovdvaji pocas celého deja. Tieto veli¢iny nazyvame integraly pohy-
bu. Matematickejsie povedané, integral pohybu hladdme ako funkciu f(gj, ¢;) zovSeobecnenych
suradnic a zovSeobecnenych rychlosti, pricom od tejto funkcie pozadujeme, ze na skutoc¢nej tra-
jektorii riesiacej Lagrangeove rovnice bude nadobtdat po cely cas jednu konstantnd hodnotu.
Povedali sme si, ze v praxi sa jedna napriklad o hybnost telesa. Z Lagrangeovych rovnic vidime,
kedy sa nieco ako ,,zovSeobecnend hybnost“ zachovava, celkom rychlo.

Predpokladajme, ze Lagrangeova funkcia zavisi na vsetkych zovsSeobecnenych stradniciach
okrem nejakej jednej ¢;. Potom i-tu Lagrangeovu rovnicu ziskame

doL oL _
dt 8(]1 8qi -

Derivécia Lagrangidnu podla tejto siradnice bude teda 0 (pretoze pri zmene tejto siradnice sa
Lagrangidn nezmeni). Z toho dostdvame

d oL _ 0
dt og;
Na zaver preintegrujeme podla casu
oL
— = konst .
8qi
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Vidime, ze tento vyraz sa bude stdle zachovavat, nakolko je po celej trajektorii konstantny. Na
zéver mozno este poznamka k nazvu ,,zovSeobecnend hybnost“. Kedze Lagrangian ma fyzikdlny
rozmer energie (jednd sa o rozdiel dvoch energii), ked zderivujeme ,energiu“ podla ,rychlosti“,
dostaneme nieco, ¢o mé fyzikdlny rozmer hybnosti.

Okrem toho existuje este jeden integral pohybut~ a ten sa nazyva ,,zovseobecnend energia‘.
Zaujimavejsie nez jeho konstrukcia je, ze k Lagrangianu existuje zachovavajica sa zovSeobec-
nend energia prave vtedy, ked Lagrangidn explicitne nezavisi na Case (teda na Case zavisi len
prostrednictvom zovS8eobecnenych siradnic a rychlosti). Jej definicia je

Znova si vSimnene, ze tato velicina mé fyzikdlny rozmer energie, takze jej nadzov dava dobry
zmysel.

ESte predtym, ako redlne za¢neme riesit priklady, je podla mia délezité ukazat (pre niek-
torych zopakovat) novy spdsob hladania zovSeobecnenych stiradnic.

Najcastejsie krivociare stradnice

V mnohych tlohéch sa stretdvame s pohybom po povrchu sféry alebo po kruznici, alebo s pro-
blémom, ktory mé rotacni symetriu. Hlboko v podstate prirody je totizto zakorenend jedna
vlastnost, ktorej sa sndd budeme venovaf v poslednom diele seridlu a z ktorej sa da odvodit
celé fyzika. Zjednodusene by sa dalo povedat, ze priroda je ,leniva“, a preto nechd planéty obie-
hat okolo Slnka po elipsiach a nie po napriklad Stvorcoch. Vdaka tejto podivuhodnej vlastnosti
sa zakriveny pohyb najcastejSie odohréva po elipsich velmi blizkych kruzniciam (mimo me-
chaniky na Zemskom povrchu, kde uvazujeme homogénne gravitacné pole). Preto je Castokrat
vyhodnejsie pocitat v stradniciach, ktoré dobre vystihuji symetriu danej sféry alebo kruznice.
Zavédzaju sa preto polarne a sférické suradnice.

Polarne stradnice definujeme

x =rcos(p),
y = rsin(p).
Ak si v rovine nakreslime kartézsku mriezku, potom bod s kartézskymi stradnicami [z,y]
mozeme popisat aj pomocou uhlu ¢ zovretého medzi kladnym smerom osy x a polpriamkou
z pociatku do ndsho bodu; uhol meriame proti smeru hodinovych ruéic¢iek (smerom od osi z
k osi y). Stradnica r je potom vzdialenost tohto bodu od nuly merana po ich spojnici.
Druhé, o cosi tazsie na predstavu, su sférické suradnice. Prevod medzi sférickymi a kartéz-
skymi siradnicami je nasledovny
x = rcos(p)sin(6),
y = rsin(p) sin(6) ,
z=rcos(f).
Mobzeme si vSimnut, Ze je to podobné ako pri polarnych suradniciach, len este prendsobené
sinusom a kosinusom dalsieho uhla, ktory sme si oznacili 6. To, Ze vzdialenost bodu od podiatku

30V skutoénosti mézu existovat aj iné integraly pohybu, spomenuté sa viak daji najst pomerne jednoducho.
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je r je zrejme zjavné. Ostatné dva uhly si vieme jednoducho predstavit, ked si predstavime,
ako to vyzerd v planetdriu (tam sa nad nami nachddza sféra). V tomto pripade je polomer
sféry pevny a nemeni sa. Ak stojime v strede, tak spojnica nés a nejakého vyznacného bodu
(v planetériu sa pouziva juh) je nasa kartézska os x. Stradnice nejakej hviezdy vieme uréit
pomocou sférickych sturadnic: hviezdu spojime najkratSou moznou ¢iarou po sfére s horizontom.
Teda spravime jej priemet na ,horizont“. Potom odc¢itame uhol medzi tymto jej priemetom
a nami zavedenou osou z proti smeru hodinovych ruciciek, ¢o bude nasa siradnica . Na zaver
uréime stiradnicu 6 tak, ze od 90° odéitame uhol medzi horizontom a hviezdou po nami najdenej
najkratsej spojnici.

Snazil som sa to vysvetlit zrozumitelne a nizorne, na internete sa ale nachddza mnozstvo
obrazkov pre tych z vés, ktori veci potrebuji vidiet, a nestaci im vizualizovat si ich. A mozno
eSte jedna poznamocka k zavedeniu sférickych suradnic. Mozno vdm prislo neintuitivne, ako
som v poslednom kroku od¢ital uhol medzi hviezdou a obzorom od 90°. Samozrejme, dostaneme
rovnako dobre pouzitelné sturadnice, ak 6 definujeme priamo ako uhol medzi (pre nés pripad)
horizontom a hviezdou. Prevodné vztahy sa potom trochu pozmenia. Ak ste zvyknuti na tito
definiciu sférickych suradnic, pokojne ich pouzivajte, no pamétajte, Ze nemusi byt na prvy
pohlad jasné, ze vztahy ziskané pri tychto réznych zavedeniach siradnic st totozné.

Na zaver tejto Casti si spomenieme este jeden priklad, z ktorého vysledkov budeme intenzivne
tazit nabudice.

Pohyb hmotnej Castice v gravitacnom poli

V roku 1889 Nérsko-Svédsky kral Oskar II. vyhlésil k prilezitosti svojich 60-tych narodenin
sufaz o ndjdenie analytického rieSenia problému troch telies vo forme konvergujiceho mocnin-
ného radu, ktord sdm oznacil za (vo volnom preklade): ,,Stutaz o délezity objav v risi vysokej
matematickej analyzy“. Uz nasledujici rok Henry Poincaré publikoval ¢lanok v casopise Ac-
ta Mathematica, v ktorom dokézal, Ze neexistuje dostatok integralov pohybu na analytické
vyriesenie problému troch telies, ¢o krala uspokojilo a odmena za ”vyhru” v sutazi mu bola
udelena.

Az v roku 1912 sa Finskemu matematikovi Karlovi Sundmanovi podarilo vyriesit tento
problém, avsak formou radu s exponentmi, ktoré st celo¢iselnym nasobkom % Tento rad vsak
konverguje velmi pomaly, a aby dosahoval presnost porovnatelni s numerickymi vypoctami,
je nutné vziat priblizne jeho prvych 1080099 glenov. Problém troch telies je tak prakticky
rieSitelny iba numericky. Existuji vSak zjednodusené pripady, ktorych riesenia s rozummnou
presnostou moézeme ziskat aj analyticky. Takym je napriklad systém Slnko-Zem-Mesiac.

Nez sa ale dostaneme k tomuto problému, musime si prejst cez problém dvoch telies. A pred-
tym ako sa dostaneme k tomu, je potrebné si ukazat, ako vyzerd Lagrangian hmotného bodu,
ktory sa pohybuje v nejakom potencidlovom poli. Budeme predpokladat, ze nase skiimané teleso
svojim pohybom toto potencidlové pole nijako neovplyvnuje.

Nase teleso sa bude pohybovat v centralnom poli s potencidlom V(r) a zo skiisenosti vieme,
Ze sa bude pohybovat v jednej rovine (tito sktisenost si v tlohach k seridlu budete mat moznost
overit). Na jeho popis preto pouzijeme poldrne stiradnice. V nich bude jeho Lagrangidn

1o 20y
L—2m(r +rnp) Vir).

Teraz uvidime silu integralov pohybu. Vo vSeobecnosti by boli Lagrangeove rovnice v tomto
pripade 2 rovnice druhého radu, kdezto ak urcime integraly pohybu, dokdzeme z nich po tpra-
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vach zostavit jedind diferencidlnu rovnicu prvého radu. Pre premennt r bude nasa vysledné

diferencidlna rovnica )
.2 2 l
=2 (E-Vv() -
i ( (-5 ) -

kde E je mechanickd energia a [ moment hybnosti telesa - dva integraly pohybu.

K rieseniu tejto rovnice sa dostaneme v seridlovej tilohe a dalSom diele seridlu. Nasledne
plynule prejdeme k problému dvoch telies, rieSeniu Keplerovej tlohy a mozno aj odvodeniu
Keplerovych zdkonov.

Mnohym z vas dakujem za reakcie na vyzvu k spétnej vdzbe, dojmy boli zatial celkom
pozitivne, za ¢o som rad, pretoze je to pre mna povzbudzujice. Samozrejme nadalej plati, ze
budem rad za vase ndvrhy, pripomienky a komentare k seridlu. Som optimista a difam, ze pocet
riesitelov seridlu sa nebude znizovat, tak si vSetci navzajom drzme palce.
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Poradr resiteli po Ill. sérii
Kompletni vysledky najdete na http://fykos.cz.

Kategorie prvnich rocniki

jméno Skola 12345 P E S III ,%“ % %
Student Pilng MFF UK 6 6 6 8810 12 10 66 100 198
1. Eva Feldbabelovd Katolické gymndazium Trebic 0 6 6 6 2 — — 7 27 76 134
2. Jiri Kohl Biskupské G, Brno 66586 —12 — 43 84 124
3. Adam Krska G, Mikulov 446-1 211 — 28 65 86
4. Vojtéch Strdansky G Brno, tf. Kpt. Jarose 2264- 410 3 31 60 68
5. Benedikt Bares G Dobruska 84 —-——-——- — — — 12 74 67
6. Vojtéch Votruba G Jana Keplera, Praha 6 -6-2 — — 1 15 56 64
7. Adam Hustava European School Luxem- 8 — - - - 210 - 20 75 60
bourg II
8. Ales Opl Gymnézium Praha 3 666 —— - 18 87 55
9. Matej Charousek G Na Vitézné plani, Praha 24211 5 4 — 19 40 47
10. Barbora Cemanovd G, Park mladeze, Kosice 2---- - - - 2 48 385
11. Sdra Byskovd G Jana Keplera, Praha - — — — — - - - - 63 33
12. Adéla Kolembusovd European School Luxem- 2 — — — - — — — 2 50 29
bourg II
13. Filip Zikes G P. Bezruce, Frydek-Mistek — — — — — - - - - 71 24
14. Petr Sicho G Jana Keplera, Praha - — — — — - - = - 32 18
15. Eliska Durstovd G, Dvir Krélové n. L. -41-- - - - 5 71 17
16. Milan Marek G Neumannova, Zdar n. S. — — — — — - - - - 35 15
17. Jan Ptdcek G, Spitélska, Praha = — — — — — - - - - 58 11
18. Zuzana Lisztwanovd G J. Stowackiego, Cesky Té- — — — — — - = - - 83 10
Sin
19. Lukds Veskrna G Jana Keplera, Praha - - — — — - = - - 38 8
20.—21. Natdlia Kalinovd G, P. Horova, Michalovce @~ - — — — — - - - - 50 7
20.-21. Bianka Tomasétkovd G VarSavskd, Zilina - — — — — - - - - 54 7
22.-26. Jird Antorid G, Spitalska, Praha = — — — — - - - - =100 6
22.—26. Tereza Preclikovd G Dobrugska - - - - - - - - - 50 6
22.—-26. Matyds Svoboda G, Mikulov - — — — — - - - - 50 6
22.-26. Adam Sebesta Masarykovo G, Plzen - — — — — - - - — 100 6
22.-26. Jan Surdn G, Spitalskd, Praha - — — — — - - - - 50 6
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Kategorie druhych rocniki

jméno Skola 12345 P E S III ,%“ % X
Student Pilny MFF UK 6 668 810 12 10 66 100 198
1. Robert Gemrot G Komenského, Havifov 666891012 4 61 7815
2. Martina Dankova Klasické a Spanélské G, Brno 8 6 6 — — 10 11 - 41 84 118
3. Patrik Kaspdrek Katolické gymnézium Tiebic 6 6 5 — — 2 12 4 35 65113
4. Sona Husdkovd G, Ceskolipska, Praha 8462 -9 6 — 35 71100
5. Lubor Cech G Brno, tr. Kpt. Jarose 66520 4 1 - 24 56 99
6. Adam Mendl G P. de Coubertina, TdAbor — - —-49 — 9 22 83 96
7. Elena Chocholakova G L. Svobodu, Humenné 665—-—- — — — 17 8 85
8. Marco Souza de Joode G Nad Stolou, Praha 665—-——- 2 — 6 25 66 8
9. Jan Klivan G, Dacice 445 -- -9 - 22 63 64
10. Tomds Tuleja G L. Svobodu, Humenné 6 6 —— — - 12 95 56
11. Radek Lacko G Komenského, Havifov =~ - — — — — - - — 65 47
12. Daniel Perout G Brno, tf. Kpt. Jarose -65-- 2 - - 13 62 338
13. Jarmila Terpdikovd G L. Svobodu, Humenné - — — — — - - - - 82 28
14. Karolina Letochovd G, Sternberk - - — — = - - - — 51 26
15. Jan Cerverian G J. Pivecky, Slavicmh - — — — — - = - - 52 238
16. Sdrka Stépdnkovd G J. Ressela, Chrudim - — — — — - - - - 63 19
17.-18. Matéj Dvordk G Jana Keplera, Praha - - — — — - - - = 72 18
17.-18. Lucia Gintnerovd G Sv. Frantigka, Zilina - - - — — - - - = 90 18
19. Martin Polydcsko G Alejova, Kosice - — — — — - - - — 58 15
20. Gabriel Séurka SpMNDaG, Bratislava ~  — — — — — - - - — 538 10
21.—22. Daniel Czinege SPS chemickd, Ostrava ~  — — — — — - - - — 47 9
21.—22. Kristyna Chlupacovd G J. Ressela, Chrudim 045 -- - - - 9 50 9
23. Vojtéch Janota G, Strakonice 0 00Z- - - - — - - - — 47 7
24. Frantisek Kris Masarykovo G, Plzen - — — — — - - - - 27 6
25. Laura Hanouskovd G J. Wolkera, Prostéjov -2---1 - - 3 19 3

37



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXII ¢islo 4/7

Kategorie tretich rocniki

jméno Skola 1234 5P E S Il % % =
Student Pilng MFF UK 3368 8101210 60 100 180
1. Viktor Materna G Brno, t¥. Kpt. Jarose 4368 81012 — 51 90 153
2. Martin Schmied G, Jihlava 4368 8 8 910 56 77138
3. Jaroslav Herman G Brno, tf. Kpt. Jarose 4368 8 210 5 46 74 134
4. Jakub Jobus G Jura Hronca, Bratislava 4 2 6 4 4 4 10 10 44 71 128
5. Jan Benda G, Litoméricka, Praha 5368 8 —1110 51 90116
6. Jaroslav Scheinpflug G Jirovcova, Ceské Budéjo- 4 353 4 5 — 7 31 67109
vice
7. David Komdnek G, Spitalska, Praha 3366 — —12 — 30 73104
8. Radka KrizZovd G J. Heyrovského, Praha 3352 6 - 7 - 26 78102
9. Martin Vaviik G, Sumperk 4-5-10 - - 19 87 95
10. Jiri Zelenka G Z. Wintra, Rakovnik 236 - - 212 - 25 63 84
11. Jakub Strnad Klvanovo G Kyjov 33638 6 4 0 30 55 82
12. Jan Divila G, Lesni ¢tvrt, Zlin - = = - - - - 52 52
13.—14. Ronald Dobos G Postova, Kosice - = - - - - 85 51
13.—14. Pavla Rudolfovd G, Videnska, Brno -—-6- - - - - 6 91 51
15. Veronika Hendrychovd G, Turnov 322—- - — — - T 64 49
16. Lukds Hronek G, Pisek - —-—-—- - - —10 10 100 47
17. Jan Oboril Klasické a spanélské G, Brno — — — - — — — — - 74 37
18. Jakub Pravda SpMNDaG, Bratislava -———— - - - - — 67 34
19.—20. Katerina Barotovd G, Olomouc-Hejé¢in -———— - = = = - 60 28
19.—20. Matéj Holubicka Zemédélska akademie a3 2 -- - 3 6 - 14 56 28
Gymnézium
21. Matéj Kratky PORG, Praha - == - - - - =71 27
22.—23. Petra Pdlkovdcsovd G, Nové Zamky -———— - - - - — 38 23
22.—23. Vidclav Zvonicek G Brno, t¥. Kpt. Jarose -——_——— - - - - - 72 23
24. Josef Poldsek G Jana Keplera, Praha -—— - = = = = — 48 22
25. Rachel Johnson Richardson High School, — — -= - - — — — — 42 21
USA
26. Milan Tichavsky Slezské G, Opava -———— - - - - - 67 20
27. Krystof Jasensky G, Lesni ¢tvrt, Zlin - - - - = — 45 19
28.—29. Minh Khoi Ho Hanoi - Amsterdam HS, — - - - - - — - - 76 16
Vietnam
28.—29. Filip Zukal G, Blansko - - - - = — 27 16
30. Ewva Vochozkovd Biskupské G, Brno - — - = - - - = - 62 13
31. Jan Vondra G Tyn nad Vltavou 1--- - - - - 1 48 12
32. Dominika Kodlovd PORG, Praha - - - - = — 29 11
33. Daniel Kratky G, Trutnov -—— - = = = = - 59 10
34. Katerina Roupovd G, Blansko -———— - - - - - 23 9
35. Erika Zitniakovd Evanjelické G, Banska Bys- - - - - - — — - - 238 5
trica
36.—37. Lucia Krajcoviechovd G Jura Hronca, Bratislava - - - - - - — - - 67 4
36.—37. Martina Pivkovd Evanjelické G, Banskd Bys- - - - - - — — — — 40 4
trica
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Kategorie Ctvrtych rocnikii

jméno Skola 1234 5P E S Il % % =
Student Pilng MFF UK 3368 8101210 60 100 180
1. Martin Vanék G, Vysoké Myto 4368 8 — —10 39 93127
2. Katerina Rosickd G J. Ortena, Kutna Hora 326810 3 — 7 39 88107
3. Ivan Huddk ESS, Lip. Mikul4s 336 - - 12 - 24 92103
4. Jir{ Blaha G, Uherské Hradisté 3368 — —12 6 38 82 84
5.—6. Vojtéch Ulman G Jaroslava Seiferta, Praha 2 3 6 4 1 4 5 — 25 47 80
5.—6. Leonardo Wimmer Colégio pH, Tijuca, Brazil 4 36 8 6 310 8 48 82 80
7. Marie Grunovd G, Moravsky Krumlov 12-- - —-10 - 13 57 78
8. Jindrich Jelinek G, Olomouc-Hejc¢in - == - - - -  —108 65
9. Matej Mosko G Grosslingova, Bratislava 2 358 - 2 - — 20 70 59
10. Michal Jiza G, Benesov 31 -- - 210 — 16 57 54
11. Filip Konarik G F. Palackého, Val. Mez. 3358 - - - — 19 91 58
12. Kristian Matustik G, Benesov 313~ 2 2 4 15 42 51
13. Vojtéch Klimes G, Trebon - - - - = — 67 40
14. YUQING XU ARIA Dulles High School, USA 4268 4 3 4 7 38 63 38
15. Tomds Drobil G, Dacice -———— - - - - - 72 36
16. Jindrich DusSek G Jana Keplera, Praha - - = - - - — 57 34
17. Tadeds Wilczek G F. Zivného, Bohumin 326- - - - — 11 78 32
18. Marek Jankola G M. Hattalu, Trstenad - — - = - - - = - 71 27
19. Jakub Rizicka G, Nymburk - — - - - - - - 63 2/
20. Tereza Prokopovd G Jura Hronca, Bratislava -1 - - — — — - 1 85 23
21. Katerina Charvdatovd G B. Némcové, HK 336 - - - - — 12 79 22
22. Andrej Rendek G, Dubnica n. Vahom -———— - - - - - 30 18
23. Karel Balej G a SOS, Rokycany -6 - - - - - 6 100 17
24. Miroslav Horskyj G, Ceskolipska, Praha -———— - - - - — 52 16
25. Dominik Majkus G Na Vitézné plani, Praha - - - - - — — - — 46 138
26. Bibidna Hroncovd G Postova, Kosice - ——-- - -1 - 11 92 11
27.—29. Bernadeta Maiikovd G, Cesky Krumlov -—— - = = = = - 56 9
27.-29. Stépdn Tichy G, Jateéni, Ust{ nad Labem — — — — — — — — - 48 9
27.—29. Marie Vandkovd G Botic¢skd, Praha -— - - = = = - 50 9
30.—31. Vratislav Besta G, Olomouc-Hejc¢in -———— - - - - - 33 6
30.-31. Marek Talir G, Cesky Krumlov - - - — - - 60 6
32. Marek Bozom G, Karving - - - - = - 48 3
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FYKOS

UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky
V Holesovickach 2
18000 Praha 8
www: https://fykos.cz
e-mail: fykos@fykos.cz

Kl erYKOS [(O) @fykosak

Fyzikédlni korespondencni semindr je organizovan studenty MFF UK. Je zastfeSsen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou ¢eskych matematiku a fyzika. Realizace projektu byla
podpotena Ministerstvem skolstvi, mlddeze a télovychovy.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.

40


https://fykos.cz
mailto:fykos@fykos.cz
https://www.facebook.com/FYKOS
https://www.instagram.com/fykosak
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/

	Úvodem
	Zadání IV. série
	1: kostka se vzduchem
	2: utrhne se
	3: levitující
	4: trampolína
	5: frisbee
	P: V-1 ve vesmíru
	E: papírová izolační
	S: lagrangeovská

	Řešení III. série
	1: zlevněné banány
	Bonus

	2: efektivní kafe
	3: teplíčko v Dysonově sféře
	4: destrukce smyčky
	5: bodová
	P: osobní powerbanka
	Turbínka v krevním řečišti
	Síla fuku
	Odpadní teplo
	Větrný pohon
	Seebeckův efekt

	E: indexovaný kondenzátor
	Odpor rezistoru
	Trochu teórie
	Meranie prúdu
	Meranie napätia

	Diskusia
	Záver

	S: zobecněná

	Seriál: Integrály pohybu
	Taylorov rozvoj
	Matematické kyvadlo – In medias res
	Integrály pohybu
	Najčastejšie krivočiare súradnice
	Pohyb hmotnej častice v gravitačnom poli

	Pořadí řešitelů po III. sérii
	Kategorie prvních ročníků
	Kategorie druhých ročníků
	Kategorie třetích ročníků
	Kategorie čtvrtých ročníků


