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Uvodem

Milé fesitelky, mili Fesitelé,

Ctvrta série je za nami a stejné tak je za ndmi i Fyziklani, které se letos z naseho pohledu
opravdu povedlo. Dékujeme vsem, kdo se tcastnili nebo dokonce pomahali s organizaci, bez
vas by ta soutéz nebyla tak skvéld! Pokud se uz tésite na pristi rocnik, muzete si ¢ekani zkratit
Nébojem, coZ je péknd matematicks soutéz, kterd se kond 22. 3. na rtiznych mistech v Cesku
i Slovensku, takze to nebudete mit daleko. Na Né&boji se také muzete setkat i s nékterymi
z organizatoru FYKOSu!

A co nés ¢ekd v paté sérii? Budeme zkoumat, jak rychle se zahfeje kovova koule nebo jak
zpomalit rotaci Zemé. Jako experiment budeme brnkat na pravitko a seridlova tloha bude
vskutku nebeskd. V seridlu si procvi¢ime pocitani s Keplerovymi zakony.

S touto brozurkou vam dosla i obodovand feseni problémové tlohy z druhé série.

Prejeme vam vSem uspésny vstup do nového pololeti. Méjte se krasné a reste FYKOS!

Organizdtori
Zadani V. série
Termin uploadu: 19. 3. 2019 23.59
Termin odeslani: 18. 3. 2019
Uloha V.1 ... prochézka u silnice 3 body

Matéj jde podél silnice konstantni rychlosti a kazdych 7 minut potka tramvaj, kterd jede proti
nému. Jednou za 10 minut ho mine tramvaj jedouci opa¢nym smérem. Tramvaje jezdi v obou
smérech se stejnou frekvenci. S jakou?

Uloha V.2 ... hloubka vniku do koule 3 body

Predstavte si, Ze mate podchlazenou plnou kovovou homogenni kouli, kterou vytdhnete z mra-
zéku, ktery méate nastaveny na opravdu nizkou teplotu. Zajimalo by vas, jak rychle se bude
zvysovat jeji teplota, kdyz ji umistite do zahidté mistnosti. Protoze by to jinak byl vysokoskol-
sky problém, tak jsme pro vas tilohu zjednodusili. Ptdme se na odhad hloubky vniku (v metrech)
»teplé oblasti“ do koule, ktery muzete ziskat rozmérovou analyzou. Znadme relevantni parame-
try koule, konkrétné hustotu [g] = kg-m™2, mérnou tepelnou kapacitu [¢] = J-. kg™ K™! a jej
souéinitel tepelné vodivosti [\] = W-m™"-K ™' a zajim4 nés zévislost na &ase [t] = s.

Uloha V.3 ... piepazka 6 bodl

Predstavme si akvarium tvaru krychle o strané a = 1 m, které je vertikalni prepazkou kolmou na
stény akvaria rozdéleno na dvé ¢asti. Déle uvazujme, Ze se tato prepazka muze volné pohybovat
ve sméru kolmém na rovinu prepazky, ale ve zbylych dvou smérech se pohybovat nemuze. Také
nemiize rotovat. Do jedné &asti akvaria nalijeme V; = 2004 vody o hustoté o, = 1000kg-m~>



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXII ¢islo 5/7

a do druhé &asti nalijeme Vo = 230/ oleje o hustoté g, = 900 kg-m 3. Jak4 bude rovnovézna po-
zice prepazky? Jaké budou vysky hladin kapalin v jednotlivych ¢astech akvaria v rovnovazném
stavu?

Bonus Najdéte frekvenci malych kmita kolem rovnovazné polohy. Predpokladejte, ze prepazka
m& hmotnost m = 100z a ze presun vody probihd bez jakéhokoli tfeni a odporu.

Uloha V.4 ... rozst¥ik 8 bodil

Uvazujte volnou kapku vody s polomérem R, kterou pomalu nabijite elektrickym nabojem.
Najdéte velikost ndboje ) potfebného na to, aby sa kapka rozstiikla.

Uloha V.5 ... odskakujici hopik 9 bodt

Tuhou kouli ve vzduchu rozto¢ime dostatecné velkou thlovou rychlosti w rovnobéznou se zemi.
Poté hopik pustime z vysky ho na vodorovnou podlozku. Od ni se odrazi do vysky hi a dopadne
nedaleko ptivodniho mista dopadu. Urcete vzdalenost téchto dvou bodt dopadu, jestlize je tfeci
koeficient mezi kouli a zemi f dostatecné maly.

Uloha V.P ... problémy 1 sekundy 9 bodu

Navrhnéte zptisoby jak zpomalit zemékouli tak, abychom k nékterym rokiim nemuseli priddvat
prestupnou sekundu. Spoditejte, kolik by to stélo.

Uloha V.E ... tficeticentimetrovy tén 12 bodu

Kazdy nékdy z nudy zkusil brnkat na dlouhé pravitko vystréené pres okraj lavice. Zvolte vhodny
model zavislosti frekvence na délce vysunuti za okraj lavice a experimentalné jej ovérte. Popiste
i dalsi parametry pravitka.

Poznamka Pravitko ke stolu pritlacte tak, aby kmitala jen jeho vysunuta c¢ast.

Uloha V.S ... nebesko-mechanicka 10 bodu

1. Méjme néjaké kosmické téleso s hmotnosti péti Slunci, okolo kterého se nachézi sféricky
symetricky homogenni oblak plynu a prachu s hmotnosti dvou Slunci a s primérem 1ly.
Oblak zac¢ne kolabovat do centralniho kosmického télesa. Zanedbejte vzdjemnou interakci
¢astic oblaku (kromé gravitace). Urcete, jak dlouho bude trvat, nez cely oblak zkolabuje
do centrélniho télesa. Ulohu nefeste numericky.

2. V uvodu seridlu jsme resili diferencidlni rovnici pro pohyb ¢astic v centralnim poli, pri
jejimz teseni jsme pouzili takzvany Binettuv vzorec. Ukazte, Ze tento vzorec skutec¢né resi
zadanou diferencidlni rovnici.

3. Sestavte lagrangidn pro soustavu Slunce-Zemé-Meésic. Predpokladejte, ze Slunce je nehyb-
né. Zemé i Mésic se pohybuji jak pod vlivem Slunce, tak pod vlivem sebe navzajem. Pti
sestavovani lagrangidnu se zamyslete nad tim, jestli pouzivate spravny pocet zobecnénych
soufadnic.
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Reseni |V. série

Uloha IV.1 ... kostka se vzduchem 3 body; prumér 2,67; feSilo 52 studenti

Méjme dutou kostku s hranou délky a = 20 cm naplnénou vzduchem s teplotou to = 20 °C, coz
je zarover teplota okoli kostky. Vzduch uvnitr kostky ochladime na t; = 5°C. Jak4 sila bude
pitisobit na kazdou sténu kostky? Kostka pri ochlazeni vzduchu v ni neméni sviij objem. Tlak
v okolf kostky je po = 101,3 kPa. Danku stval zdves ve sprse.

Vzduch v kocke mbézeme povazovat za idedlny plyn, teda pren plati stavova rovnica. Kedze sa
nemeni objem vzduchu v kocke, ide o izochoricky dej. Nech T je termodynamicka teplota plynu,
potom stavova rovnica plati v tvare

Po _ P1
o Ti'
Odtial vyjadrime tlak plynu po ochladeni
— ol
P1 = Ppo Ty

Sila F' posobiaca na stenu kocky je tlakova sila vyvolana rozdielom tlakov vnitri a mimo kocky
Ap. Plati
F=SAp,

kde S = a® je plocha steny. Teda

F:a2 (pO_pl) )

F =a’py (1— %) = 207N.
0

Kedze je tlak vnutri kocky nizsi ako tlak okolia, sila pésobi v smere do kocky.

Daniela Pittnerovd
daniela@fykos.cz

Uloha IV.2 ... utrhne se 3 body; primér 2,47; Fesilo 47 studenti

Maéme (nehmotny) provdzek délky | a na jeho konci kulicku (hmotny bod) s hmotnosti m.
Vime, ze maximalni tiha, co unese, je sila F' = mg, kde g je mistni tihové zrychleni, ale uz
nic vic. Provazek upevnime a kulicku budeme drzet ve stejné vysce, jako je misto upevnéni, ve
vzdalenosti délky provazku od druhého konce provazku, ale tak, abychom ho nenapinali. Kulicku
uvolnime a ta se zacne vlivem tihového zrychleni pohybovat. Pod jakym tihlem provazku vuci
svislé roviné se provazek pretrhne? Karel si rikal, Ze to nevydrzi.

Ked sa gulicka nachadza v hibke h pod vodorovnou rovinou, z ktorej bola vypustend, zo zdkona
zachovania mechanickej energie mame

mgh = %va .
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Pohyb gulicky ale chceme popisovat pomocou uhlu «, ktory zviera povrazok so zvislym smerom.
Pre hlbku h teda mame
h=lcosa,

¢o po dosadeni a vyjadreni rychlosti dava

v =14/2glcosa.

Na gulicku pésobi tiazova sila smerom nadol a sila povrazku v smere k zavesu. Vyslednica
tychto sil spésobuje, ze sa gulicka pohybuje po kruznicovej trajektorii s polomerom [, preto
plati bilancia zloziek sil v smere povrazku

[

muv
l

=F, — Fycosa.
Povrazok je teda napinany silou
Fy, =2mgcosa + mgcosa = 3mgcosa.

Pretrhne sa prave vtedy, ked tato sila prevysi mg, teda ked pre uhol odtrhnutia «g plati

Fy, =mg,
1
cosa—g,
o ="170,5°,

teda ked povrdzok zviera so zvislym smerom uhol asi 70,5 °.

Jozef Liptdk
liptak.j@fykos.cz

Uloha IV.3 ... levitujici 6 bodti; priimér 5,58; Fedilo 33 studentii

Matéj ma rad levitujici véci, a tak si poridil nekonecnou nevodivou nabitou vodorovnou rovinu
s plosnou nabojovou hustotou o. Poté nad ni umistil mi¢ek o hmotnosti m nabity nabojem q.
Vypocitejte, pro jaké hodnoty o miize micek viibec nad deskou levitovat. V jaké vysce h se pak
muze vznaset? Uvazujte konstantni tihové zrychleni g.

Matéj by chtél mit superschopnost levitace.

Nejtézsi casti této tlohy je asi vypocet velikosti odpudivé sily, kterou deska plisobi na micek.
Na to je potfeba vypocist elektrickou intenzitu ve vysce h nad deskou. Na to lze jit nékolika
zpusoby.

Nejjednodussi je najit si v tabulkach vzorecek pro elektrickou intenzitu E nekonecné nabité
roviny. Ta je vSude nad deskou stejné a jejf velikost je z tabulek £ = .

Druhéd mozZnost je aplikovani Gaussova zakona, ktery riké, jak je tok elektrické intenzity
libovolnou uzavienou plochou zavisly na naboji uvnit¥, neboli

7{E~dS:Q.
€

S
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Vypadé to komplikované, ale zvolime-li spravnou plochu, nemusime ani integrovat. Ze symetrie
predpoklddame, ze vSechny elektrické silocary jsou kolmé na desku, protoze zde nemiize byt
zadny jiny preferovany smér. Pfedstavme si libovolny Gaussuv vélec (to je takovy vilec, jehoz
podstavy jsou rovnobézné s deskou a deska prochdz{ jeho stfedem). Jeho plastém tedy nebude
prochézet zadny tok elektrické intenzity. Zaroven maé intenzita na obou podstavich stejnou
(konstantni) hodnotu, protoze jsou od desky stejné daleko, takZe integrdl muzeme vypustit. Také
vime, ze vektor intenzity je vzdy kolmy na podstavu, ¢ili skaldrni soucin prejde ve standardni
souc¢in. Ma-li podstava plochu S, integral prejde do tvaru

2ES:Q.
€

Nyni staci jen dosadit ndboj uvnitt Q = ¢S a dostaneme stejny vzorecek jako predtim.

Treti moznosti (pro ty, co neznaji Gaussiv zdkon ani tabulky, ale zato radi integruji) je
vypocet primo z Coulombova zakona. Celou rovinu si rozdélime na malinké ¢tverecky a dvakrat
integrujeme

1 o h
) D — dzd
4n5//x2+y2+h2 /22 + y2 + h2 vy

h
kolmou slozku. Samoziejmé nemusime integrovat v kartézskych souradnicich. Mohli jsme si
celou rovinu také rozsekat na soustifedné kruznice a integrovat v polarnich souradnicich. Tyto
integrac¢ni metody vsak ponechame jen labuznikiim a integraly se nebudeme jiz dale zabyvat,
kdyz muzeme pouzit naptiklad Gaussuv zdkon.

Méme tedy £ = . Pfedpokldddme-li, ze Matéj provadi experiment ve vzduchu, jehoz
permitivita je velmi blizkd permitivité vakua, muzeme psit F = %
Nyni staci vyjit z rovnosti tihové a elektrické sily.

kde z2 4+ 3% + h? je vzdalenost od micku a zlomek zarucuje, ze scCitdme pouze

F.=Fy,
Eq=mg,
g
Eq:m%
__ 2mgeo
.

Vsimnéme si, ze elektrickd sila viibec nezavisi na vysce h nad deskou. Stejné tak pro kon-
stantni tthové zrychleni tithova sila nezavisi na vysce. Proto je mozné docilit levitace pouze pii
nabojové hustoté vypoctené vyse. Micek ale zase bude levitovat v libovolném misté. Kdyby by-
la ndbojova hustota vétsi, micek by odletél do nekonecna a kdyby byla mensi, micek by spadnul.

Pokud bychom uvazovali presnéjsi model s tthovym zrychlenim klesajicim s druhou mocni-
nou vzdélenosti, byla by levitace nestabilni (tzn. pfi vychylce nahoru by prevladla odpudiva
elektrickd sila a pfi vychylce doli by byla vétsi tthova pfitazliva sila).

Matéj Mezera
n.mezera@fykos.cz
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Uloha IV 4 ... trampolina 7 bodi; pramér 4,79; Fesilo 34 student

Dva hmotné body skdkaly na trampoliné do vysky ho = 2m. Ve chvili, kdy oba byly v nejnizsim
mozném misté trajektorie (vychylka y = 160 cm), jeden z nich zédhadné zmizel. Do jaké nejvyssi
vysky byl druhy vymrstén? Kruhova trampolina ma obvod o = 10 m a pruzi diky N = 42 pruzi-
ndm s tuhosti k = 1720 N-m . Trampolinu modelujme N pruzinami rozmisténymi rovnomérné
a spojenymi ve stredu. Hmotnost zmizelého hmotného bodu je M = 400 kg.

Ivo hlidal bratrance.

K reseni tlohy pouzijeme zdkon zachovani energie. Nejdrive zjistime, jak velké mnozstvi energie
bylo ulozeno v pruzinich v okamziku, kdy se nachdzely oba body v nejnizsi poloze (maxim4lni
vychylce trampoliny). Posléze piepocteme energii pruznosti trampoliny na rozdil v potencidlni
energii vystieleného hmotného bodu, z cehoz nakonec ur¢cime maximalni dosazenou vysku h.

Potencialni energie pruznosti E, zavisi na velikosti deformace neboli na natazeni pruzin dz,
a parametru pruznosti, ktery je v nasem pripadé charakterizovan tuhosti k

1
E, = §Nk:6ac2 ,

kde N je pocet natazenych pruzin trampoliny. ProdlouZeni pruzin éz uré¢ime pomoci Pythago-
rovy véty dosazenim maximélni vychylky y a poloméru vypoéteného z obvodu kruhu r = o/2mn,
tedy

P4’ = (r+02)* .

Resenim této kvadratické rovnice je

ox =+/r24+y%2 —r.

Dale potiebujeme zjistit hmotnost vystieleného bodu m, kterou vypocteme pomoci rovnosti
potencidlni energie obou hmotnych bodu pfi vyskoku a energie pruznosti Ej,

1
§Nk5m2 =(M+m)g(y+ ho) -

Vyjadfenim m z posledni rovnice dostavame

o Nkéz®>
29 (y+ ho)

A nakonec maximdélni dosazenou vysku h vystieleného hmotného bodu ziskdme fesenim

rovnice
E,=mg(y+h).
Vysledkem je
h=Le Y,
mg

kde uz jen zbyva dosadit za neznamé veli¢iny z rovnic vyse. Prostym dosazenim c¢iselnych
hodnot pak dostdvame, ze hmotny bod vystoupal do vysky h = 29,38 m. Jesté zduraznéme, ze
misté trajektorie nachazel v nerovnovazné poloze, kde byla veskera energie z vyskoku ulozena
v natazenych pruzinidch a hmotné body nemély zadnou kinetickou energii.

Ivo Vinkldrek

ivo@fykos.cz
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Uloha IV.5 ... frisbee 9 bodt; pramér 5,50; fesilo 24 studentt

Tenky homogenni disk obihd na vodorovné podlozce po kruznici s polomérem R. Velikost rych-
a podlozkou je dostatecné. Polomér disku je radové mensi nez R.
Jdachym si nebyl jisty resenim. Snad na to ucastnici prijdou.

Hmotnost disku a jeho polomér ozna¢me m a r, potom pro jeho moment setrvacnosti kolem
osy kolmé na rovinu disku plati
2

1
J== .
™"
Disk kolem této osy rotuje s tthlovou rychlosti w. Jeho moment hybnosti vzhledem k této ose
je L = Jw. Disk se stdle dotyka podlozky, takze pro jeho rychlost pohybu mame

v=wr=0R,

kde © je thlova rychlost obéhu disku po kruznici. Za ¢as dt se disk (presnéji prumét disku do
podlozky) otodi o thel dp = Qdt. Vodorovn4 slozka momentu hybnosti L, = L cos « se pfi tom
zméni o dL, = Lzdp, svisld slozka ziistane stejna.

Na stied disku pusobi tihova sila F; = mg. Ta je vyrovnavana tlakovou silou roviny, po
které se disk pohybuje. To zptisobuje moment sily vzhledem k ose prochazejici stredem disku

My = Fyrsina.

Zaroven na disk pusobi tieci sila podlozky, kterd je dostfedivou silou, pro kterou plati Fy =
= mQ?R. Ta zptsobuje moment
My = —Fgrcosa.

Celkovy moment sil se rovna derivaci momentu hybnosti podle ¢asu. V tomto piipadé z geo-
metrie situace vyplyva

dLs
My + My = = L.
1+ Mo a
Postupnym dosazovanim za vSechny nezndmé dostaneme
: 302
o= .
8 2Rg
Miuzeme psat vysledek o = arctg 231”:9.
Jdachym Bdrtik
tuaki@fykos.cz
Uloha IV.P ... V-1 ve vesmiru 10 bodt; primér 7,35; fesilo 20 studentt

Mezihvézdny prostor neni prazdny, nybrz obsahuje nepatrné mnozstvi hmoty. Uvazujte jen vo-
dik, potrebnou hustotu si vyhledejte. Mohla by existovat kosmicka lod, jez by ,nasavala‘“ vodik
pred sebou a vyuzivala energii z néj? Jak rychlé/velkd by musela byt, aby udrzela termojader-
nou fiizi jen z prijatého vodiku? Jaké jiné prekazky realizace je rozumné uvazovat?
Kryptofasismus — Cerveny trpaslik — pohon — ndpor — V-1 a hezky se to uzavird.


mailto:tuaki@fykos.cz

Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ro¢nik XXXII ¢islo 5/7

Dosazeni termojaderné fuze se lidstvu jiz dafi, bohuzel se vsak zatim nedafi ji realizovat kont-
rolované tak, aby vyprodukovala vice energie, nez kolik se spotfebuje na ohfev plazmatu. Proto
je dulezité umét tuto reakci nastartovat tak, aby nase lod neskoncila rozptylena po mezihvézd-
ném prostoru. Tato ¢ast problému jesté neni pro nase ucely dostatecné dobfe zvladnuta, ac se
predpokliada, ze ITER, jehoz spusténi je planovano na rok 2025, by mél vytvorit vice energie,
nez kolik spotfebuje na svij provoz.

Problém je, ze v ITERu pouzivaji reakci deuteria a tritia, kdezto v mezihvézdném prostoru se
vyskytuje témér jen lehky vodik. To je nemilé, protoze sluc¢ovani dvou protonu na jadro deuteria
je sice exotermickd reakce, ale protoze je zprostiedkovdna slabou interakei probihd (dokonce i
ve hvézdéch) jen velice pomalu a pii srdzkach dominuje kratkodobé spojeni na diproton, ktery
se témér okamzité rozpadad zpét na dva protony. Toto se v pozemskych podminkach nedaii
prekonat a proto se o lehkém vodiku jako o palivu pro termojadernou fizi zatim ani neuvazuje.

Pokud chceme urychlit chemické reakce, jedna z obvyklych metod je pridani katalyzatoru. To
je latka, kterd se v reakci nespot¥ebovavd, ale vstupuje do ni a tim usnadiiuje (a tedy i urychluje)
jeji prubéh. V nékterych jadernych reakcich lze dosdhnout podobného efektu priddnim néjakého
specifického izotopu. Napriklad pro slu¢ovani protonii na jadro helia existuje CNO cyklus, kde
v nejjednodussi varianté® probihaji postupné pfemény mezi témito jadry (nepiSeme piiddvané
protony, odchézejici pozitrony z 7 rozpadu a fotony):

12 13 13 14 15 15 12 4
GC% 7N*> GC% 7N*> 80*} 7N*> GC+2HE.

Vyhoda tohoto postupu je, ze slucovani protonti na jidro deuteria nahrazujeme 51 rozpadem,
ktery neni vazany na pocet srazek v plazmatu. Nevyhodou vsak je, ze kvuli vétsimu néboji
zucastnénych jader musime prekonat vyssi coulombickou bariéru a tedy proces probihd az pfi
vyssich teplotach®

Termojaderna fuze je sice exotermickd reakce, ale k jejimu nastartoviani musime preko-
nat energetickou bariéru, kterd ¢ini fadové 0,1 MeV. K tomu je tfeba dosdhnout teploty pres
100-10° °C. V klasickych tokamacich se plazma ohfivé nékolika zptisoby. Jednak pomoci urych-
leného svazku castic, pricemz urychleni probiha podobné jako na klasickém urychlovaci ¢astic.
Déle se ohtiva indukci virivych proudu, podobné jako na indukéni varné desce. V nasi lo-
di bychom misto toho mohli energetickou bariéru prekonavat kinetickou energii dopadajicich
protonu. K tomu je treba, aby energie dopadajicich proaonﬁ byla zhruba 0,1 MeV. Coz, po-
kud kinetickou energii protonti prepocitdme na rychlost? odpovidd zhruba 1,5 %c, tedy cca
4400 m-s~*. Nage lod by musela letét minimalné touto rychlost{, pokud jsou protony v prostoru
,témér nehybné®.

Uvazujme, kolik energie by vlastné takova kosmicka lod vyzadovala. Ackoliv vesmirng télesa
létaji ohromnou rychlosti, musime si uvédomit, ze kosmické prostredi klade télesim zanedbatel-
ny odpor, takze je tfeba raketé dodéavat jen energii na zrychlovani, zpomalovani a zménu sméru
letu. Z ¢ehoz lze usoudit, ze vétSina energie se spotfebuje pii startu a pak je viceméné potreba
energie jen na provoz samotné lodi. Mezindrodni vesmirna stanice (ISS) spotfebuje na sviij pro-
voz néco pod 100 kW prikonu, coz pouzijeme jako fadovy odhad spotreby. Kdyz uvazime, ze ze

1 Jak je nutné vidy, kdy# se v reakci pfeméfiuje proton na neutron nebo naopak.

2 Existuji i jiné varianty probihajici pfi jesté vyssich teplotach. Vice se d4 zjistit kupiikladu na en.wikipedia.
org/wiki/CNO_cycle

3Ve Slunci predstavuje asi 1,7 % vyroby “He, dominuje az u hvézd 1,3 krat hmotnéjsich, nez Slunce.

4Vztah pro relativistickou kinetickou energii je By = moc? | ——L— — 1
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CtyT protonu ziskdme maximélné priblizné 25 MeV energie,E Ize spocitat, ze ISS by za sekundu
spotiebovala piiblizné 1017 protont pii idealni Gi¢innosti fizniho reaktoru. To by znamenalo, Ze
pii typickych hustotach ¢astic v nasi galaxiif ¢ = 2-5-10% m ™2 a sbérnou plochou nékde kolem
S = 1-100m? bychom se museli pfi neuvazeni specidlni teorie relativity pohybovat rychlosti
fadoved 10°-10* m-s™!, takZe po zapoditani relativistické kontrakce dostaneme rychlost témér
rovnou rychlosti svétla. Z toho mizeme usoudit, ze posbirat dost vodiku na rozumny provoz
lodi je obtiZzné az nemozné, minimalné s technologii blizké budoucnosti.

Nakonec odhadnéme, kolik vodiku by se ve vysledku na lodi spotiebovalo. Hodnota 107
Castic se sice zda jako hodné velké ¢islo, ale po prepocteni na gramy zjistime, ze na jednu sekundu
provozu spotfebujeme zhruba 170 ng vodiku. To znamenad, Ze 1 kg vodiku by pfi idedlni i¢innosti
stacilo na 200let provozu. Proto se zda rozumnéjsi vzit si palivo s sebou. To by ndm navic
umoznilo pouzit deuterio-tritiovou reakci kterd se zdd byt daleko snadnéji realizovatelnou.
Navic bychom nemuseli fesit zbytecné technické problémy se zachytavanim vodiku.

Pokud bychom preci jen chtéli k pohonu vyuzit ,,néco, co posbirdme cestou, nabizi se jedna
velice zajimava moznost, a to pouzit miony z kosmického zareni. Mion je elementarni castice
podobné elektronu, kterda ale ma 200x vyssi hmotnost. Pokud nahradime v molekule vodiku
elektrony miony, kvili vétsi hmotnosti budou blize jadru a proto se zdsadné zmensi délka
vazby v molekule Hs. Diky tomu se jadra dokazi dostat velmi blizko a splynout pfi relativné
nizké teploté — pro deuterium a tritium k fzi dochézi jiz za pokojové teploty! V pozemskych
podminkach toto bohuzel neni pouzitelné, protoze na vytvoreni jednoho mionu spotrebujeme
o mnoho 7adu vic energie, nez kolik se pak uvolni fizi. Pokud bychom ale méli miony ,,zadarmo®
z kosmického zareni= byli bychom ve vykonu reaktoru limitovani jen jejich poctem. Bohuzel
kvalifikovany odhad mnozstvi ziskanych miont a tedy i vykonu sahd za ramec tohoto textut

Mikulds Matousek
nikulas@fykos.cz

Uloha IV.E ... papirova izolac¢ni 12 bodi; pramér 9,32; fesilo 28 student

Zmeérte, jak moc dokaze papir stinit zvuk. K méreni staci pouzit napr. mobilni telefon jako
generdtor zvuku a mikrofon v pocitaci jako detektor (Audacity). PouZijte papiry riiznych druhd
a tvart. Michal premyslel, jak se zbavit neprijemniych zvuki, které vyddval spolubydlici.

5Celkova energie reakce je 26,73 MeV, ale ¢ast energie odchazi ve formé kinetické energie neutrin, které
s latkou témér neinteraguji.

SHustota je silné variabilni, obecné klesa smérem od stfedu galaxie, toto je rozumné hodnota ve velké Edsti
galaxie podle en.wikipedia.org/wiki/Interstellar_medium. Slunce se ale nachdzi v cca 300ly velké bublinég,
vzniklé po ddvném vybuchu supernovy, kde je hustota cca desetkriat mensi.

7 Jedn4 se jen o fadovy odhad toho, co je rozumné zkonstruovatelné.

8 s e s . . v 1
Po ame vztah N = S s relativisticou kontrakei by tento vztah byl spré N = Spv——=
uzivame vz QU, S T ivisticou kontr { by tento vz yl spravné ov o2

9Samoziejmé bychom museli fesit to, Ze tritium se priibézné rozpadd s polo¢asem piiblizné 12 let.

10Miony se sice v kosmickém zareni nevyskytuji, protoze maji polocas rozpadu v rddu mikrosekund, ale
vznikaji ndrazem jinych energetickych ¢astic do hustého prostiredi.

1174jemcim o hlubsi pochopeni pro zadétek doporuc¢ujeme k prostudovéni en.wikipedia.org/wiki/
Muon-catalyzed_fusion
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1 10 100 1000

Obr. 1: Zéavislost rozdilu hlasitosti zvuku vici referenéni hladiné na poctu listu papiru pro
frekvenci 660 Hz. Osa x je logaritmicka.

Tedria

Dopad4-li zvukova vlna na rozhrani dvou materialt (v nasem piipadé vzduchu a papiru), ¢ast
intenzity se odrazi zpét, zatimco zbytek projde. Nésleduje opac¢né rozhrani, pres které opét
projde jen ¢ast intenzity. VInéni, které se odrazi od druhého rozhrani, se ale jesté muze castecné
odrazit od prvniho rozhrani a nésledné se muze znovu pokusit projit druhym rozhranim.

Poméry jednotlivych intenzit zavisi na materidlu a na frekvenci vinéni. Naptiklad kovy
¢i sklo velkou ¢ast energie zvuku odrazi, zatimco pres rozhrani pérovitych materidla vétSina
energie projde. Zavislost na frekvenci uz tak jednoduchd neni a u riznych materiald muze byt
jina.

Cést energie zvuku je p¥i priicchodu prostfedim pohlcena a pfeménéna na teplo. Také tento
jev zavisi na frekvenci vinéni a na materialu.

V tomto experimentu jsme pouzili dva druhy papiri — homogenni papir a lepenku, kterd
se sklada z papiru a vzduchu. Klasicky papir je i ve vice vrstvach velmi tenky, proto Ize utlum
zpusobeny prostiedim zanedbat. Jednotlivé listy vSak na sebe nedoléhaji zcela presné, takze
vysledny blok papirt bude obsahovat vnitini rozhrani, na kterych bude dochéazet k odrazim.

Kazdy dalsi papir pridéd dvé nova rozhrani a kazdé z nich méa néjaky koeficient propustnosti.
Vyslednd propustnost bloku se tak s kazdym dalsim papirem znovu vynésobi néjakym koefici-
entem. Z toho se da usuzovat, ze celkova prosla intenzita bude exponencidlné klesat s poctem
listt papiru.

Lepenka se bude chovat podobné s tim rozdilem, zZe jeji tloustka uz nebude zanedbatelnd
a zrejmé tak bude dochazet k pohlcovani energie piimo v jednotlivych vrstvach lepenky. Lze

10
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Obr. 2: Zéavislost rozdilu hlasitosti zvuku vici referenéni hladiné na poctu listu papiru pro
frekvenci 8 500 Hz.

ukazat, ze i tento utlum probiha exponenciéulnéE

Papir zrejmé pohlti pouze tu ¢ast zvuku, kterd by prochézela primo pres néj. Zvuk je vsak
zpusoben vlnénim a proto se muze ohybat okolo prekazek. Ohyb je vyrazny tehdy, pokud je
vinova délka srovnatelnd s rozméry prekdzky nebo mensi, coz je v pripadé tohoto experimentu
splnéno. Vzdy tak bude existovat néjakd minimdalni hladina zvuku, kterou bychom nameérili,
i kdyby papir vSechen zvuk odstinil.

Déle si musime uvédomit, Ze veli¢ina, kterou bézné vnimame jako ,hlasitost®, se ve skutec-
nosti jmenuje hladina intenzity a je definovana vztahem

1
L =10log;, (I—) ,
0

kde Jp = 1-107'2W-m~2 je néjaka minimélni slySitelnd intenzita. ZvySeni hlasitosti o 10dB
tak odpovida desetinasobnému zvyseni intenzity zvuku. Vyse jsme odhadli, ze zavislost proslé
intenzity na poctu papiri bude exponencidlni, neboli

I=Ae ",

kde A > 0W-m~2 a a > 0 jsou n&jaké konstanty a n je poéet listit papiru. Potom pro méfenou
hlasitost dostavame

L; = 10log,, (Iée*‘m> = 10log;4(e) (ln (Ié) - an) =B(1-bn),
0 0

coz je linearni funkce.

12https://en.wikipedia.org/wiki/Acoustic_attenuation

11
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Obr. 3: Zéavislost rozdilu hlasitosti zvuku vici referenéni hladiné na poctu listu papiru pro
frekvenci 8 500 Hz bez hodnoty pro 500 listi, prolozend linearn{ funke{ f(z) = an + b.
Koeficienty fitu jsou a = (—0,33 £ 0,03)dB a b = (—9,2 + 1,3) dB.

Postup pri experimente

Ako generator zvuku sme pouzili mobilny telefén. Ako detektor zvuku bolo potrebné zvolit
citlivé zariadenie, preto sme pouzili hlukomer. Hlukomer meria intenzitu zvuku v decibeloch.
Generator zvuku a hlukomer boli polozené tak, aby vzdialenost medzi nimi bola konstantna
a zaroven nie prilis velkd, aby boli vysledky badatelne rozdielne.
Pouzili sme niekolko druhov papiera, pricom sa menila velkost papiera, materidl, tvar a
hriabka. Kazdy papier bol vlozeny medzi generator zvuku — ktory generoval vzdy rovnaku frek-
venciu — a hlukomer. Pre kazdy papier sme previedli 3 merania, ktoré si uvedené v tabulke [l.

V druhé ¢asti experimentu jsme zvuk opét generovali pomoci mobilniho telefonu, ale mérili
jsme ho pomoci mikrofonu a pocitace. Pouzili jsme klasicky kanceldisky papir formatu A4
s plosnou hustotou 80 g-m 2. Z dtivodu velkého mnozstvi list@ papiru byl experiment uspofddan
vertikdlné (nejnize zdroj, nad nim papiry a nahofe mikrofon). Vzddlenost mikrofonu a zdroje
byla konstantni.

Vysledky merania

Generator zvuku vysielal zvuk s frekvenciou 660 Hz. Vzdialenost medzi generdtorom zvuku a
hlukomerom bola 16 mm. Bez tienenia zvuku papierom, hlukomer nameral priemernt intenzitu

12
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90,6 dB so standardnou odchylkou +0,2 dB. Standardna odchylka sa vypoéita podla vztahu

N
u = ZLM—

kde pre jeden druh papiera N je poéet merani, Ly; je tlmend hladina intenzity a L; je priemernd
hodnota tlmenej hladiny intenzity. Namerané hodnoty su v tabulke [l spolu so Standardnou
odchylkou.

Tab. 1: Tlmenie zvuku réznymi typmi papiera.

. d S L[ f[ u Af] u

paprer mm  cm? dB dB_dB _dB dB

kriedovy papier 0,12 623,7 | 86,9 855 86,9 | 8,4 0,5 42 0,6

dva kriedové papiere 0,215 623,7 | 85,4 84,8 84,9 | 8,0 0,2 56 0,3
hladké lepenka 1 0,597 603,8 | 84,9 84,3 84,6 | 84,6 0,2 6,0 0,3
hladké lepenka 2 0,327 621,6 | 85,6 85,1 84,7 | 85,1 0,3 55 04

dvé hladké lepenky 2 0,589 621,6 | 82,5 81,2 81,2 | 81,6 04 9,0 0,5
toaletny papier 0,123 107,0 | 89,8 89,5 89,6 | 89,6 0,1 1,0 0,3

dva toaletné papiere 0,197 1070 | 88,4 89,3 89,4 | 89,0 0,3 1,6 04

tTi toaletné papiere 0,28 107,0 | 83,2 88,4 89,0 | 88,5 0,2 2,1 0,3
lepenka 1 0,28 832,5 | 85,7 86,3 86,1 | 86,0 0,2 46 0,3

lepenka 2 0,538 8325 | 81,8 82,3 83,7 | 82,6 0,6 8,0 0,6

hladké lepenka 3 2,116 700,8 | 71,0 72,2 68,0 | 70,4 1,2 | 20,2 1,2
hladka lepenka 4 0,703 275,1 | 85,9 84,5 853 | 85,2 04 54 0,5
vlnita lepenka jednovrstvova 2,408 307,2 | 85,3 84,7 84,3 | 84,8 0,3 58 0,4
vlnita lepenka dvojvrstvova 554 310,5 | 83,9 84,3 83,1 | 83,8 04 6,8 0,5

V druhém méfeni byla vzdalenost zdroje a mikrofonu pfiblizné 40 cm. Vzhledem k tomu, ze
nés zajimala zavislost hlasitosti na poctu listi papiru, méfili jsme pouze rozdil hlasitosti vici
referen¢ni hladiné intenzity, kterou jsme zvolili nulovou pro nula listi papiru. V tabulce g jsou
vysledky méreni pro frekvence 660 Hz a 8 500 Hz. Tyto hodnoty jsme déle vynesli do logarit-
mického grafu [I| a dale do grafi P a §. V poslednim jmenovaném grafu jsme zobrazili vSechny
hodnoty kromé posledni, abychom je mohli rozumné prolozit linedrni funkeci.

Diskusia

Z merania mézeme pozorovat, ze rézne papiere (typ, hrubka, atd.) zvuk tlmili rézne. Ked po-
rovname tlmend intenzitu jednou vrstvou daného materidlu s rovnakym materidlom ale dvoj-
vrstvovym, tak dvojvrstvovy materidl tlmil zvuk viac. Z merani, kde sme menili pocet vrstiev,
mozeme povedat, ze ¢im hrubsi materidl, tym viac tlmi zvuk. Typ papiera hra tiez velkt ro-
lu, ako sme sa presvedcili, lepenka tieni zvuk inak (lepsie) ako obycajny papier. Je to preto,
ze zvuk je najlepsie pohlcovany pérovitymi materidlmi, obsahujicimi vzduchové vacky (zvuk
je v kontakte s casticami plynu, ktoré moze rozkmitat Tahko a odovzdat im viac energie ako
Casticiam pevnej latky). Z ndsho experimentu pozorujeme, Ze rozny obsah papiera mé bada-
telny vplyv na tlmenie zvuku az pri velkych zmenéich obsahu papiera. Odchylky merania boli

13
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Tab. 2: Namétfené hodnoty rozdilu hlasitosti zvuku vici referencni hladiné pro rizné pocty
listd papiru.

660Hz 8500 Hz

AL AL

" B aB
1 18  —112
2 0,6 —9,2
3 0,1 —49
5 —1,1 42
7 35  —14,6
10 —24  —134
15  —10  —17,5
20  —0,7  —18,1
30  -03  -209
50 12 —27.9
70 1,6 —327
100 1,1 —399
500 03  —539

pri niektorych papieroch vyraznejsie, avsak celkové pozorovanie neovplyvnili. Chyby merania
vznikli kvoli nepresnosti hlukomeru, nepresnému umiestneniu papiera, pouzitiu vSesmerového
mikrofénu (¢ize zachytéval zvuk zo vSetkych stran), vSesmerovému zdroju zvuku a Sumu okolia.
Tieto chyby mozu byt (pri lepsich podmienkach experimentu) odstranené pouzitim smerového
mikrofénu a zdroju zvuku a izolaciou od okolitych zvukov.

Jak muzeme vidét v tabulce E7 pro frekvenci 660 Hz se hlasitost snizila maximalné o jednot-
ky decibelti. Mtizeme z toho usuzovat, ze zvuk se velmi c¢inné ohnul kolem papirové prekazky
a snadno dorazil do mikrofonu, ktery byl navic vyrazné dal od papirt nez v prvni ¢asti méfeni.
Podle grafu [I| se navic zd4, Ze jsme nenamérili jen ndhodné fluktuace kolem nuly, ale Ze je
v datech néjakd pravidelnost. Pravdépodobné je to zpusobeno néjakou netrividlni interferenci
zvukovych vin, které se ohnuly kolem bloku papirti. Bohuzel, vypocet difrakce vinéni na prekédz-
ce neni uplné snadnou zalezitosti, takze namérenou zavislost nemizeme podpoftit teoretickym
modelem.

Pro frekvenci 8 500 Hz uz je situace o néco zajimavéjsi. Vlnova délka zvuku vychézi priblizné
4 cm, coz je vyrazné mensi hodnota, nez jsou rozméry papiru. Difrakce proto nehraje takovou
roli a muzeme tak pozorovat skutecny utlum hlasitosti zvuku. Namérené hodnoty sice nesedi
zcela presné na primce, ale vSechny hodnoty kromé posledni maji zrejmy linedrné klesajici trend,
coz je v souladu s pfedpovédi naseho modelu. To je dobfe vidét v grafu J.

Rozdil hlasitosti pro 500 listd papiru se ndpadné vymyka predchozi zavislosti, takze se zfejmé
projevil néjaky jev, ktery jsme neuvazovali. Opét se nabizi vysvétleni pomoci difrakce vInéni.
Ta sice méla vyrazné mensi vliv, nez v pripadé pro 660 Hz, ale jelikoz se propustnost bloku
papiri neustéle snizuje, musi prosla intenzita dfive ¢i pozdéji klesnout pod hodnotu intenzity
zpusobené difrakci. Potom uz nebude pocet papirt hrat zidnou vyraznou roli, protoze pokazdé
namérime podobnou minimélni hodnotu difrakéniho pozadi.

14
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Vzhledem k tomu, Ze vinova délka byla mensi nez vyska péti set listu papiru, se také mohly
projevit jesté zajimavéjsi jevy typu interference vlnéni na jednotlivych rozhranich papira.

Zaver

Experimentalne sme overili teoretické predpoklady tienenia zvuku papierom, ktoré zavisi na
niekolkych parametroch. Hriibka papiera — hrubsi papier tlmi zvuk lepsie, vrstvenie papiera —
viac vrstiev pohlcuje zvuk lepsie, materidl papiera — rézne druhy papiera tlmia zvuk rozne.
Obsah papiera ovplyviiuje tienenie zvuku, avSak az pri vdc¢Som zmensSeni obsahu je rozdiel
badatelny.

Déle jsme zjistili, Ze pri zanedbani difrakce a interference je titlum hlasitosti zvuku priblizné
pfimo imérny poctu listid papiru, které k tomu pouzijeme. Pokud difrakci a interferenci nelze
zanedbat, vysledky mohou byt jesté daleko zajimavéjsi.

Katarina Castulikovd Jdachym Badrtik
katka.castulikova@fykos.cz tuaki@fykos.cz
Uloha IV.S ... lagrangeovska 10 bodi; primér 6,69; fesilo 16 studentii

V zdvere seridlu ste si urcite vsimli Lagrangidn a diferencidlnu rovnicu, ktoré akoby ,spadli
z neba“ To nie je vobec nahoda, velkou castou tejto seridlovej tilohy bude tieto dve rovnice
odvodit.

1. Ukazte, ze ak mame pohyb castice v lubovolnom centralnom poli, teda v poli, kde potencial

zavisi len na vzdialenosti, bude sa castica zarucene pohybovat len v rovine.
Ndvod: Zostavte Lagrangeove rovnice I1. druhu pre tito situaciu, pouzite pri tom vhodné
zovSeobecnené siranice. Nédsledne bez ujmy na vseobecnosti polozte stradnicu ¥ = 1t/2
a pociatocnu rychlost v smere tejto siradnice nulovii. Zamyslite sa a vysvetlite, preco je
takdato volba v poriadku a nestratime pri nej Ziadne riesenie.

2. Zostavte Lagrangian pre hmotny bod pohybujici sa v rovine v centralnom poli. Mali by
ste dostat ten isty, ako je uvedeny v zavere serialu. Pre tento Lagrangian nasledne néjdite
vSetky intergdly pohybu a pomocou nich najdite diferencidlnu rovnicu prvého radu pre
premennt r. Pre vasu kontrolu, mala by vam vyjst rovnako ako na konci seridlu.

3. Zamyslite sa, ako urcit uhlovi vzdialenost medzi dvoma bodmi na sfére, ak mate zada-
né ich sférické siradnice. Ukazte to napriklad pre hviezdy Betelgeuze a Sirius, ktorych
stiradnice si najdite.

Pomécka: Tato tloha sa da jednoducho vyriesit aj bez znalosti sférickej trigonometrie.

1. V prvej casti mame navod, ako mame postupovat, je teda rozumné sa ho drzat. Najskor
si zostavime lagrangian pre tito ulohu. Kedze sa jednd o centrdlne pole, teda pole so stre-
dovou symetriou, vyuzijeme ju a zavedieme zovSeobecnené sférické siradnice. Vyjadrenie
kartézskych suradnic potom bude

x=rsindcosp,
=rsindsinyp,

z=rcost.
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Oznacenie a vyznam suradnic je ako v seridli. Nasledne ur¢ime jednotlivé kartézske zlozky
rychlosti postupnym casovym derivovanim transformacnych vztahov pre kartézske surad-
nice. Dosadime do vztahu pre kinetickd energiu T, ktory bude
1 .

T = 5m (fQ + 7r29? + r? sin? 194,2;2) .
KedZze potencidl V' zavisi len na vzdialenosti, bude funkciou len zovseobecnenej siradni-
ce r. Lagrangian bude potom vyzerat

1 . ; . .
L= 3m (r2 + r?9% 4+ r? sin® 19(,02) —-V(r).
Teraz zostavime ststavu Lagrangeovych rovnic. Kedze lagrangian nezavisi explicitne na ¢,
zapiseme poslednii rovnicu rovno v preintegrovanom tvare
1%

mi —mrd® — mrsin® 9% + — =0,
dr

2mrid + mr*d — ma® sind cos 9 =0,
mr? sin® Yo =C1.

Chceme ukéazat ze pohyb bude rovinny, potrebujeme preto, aby uhlova stiradnica ¥ ostala
konstantnéd pocas celého deja. V napovede je povedané, ze ju mame na pociatku polozit
rovnd vhodnej konsStante, rovnako ako aj rychlost v tomto smere. Ak zvolime ¢#(0) = r/2
a 9(0) = 0, z druhej rovnice dostaneme

J = sin ¥ cos 9> — @ =0.
Pretoze je ¥ nulovd, nebude sa v dalSom okamziku ¢ menit. A pretoze je nulové i 9,
nebude sa menit ani 9. Obe veli¢iny zostant rovnaké, a preto sa ani ¥ nezmeni.
Teraz si podme v kratkosti odévodnit, preco bola vporiadku volba ¢ = /2 a ¥ = 0. Vy-
plyva to jednoducho z Iubovodle zavedenia kartézskych stradnic. Ak mam dand pociatoént
polohu a rychlost nasej Castice, ni¢ mi nebrani v tom zvolit kartézske stradnice tak, aby
Castica aj vektor jej rychlosti lezali v rovine xy. Pociatok kartézskych stradnic bude teda
v strede nasho centralneho pola a polohovy vektor castice ako aj vektor rychlosti castice
budt lezat v rovine xy, preto bude pociatocné rychlost v smere z nula, a teda nulova aj
v smere ). Ukazali sme teda, ze pohyb bude nutne rovinny.

2. Teraz zostavime lagrangian uz len pre pohyb castice v rovine. Postac¢i ndm pouzit polarne
suradnice
T =rcosy,
y=rsinp.

Lagrangian bude potom pre centralne pole vyzerat

L= %m(f«? Fr25) — V().

Vidime, ze tento lagrangidn nezavisi na stradnici ¢. To ndm vygeneruje jeden integral
pohybu. Dalsi integral pohybu bude zovseobecnena energia. Pouzitim vzorcov na vypocty
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tychto integralov pohybu zo seridlu dostaneme prvy integral pohybu akusi ,,zovSseobecnent
hybnost*
mr?¢ = konst = |

a druhy integral pohybu ,zovseobecnenii energiu“
1 .2 2.2 _
Em(r +r<p)+V(r)—E.

Z prvého integralu pohybu vyjadrime ¢ a dosadime do druhého, ¢im dostaneme diferen-
cidlnu rovnicu prvého radu pre r

P2 2 E—V(r)—L
T m 2mr2 )’

Co je presne rovnica, ktord bola uvedend v texte seridlu.

3. Treti priklad bol trochu na zamyslenie a aj ked mnohy z vas jednoducho pouzili sféric-

ki kosinovi vetu, nezdéraznili sme, ze vyzadujeme iny postup (aj ked sme iny postup
odporucili), nebudi sa samozrejme za tento postup body strhavat.
Je potrebné si uvedomit, ze aj ked hviezdy st od nas v réznej vzdialenosti, pri urcovani
ich uhlovych vzdialenosti uvazujeme, akoby boli vSetky na sfére s polomerom r. Dva body
na sfére, ktorych poloha je zadana v sférickych stradniciach nech st od seba vzdialené na
sfére o uhol a. Ak by sme poznali ich kartézske siradnice, tak by sme vedeli ich uhlovi
vzdialenost jednoducho urcit zo skalarneho siic¢inu ich polohovych vektorov

x-y=|x||ylcosa.

My ale vieme spravit jednoducho prevod medzi sférickymi a kartézskymi stradnicami. Ak
budeme uvazovat body na sfére (hviezdy) vo vzdialenosti r, potom vyuzijic vyssie uve-
denych vztahov na prevod stiradnic a dosadenim do vzorca pre skaldrny stc¢in dostaneme
po vykrateni vzdialenosti r vztah

cos a = sin Y1 cos 1 sin Y2 cos 2 + sin ¥4 sin ;1 sin Y2 sin 2 + cos ¥ cos V2 ,

ktory je vlastne kosinusové veta pre sféricky trojuholnik. Ak to chceme vypocitat pre
hviezdy Betelgeuze a Sirius, musime si spravne premenit jednotky rektaztenzie a deklina-
cie napriklad na stupne (pri rektastenzii je 1 hodina 15°, mintta a sekunda st prislusné
zlomky ako $tandardne). Dalej musime mat na pamiti, ze stradnica ¥ tak, ako je de-
finovand v nasej verzii sférickych sdiradnic, sa meria od pélu sféry, kdezto deklinacia sa
meria od nebeského rovnika, teda ak mé Sirius deklindciu —16,7° jeho siradnica je ¥ =
= 106,7°. Po dosadeni takto upravenych a premenenych siradnic do vztahu odvodeného
vySSie vypocitame, ze uhol medzi tymito hviezdami je priblizne 27,1°.

Jakub Jambrich
jakubj@fykos.cz
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Serial: Keplerovy zakony

Ked na zaciatku 17. storocia Johannes Kepler sformuloval svoje zdkony o obehoch planét okolo
Slnka, dal svetu doposial najlepsi model Slnecnej stustavy. Popisal v nom nielen to, po akych
drahach sa jednotlivé planéty pohybuju, ale aj ako rychlo sa pohybuja v konkrétnom case, teda
v konkrétnej polohe voci Slnku. Kepler ale nepodal ziadne kvalitativne vysvetlenie, preco je
to tak. Jeho zdkony vychadzali ¢isto z napozorovanych dat. Pri¢inu tohto pohybu, gravitacni
silu, ,,objavil“ a fyzikalne popisal az o polstorocie neskor Isaac Newton. Ten nésledne pouzitim
rafinovanej starogréckej geometrie dokézal, ze Keplerove zékony priamo plynu z jeho vlastnych
pohybovych zakonov a zdakona gravitacie.

Pouzitim silnejsicho matematického aparatu a niektorych vysledkov teoretickej mechaniky
(ku ktorym sme sa uz stihli dopracovat v tomto seridli) sa daju Keplerove zdkony odvodit
pomerne rychlym spésobom, navyse dva z nich vo vseobecnejsom a uzitoCnejSom tvare. Pustime
sa teda do toho!

Keplerove zakony

Na zaciatok si pripomenme zavery z minulej Casti seridlu, ktoré ste si mali moznost overit
a dokladne sa s nimi zozndmit v minulej seridlovej tlohe. Majme teda lagrangian telesa pohy-
bujticeho sa v rovine v sféricky symetrickom silovom poli s potencidlom V(7).

1 .2 2.2
L:§m(r + 17 )fV(v")7
kde kvoli symetrii tilohy je rozumné pouzitie radidlne symetrickych polarnych siradnic.

Dalej sme z integralov pohybu tohto lagrangidnu nagli diferencidlnu rovnicu pre stradnicu 7
v zavislosti na celkovej energii £ a momente hybnosti telesa .

22 (. s
" _m<E vir) 2mr2)’

Riesenie takejto rovnice analyticky je mozné, avsak len v pripade , jednoduchého“ potencialu
a len ako funkcia t(r), ktorej invertovanie je ndro¢né, pripadne nemozné. Dokdzeme ale ndjst
tvar trajektorie nasho telesa a to za pouzitia triku — takzvaného Binetovho vzorca. To, preco
u(p) vyhovujice Binetovmu vzorcu riesi nasu rovnicu, si mézte za bodovii odmenu rozmysliet
(vid zadanie seridlovej tlohy). Trik spoéiva v tom, Ze vieme ndjst rieSenie nie pre funkciu r(¢p),
ale pre funkciu u(y), kde u = r~!. Postup spociva jednoducho v tom, %e do Binetovho vzorca,
ktory je

o mdV

d? T2 du’
dosadime potencidl a dostaneme diferencidlnu rovnicu pre u, ktort vyriesime a urc¢ime funk-
ciur(g). V nasom pripade sa jednd o Standardny potencidl gravitacného pola V(r) = —GMm/r,

kde G je gravitacna konstanta, M hmotnost centralneho telesa a m hmotnost testovacieho tele-
sa pohybujiceho sa v tomto potencidli. Tento technicky krok nechdme na vés, niektori z vas si
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precvicia pocitanie diferencidlnych rovnic, ini pracu s Wolframom. Kazdy si sndd z toho nieco

odnesie. Vysledkom je
p

"= 1+ ecos(p)’

kde e je integra¢nd konstanta a p je prevratend hodnota pravej strany Binetovho vzorca

l2
= G

Tento vysledok mé fundamentalny obsah, nakolko sme dostali v§eobecnti rovnicu pre kuzelosec-
ky v poldrnom tvare s pociatkom v ohnisku. Pre rézne hodnoty parametra e (o ktorom ste uz
ur¢ite mnohokrat poculi, jednd sa o numericki excentricitu) dostaneme rozne typy kuzeloseciek.
Rychlo si vieme overit aspori jednu z nich. Ak je e = 0, potom je r(p) = konst, z ¢oho vyply-
va, ze sa jednd o mnozinu bodov s rovnakou vzdialenostou od pociatku, ¢o je presne definicia
kruznice.

Pre e € (0,1) ide o elipsu. To si predstavit Uplne nevieme, ale d4 sa vidiet, ze v tomto
pripade zavisi r na . Extrémny pripad nastane, ked e = 1. Vtedy pre isty uhol ¢ dostaneme
v menovateli nulu, a funkcia bude divergovat - rastie do nekonecna. To je presne pripad, kedy
sa jednd o parabolu, tj. ked teleso, ktoré méa v nekonecne nulovi rychlost, prileti k Slnku
a znova odleti do ,nekonecna®, kde ,zastane“. Pre vacsie hodnoty excentricity sa bude jednat
o hyperbolickt dréahu.

Tymto sa ndm podarilo dokézat prvy Keplerov zakon tak, ako bol formulovany: ,Planéty sa
pohybuji po elipsdch, v ktorych ohnisku sa nachadza Slnko.“ Zaroven sme ale ukdzali, Ze vieme
sformulovat ovela vseobecnejsie tvrdenie o pohyboch hmotnych telies v centralnom gravitacnom
poli, a ze pripad, ktorym st planéty v naSej Slnecnej sustave, je len jedna z moznosti, ako
sa nebeské telesd mozu pohybovat. (Dobrym prikladom pohybu po napriklad hyperbolickych
drdhach st kométy, ktoré sa k Slnku dostanu len raz, pripadne telesd mimo slneénej stustavy,
ktoré sa ndhodou jednordzovo ,zattlaji k ndm*).

Urcite nepocujete prvykrat, ze druhy zdkon je len geometrickou interpretaciou zakonu za-
chovania momentu hybnosti. Pripomenme si pévodni Keplerovu formulédciu: ,,Spojnica Slnka
a planéty opiSe za rovnaké casové intervaly rovnako velké plochy.“

Chceme vlastne ukdzat, Ze plocha opisand za nejaky Cas (nazvime si tito veli¢inu plosnd
rychlost) je konstantnd. Nech za nejaky kratky c¢asovy tsek dt opiSe spojnica planéty a Slnka
plochu dS. Ked je tento cas kritky, planéta vo vzdialenosti r sa posunie o uhol dg, ktory bude
maly. Kedze bude uhol maly, mézeme predpokladat, ze sindp = dy a r(t) = r(¢t + dt), preto
plochu trojuholnika, ktort za ¢as dt opiSe spojnica planéty a Slnka vieme vyjadrit ako polovicu
stéinu dizok dvoch jeho stran a sinusu uhla nimi zovretého

p

ds = %TQdcp.

Po predeleni vyrazu casovym tsekom dt a za predpokladu, ze dany casovy usek a nasledne aj
uhol, o ktory sa posunula planéta, a plocha, ktori opisala spojnica, si velmi malé (formdlne
by sme pocitali limitu, kde tieto premenné idd do nuly), méZeme zlomky % a ‘ji—f vnimat ako
casové derivacie S a ¢. Dostali sme teda vztah medzi plosnou rychlostou a uhlovou rychlostou.

Dalej si staci spomenit, Ze jeden z integrdlov pohybu nasho lagrangidnu bol vlastne zékon

zachovania momentu hybnosti [ v tvare

mr®g = konst = [.
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Vyjadrenim uhlovej rychlosti z tohto vztahu a dosadenim do vztahu pre plosna rychlost dosta-
neme

ds 1

dt — 2m’
Vidime, Ze plosna rychlost je konstantou, ¢im sme dokézali platnost druhého Keplerovho zékona.
Ak si spomenieme, aka je definicia momentu hybnosti, zistime, ze plosna rychlost vébec nezéavisi
na hmotnosti planéty, ale len na jej polohe a rychlosti.

Teraz sme uz len na skok od odvodenia (dokazu) tretieho Keplerovho zikona. Dostaneme ho
jednoducho tak, ze preintegrujeme rovnicu pre plosni rychlost cez cela periédu obehu planéty
ds = ! dt

= 5,dt,
S = ! T
=57
kde T je peridda obehu planéty okolo Slnka. Dosadime za S = nab, ¢o je vzorec pre vypocet
plochy elipsy. Nasledne dosadime zndmy vztah pre malta poloos elipsy za znalosti excentricity

b=ay1—e2.

Celt rovnicu umocnime, aby sme ju zbavili odmocnin, a dostaneme
2 4T[2m2a4 2
72 = A2y
12

Vyraz je uz skoro v tvare, ktory mozno poznite z internetu alebo inej literattary. Staci len
vhodne nahradit niektoré konstanty. Ak vyraz pre konstantu p skombinujeme so vztahom

2
p=a (1 —e ) ,
ktory vieme vypozorovat z vlastnosti elipsy, dostaneme

2
47 3

T2 = }
oM’

Z c¢oho je zrejmé Keplerovo presne 400 rokov staré tvrdenie: ,Pomer druhej mocniny peridédy
a tretej mocniny jej velkej polosy je pre vsetky planéty konstanta.“ Nam sa ale podarilo zistit
aj to, ze tdto konstanta je nejakym ndsobkom hmotnosti ndsho Slnka, pripadne iného telesa
(telies) v ktorého/ych gravitacnom poli sa pohybujeme. Této verzia tretiecho Keplerovho zdkona
sa da pouzit na vypocty, ktoré by bez neho boli omnoho naroc¢nejsie a vyuziva nenarocny
stredoskolsky matematicky aparat. UkdZeme si to na nasledujicom priklade. Ak by sa zrazu
Mesiac vo¢i Zemi zastavil (prestal by okolo nej obiehat), ako dlho by trvalo, kym by Mesiac
spadol na Zem, alebo, lepsie povedané, sa zrazil zo Zemou?

Priklad: Armageddon

Chceme teda uréit cas, za ktory sa zrazia dva telesd o ,porovnatelnych“ hmotnostiach (Zem
je priblizne 81-krit tazsia ako Mesiac). RieSenie absolventa matfyzu by vyzeralo asi tak, ze by
si zostavil diferencidlnu rovnicu, ktord by tento pohyb popisovala, a nasledne by ju numericky
vyriesil, pretoze by zistil, ze analyticky to nejde.
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My sa ale pozrieme na iny postup, a to pouzitie tretiecho Keplerovho zdkona. Ak si pred-
stavime, ze Mesiac a Zem by boli hmotné body a Mesiac by nepadal iplne priamo na Zem, ale
mal by nejakid infinitezimélne malt pociatoéni rychlost kolmi na spojnicu zo Zemou, tak by sa
pri svojom najvac¢som priblizeni telesd nezrazili, ale jedno by obiehalo okolo druhého po elipse,
ktord by mala velmi podlhovasty tvar. (V tomto myslienkovom experimente mdzeme pohyb
Zeme zanedbat a predpokladat, Ze je takd tazkd, ze sa vébec nebude hybat). Pre takito elipsu
samozrejme bude platit treti Keplerov zakon. Pri nulovej pociatocnej rychlosti sa bude Mesiac
pohybovat po priamke. Jeho ,periéda obehu“ je potom dvojnésobok casu, za ktory sa zrazi zo
Zemou.

Dalej je dolezité si uvedomit, o je ,velkd poloos“ jeho trajektérie. Vieme, Ze velkd poloos
je vlastne polovica najdlhsej tetivy, ktord dokdzeme v elipse zostrojif. V nasom pripade ,elipsy
extrémne sploStenej a na tsecku* je dizkou najdlhSej tetivy prave dizka tejto usecky. Velka
poloos je teda rovna jej polovici, to v naSom pripade znamend polovici vzdialenosti Zem-Mesiac.

Posledné dolezité ¢o si treba uvedomit je, ¢o budeme dosadzovat za hmotnost M. Tuto
formu tretieho Keplerovho zdkona sme formulovali pre potencidlové pole budené jednym velmi
hmotnym telesom, ktorého rozmery st vzhladom na rozmery v tlohe zanedbatelné. V sistave
Zem-Mesiac (jednd sa o jednorozmerny problém) je toto pole generované hmotnostou Zeme
a Mesiaca. Oba objekty sa budi pohybovat, akoby ich hmotnost bola zanedbatelna a v ich
fazisku sedel hmotny bod s hmotnostou rovnou stctu ich hmotnosti.

Teraz ostava len dosadit hmotnosti Mesiaca a Zeme a vzdialenost Zeme od Mesiaca (vezme-
me stredni) a dostaneme, ze Mesiacu by spadnit na Zem trvalo priblizne 4,9 dia. V priklade
sme samozrejme pocitali s nulovymi rozmermi telies, v skutoc¢nosti by sa ale samozrejme zrazili
trochu skor. D& sa ale vidiet, Ze to, Ze trasa bola o priblizne 10000 km kratsia, ndm nevadi,
nakolko v poslednych chvilach pred zrazkou sa pohybovali telesd velmi rychlo a vac¢sinu casu
trvalo Mesiacu (ale trochu aj Zemi) prejst prvé ¢asti trajektorie.

Aj ked sa seridl ako celok blizi ku koncu, stdle médme pred sebou dve dolezité kapitoly. Prvi
z nich stihneme este dnes.

Problém dvoch telies

Doteraz sme riesili, ¢o sa deje, ked sa teleso hybe v gravitacnom poli toho druhého, nehybného.
Na zdver sme si spocitali velmi Specificky pripad dvoch telies, ktoré sice mali ,,porovnatelnd
hmotnost“, ale hybali sa po jednej priamke s nulovou pociatocnou rychlostou. Zaroven sme
k rieSeniu pouzili kanén vo forme 3. Keplerovho zédkona, ktory z inak naro¢ného prikladu spravil
priklad stredoskolsky. Teraz sa ale podme pozriet na to, ako popisat pohyb dvoch telies pre
lubovolné pociatocné hodnoty rychlosti a Tubovolny pomer rychlosti.

Cely trik riesenia problému dvoch telies tak, aby to bolo pre nis pohodlné, spociva ako pri
vsetkych prikladoch v analytickej mechanike v spravnom zavedeni stiradnic. Nasim ciefom bude
vyuzit najpouzivanejsi postup matematiky, a sice previest nas problém na uz znamy pripad.
Méme vyriesené, ako sa sprava jedno teleso popisané polohovym vektorom r v silovom poli so
sféricky symetrickym potencidlom (zavislym len na r a nie na priestorovych uhloch).

Taziskova ststava sa vyznacuje vlasnostou, ze celkovd hybnost (v nasom pripade oboch)
telies v tejto sustave je nulovd. Ak pozndme pohybové rovnice jedného z dvoch telies v ich
taziskovej sustave a hmotnost druhého telesa, vieme urcit pohybové rovnice druhého telesa. Toto
je velmi zaujimava vlasnost, a preto sa pozrieme, ako by vyzeral lagrangian dvoch hmotnych
bodov v ich taziskovej ststave.
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Nech maju na zaciatku body polohové vektory r a re. Zavedieme si teda polohovy vektor r
ako vektor ich vzdjomnej polohy (polohy druhého telesa voéi prvému) a vektor R ako polohovy
vektor ich taziska

r=r,—nr,
mir + mara

m1 + ma

kde prvy vztah je zrejmy a druhy vyplyva z definicie taziska, pricom usilovnému citatelovi,
ktory to hned nevidi, odporicam si to overit.

Lagrangian si vyjadrime najprv v premennych r1 a rz, pod ktorymi rozumieme velkosti vek-
torov r; a ry. Postupovat staci intuitivne, bude sa jednat o kinetickd energiu prvého hmotného
bodu v stcte s kinetickou energiou druhého hmotného bodu a vzajomnou potencidlnou energiou
tychto bodov, ktord je z Newtonovho gravitacného zdkona rovna

Gm1m2

V(l’l,fg) = —m .

Lagrangidan bude potom vyzerat
1 . 1 Gmim
L= *777,1"12 + *7’)’12!‘22 =+ 712 .
2 2 ‘l’z — rl\

Teraz si vyjadrime nové premenné ako funkcie tych starych. Po par tpravich dostdvame

ma
n=R— ——r,
mi + ma2
mi
rn=R+ ——
mi + M2

Po dosadeni nasich novych premennych, vzajomnej polohy objektov a polohového vektoru ta-
ziska dostdavame lagrangian v tvare
1 mims .o Gmime

1 )
L== R —
2(m1+m2) +2m1 “+ mo |I"

Na zaciatku sme sa rozhodli pouzit vyjadrenie v taziskovom systéme, lebo sme dufali v nejaké
zjednodusenie lagrangianu. Nase zZelania sa opierali o to, ze taziskova sistava mé isté Specidlne
vlasnosti a preto by mohol lagrangian v nej vyzerat jednoduchsie. Jednou z tychto vlasnos-
ti v tomto pripade bude rychlost taziska R nulové a cely tento ¢len z lagrangidnu zmizne.

Dostédvame teda
1 mima .o Gmimse
= r

_§m1+m2 |r|

’

¢o sa ndpadne podoba na pohyb jedného hmotného bodu v centrdlnom poli. Uz vieme, ze
tento pohyb sa odohrava v jednej rovine. Preto polohovy vektor r nahradime jeho siradnicovou
reprezentaciou v polarnych suradniciach. Zaroven zavedieme pre zjednodusenie zapisu premennd
s ndzvom redukovand hmotnost

mimsa

uim1+m27
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ktori moézeme chépat ako ,hmotnost voci tazisku“ ¢o znie mierne zavadzajico. Zo skiisenosti
viem, ze niektorym ludom pride tato interpretécia uzitoéné a inym nie (ak patrite medzi nich,
tak nato hned teraz zabudnite). Potom dostane lagrangidn tvar

1 /2, 2.2 G (m1+m2)p
L=gu(i*+r°¢%) + . :
¢o uz je standardny tvar lagrangidnu az na konsStanty, ktory vieme riesit z c¢asti o pohybu
hmotnej Castice v gravitacnom poli. Podarilo sa nam teda previest problém dvoch telies na uz
predtym vyrieseny problém, ¢im ho moézeme taktiez povazovat za vyrieseny.

Problémom dvoch telies sme zakon¢ili hlavni ¢ast teoretickej mechaniky. Ak ste to vydrzali
az sem, ste dobri. Ak ste to vydrzali az sem a mate pocit, ze tomu, ¢o ste doteraz a aj dnes ¢itali,
celkom rozumiete, tak ste velmi dobri a vase vedomosti vzhladom na vase oficidlne dosiahnuté
vzdelanie si vysoko nadpriemerné, Statisticky povedané neobvyklé. Toto vam tu teraz pisem,
pretoze si ti pochvalu zaslizite a zaroven dufam, Ze vas tym mozno trochu motivujem neprestat
v mimoskolskych aktivitach, ktoré robite.

Rovnako ako vzdy v pripade otdzok k seridlovym tlohdam alebo textu seridlu ndm nevahajte
napisat mail, zdroven budeme radi za spéatnt vazbu. Doteraz vzdy prisla s rieSenim tlohy, tak
v tom pokojne pokracujte dalej touto cestou.

Zaroven vas chceme v zavere znova trochu navnadit k dalSiemu pokracovaniu seridlu, v kto-
rom si vSetko ¢o sme si doteraz povedali zopakujeme a zaroven si ukdzeme takzvany varia¢ny
princip, ¢o je nieco, ¢o mnohi ludia oznacuju za najelegantnejsiu formuléciu celej fyziky.
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Poradi resiteli po V. sérii
Kompletni vysledky najdete na http://fykos.cz.

Kategorie prvnich rocniki

jméno Skola 12345 PE S IV %“ % %

Student Pilng MFF UK 6 66791012 10 66 100 264

1. Eva Feldbabelovd Katolické gymnézium Tiebic 6 6 6 4 9 - — 31 79165

2. Jiri Kohl Biskupské G, Brno 66649 — 9 — 40 85164

3. Adam Krska G, Mikulov 66632 811 — 42 68128

4. Vojtéch Strdansky G Brno, tf. Kpt. Jarose 66441 —-11 - 32 63100

5. Adam Hustava European School Luxem- 6 6 -7 2 - 8 — 29 74 89
bourg IT

6. Vojtéch Votruba G Jana Keplera, Praha 6462 - - - — 18 59 82

7. Benedikt Bares G Dobruska 6 —-——- - - - 6 76 73

8. Matéj Charousek G Na Vitézné plani, Praha 261 —-- - — — 9 41 56

9. Ales Opl Gymnézium Praha 3 - - - — - - - - = 87 55

10. Eliska Durstovd G, Dvir Kréalové n. L. 4264- 8 — — 24 69 41

11. Barbora Cemanovd G, Park mladeze, Kosice 2 - === - - - 2 47 37

12.—13. Sdra Byskovd G Jana Keplera, Praha - — — — — - - - - 63 33

12.-13. Hynek Jakes Slovanské G, Olomouc 66672 - - 6 33 75 33

14. Adéla Kolembusovd European  School Luxem- — - — — — - - - = 50 29
bourg 1T

15. Filip Zikes G P. Bezruce, Frydek-Mistek — — — — — - - - - 71 24

16.—17. Zuzana Lisztwanovd G J. Stowackiego, Cesky Té- 4 4 — — — — — — 8 75 18

$in

16.—17. Petr Sicho G Jana Keplera, Praha - - — — — - = - - 32 18

18. Meshkat KM RUMC, Dhaka, Bangladesh 4 46 3 - - — — 17 68 17

19. Milan Marek G Neumannova, Zdar n. S. — — — — — - - = - 85 15

20. Kristyna Jencikovd G nam. E. Benese, Kladno 66 -—-—- — — — 12100 12

21. Jan Ptdcek G, Spitslskd, Praha = - — — — — - - - = 58 11

22. Lukds Veskrna G Jana Keplera, Praha - - — — — - - = - 38 8

23.—24. Natdlia Kalinovd G, P. Horova, Michalovce @~ — — — — — - - - =50 7

23.-24. Bianka Tomasc¢ikovd G VarSavsks, Zilina - — — — — - - - = 54 7

25.-31. Jiri Antona G, Spitalskd, Praha = - - — — — - - - =100 6

25.—31. Adam Korbel G, Strakonice 60-—-- - — — 6 50 6

25.-31. Tereza Preclikovd G Dobruska - - - — - - - - - 50 6

25.—-31. Radim Skdla G, Hotovice 6 —-———- — — — 6 100 6

25.—31. Matyds Svoboda G, Mikulov - - - - - - - - = 50 6

25.-31. Adam Sebesta Masarykovo G, Plzen - — — — — - — - —100 6

25.-31. Jan Surdr G, Spitslska, Praha = - — — — — - - - =50 6
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Kategorie druhych rocniki

jméno Skola 12345 P E S IV %“ % =
Student Pilny MFF UK 6 6 679101210 66 100 264
1. Robert Gemrot G Komenského, Havifov 66677 812 — 52 81206
2. Martina Dankovd Klasické a Spanélské G, Brno 6 6 6 7 — — 12 — 37 88 155
3. Patrik Kaspdrek Katolické gymnézium Tiebic 6 6 6 2 — — 9 4 33 66 146
4. Sona Husdkovd G, Ceskolipska, Praha 446221012 — 40 71 140
5. Lubor Cech G Brno, tr. Kpt. Jarose 42 -22 510 3 28 53127
6. Adam Mendl G P. de Coubertina, TAbor 46 — - - — 6 5 21 78117
7. Elena Chocholakova G L. Svobodu, Humenné 666 -——- —10 — 28 88113
8. Marco Souza de Joode G Nad Stolou, Praha 4262—- —-10 3 27 63111
9. Tomds Tuleja G L. Svobodu, Humenné 666 -- - 7 - 25 91 81
10. Jan Klivan G, Da¢ice - === = - - - - 63 64
11. Radek Lacko G Komenského, Havifov =~ — — — — — - - - — 65 47
12. Daniel Perout G Brno, tf. Kpt. Jarose 64-—-- - — 2 12 60 45
13. Martin Polydcsko G Alejova, Kosice 666 -—- — — — 18 75 33
14. Lucia Gintnerovd G Sv. Frantigka, Zilina 66 -—-- - — — 12 9/ 30
15. Jarmila Terpdkovd G L. Svobodu, Humenné - — — — — - - - = 82 28
16. Karolina Letochovd G, Sternberk - - — — — - = = - 51 26
17. Jan Cerverian G J. Pivecky, Slavicin - — — — — - - - = 52 23
18. Sdrka Stépdnkovd G J. Ressela, Chrudim - — — — — - - - = 63 19
19. Matéj Dvorak G Jana Keplera, Praha ~  — — — — — - - - = 72 18
20. Laura Hanouskovd G J. Wolkera, Prostéjov 4--1- 4 - - 9 31 12
21. Gabriel Séurka SpMNDaG, Bratislava - — — — — - - - = 53 10
22.—23. Daniel Czinege SPS chemické, Ostrava - — — — — - — = = 47 9
22.—23. Kristyna Chlupicovd G J. Ressela, Chrudim - — — — — - - - =50 9
24. Vojtéch Janota G, Strakonice 00— - - - - - - - =47 7
25. Frantisek Kris Masarykovo G, Plzen @~ - — — — — - - - = 27 6
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Kategorie tretich rocniki

jméno Skola 12345 P E S IV %“ % =
Student Pilng MFF UK 33679101210 60 100 240
1. Viktor Materna G Brno, t¥. Kpt. Jarose 33-791111 — 44 92197
2. Jaroslav Herman G Brno, tf. Kpt. Jarose 33679 5 510 48 76 182
3. Jakub Jobus G Jura Hronca, Bratislava 33672101110 52 75180
4. Martin Schmied G, Jihlava 32642 5 710 39 74177
5. Radka Krizovd G J. Heyrovského, Praha 33679 8 910 55 83157
6. Jaroslav Scheinpflug G Jirovcova, Ceské Budéjovi- 3 2 6 2 8 7 8 7 43 68 152
ce
7. David Komdnek G, Spitalska, Praha 33579 910 — 46 78150
8. Jan Benda G, Litoméricka, Praha 3267 -10 - 4 32 88148
9. Jakub Strnad Klvanovo G Kyjov 33678 6 9 42 62 124
10. Jiri Zelenka G Z. Wintra, Rakovnik 31 --2 6 9 — 21 61105
11. Martin Vavrik G, Sumperk - - - - = - - - = 87 95
12. Veronika Hendrychovd G, Turnov 31672 - 8 - 27 65 76
13. Lukds Hronek G, Pisek - = - - - - - 8 8 96 55
14. Jan Divila G, Lesni ¢tvrt, Zlin 0 — — — — — - - - = 52 52
15.—16. Ronald Dobos G Postovd, Kosice - — — — — - = = - 85 51
15.—16. Pavla Rudolfovd G, Videnska, Brno = — - - — — - - - = 91 51
17. Samuel Jankovych G Hubeného, Bratislava 33645 71110 49 82 49
18.—19. Matéj Holubicka Zemeédélska akademiea Gym- 1 3 3 2 - - - - 9 b4 37
nazium
18.—19. Jan Oboril Klasické a Spanélské G, Brno — — — — — - - - = 74 37
20. Jakub Pravda SpMNDaG, Bratislava - — — — — - - - — 67 34
21. Katerina Barotovd G, Olomouc-Hej¢éin - — — — — - - - = 60 28
22. Matej Kratky PORG, Praha - — — — — - - - =71 27
23.—24. Petra Pdlkovdcsovd G, Nové Zdmky - — — — — - - - = 38 23
23.—24. Viclav Zvonicek G Brno, tf. Kpt. Jarose @~ - - — — — - - - = 72 238
25. Josef Poldsek G Jana Keplera, Praha - — — — — - - = — 48 22
26. Rachel Johnson Richardson High School, USA - — — — — - - - = 42 21
27. Milan Tichavsky Slezské G, Opava ~ — — — — — - - - = 67 20
28.—29. Krystof Jasensky G, Lesni ¢tvrt, Zlin 0 — — — — — - - - = 45 19
28.—29. Jan Vondra G Tyn nad Vltavou - - — — — - 7 - 7 51 19
30.—31. Minh Khoi Ho Hanoi - Amsterdam HS, Viet- — — — — — - - - = 76 16
nam
30.—31. Filip Zukal G, Blansko - - - - = - - - - 27 16
32. Ewa Vochozkovd Biskupské G, Brno ~===0— - - — — - - - - 62 13
33. Dominika Kodlovd PORG, Praha - - — — — - - - = 29 11
34. Daniel Krdatky G, Trutnov. = - - = = - - - = 59 10
35.—36. Katerina Roupovd G, Blansko - = - - = - - - - 23 9
35.—-36. Zuzana Simdckovd NLCS, London, UK 11-7- - - - 9 69 9
37. Erika Zitniakovd Evanjelické G, Banskd Bystri- — — — — — - - - = 23 5
ca
38.—39. Lucia Krajcéoviechovd G Jura Hronca, Bratislava  — — — — — - - - = 67 4
38.—39. Martina Pivkovd Evanjelické G, Banska Bystri- — — — — — - = = = 40 4
ca
40. Katerina Vokdlovd G, Kolin 2 - -——-——- - - - 2 67 2

26



Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK

ro¢nik XXXII

¢islo 5/7

Kategorie Ctvrtych rocnikii

jméno Skola 12345 P E S IV %“ % =
Student Pilng MFF UK 33679101210 60 100 240
1. Martin Vanék G, Vysoké Myto 336791112 8 59 95186
2. Katerina Rosickd G J. Ortena, Kutna Hora 32676 - - 7 31 87138
3. Ivan Huddk ESS, Lip. Mikul4s 32679 - - — 27 93130
4. Jir{ Blaha G, Uherské Hradiste =~ — — — — — - - - = 82 84
5.—6. Vojtéch Ulman G Jaroslava Seiferta, Praha — — — — — - - - 47 80
5.—6. Leonardo Wimmer Colégio pH, Tijuca, Brazil - - — — — - - - - 82 80
7. Marie Grunovd G, Moravsky Krumlov =~  — — — — — - - - = 57 78
8. Michal Jiza G, Benesov 33-3-4 9 — 22 58 76
9. Filip Konarik G F. Palackého, Val. Mez. 336 -7 - - - 19 91 72
10. Kristian Matustik G, Benesov 33—-—-——-5 8 — 19 47 70
11. Jindrich Jelinek G, Olomouc-Hej¢in - — — — — - - = 108 65
12. Matej Mosko G Grosslingova, Bratislava - — — — — - - - = 70 59
13. Vojtéch Klimes G, Trebon - = = — — - - - 67 40
14. YUQING XU ARIA Dulles High School, USA - — — — — - - - - 63 38
15. Tomds Drobil G, Da¢ice - == - = - - - = 72 36
16. Jindrich DusSek G Jana Keplera, Praha - - — — — - - - 57 384
17. Tadeds Wilczek G F. Zivného, Bohumin - — — — — - - - 73 32
18. Marek Jankola G M. Hattalu, Trstenda — — — — — - - - - 71 27
19.—20. Andrej Rendek G, Dubnica n. Vahom 33 —-———- - — — 6 36 24
19.—20. Jakub RizZicka G, Nymburk - — — — — - - - 63 24
21. Tereza Prokopovd G Jura Hronca, Bratislava - - — — — - - - = 8 23
22. Katerina Charvdatovd G B. Némcové, HK - — — — — - - - 79 22
23. Karel Balej G a SOS, Rokycany ~ — — — — — - - - 100 17
24. Miroslav Horskyj G, Ceskolipskd, Praha - — — — — - - - 52 16
25. Dominik Majkus G Na Vitézné plani, Praha - — — — — - - - 46 13
26. Jaromir Sladkovsky PORG, Praha 3333~ - - - 12 63 12
27. Bibidna Hroncovd G Postova, Kosice @ = — — — — — - - - 92 11
28.-30. Bernadeta Marikovd G, Cesky Krumlov - — — — — - - - 56 9
28.-30. Stépdn Tichy G, Jateéni, Usti nad Labem - — — — — - - - = 48 9
28.—30. Marie Varndkovd G Botiéska, Praha 00— — — — — - - = - 50 9
31.—32. Vratislav Besta G, Olomouc-Hejéin - — — — — - - - 33 6
31.-32. Marek Talir G, Cesky Krumlov - — — — — - - - 60 6
33. Marek Bozon G, Karvina - - - - = - - - - 48 3
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FYKOS

UK, Matematicko-fyzikalni fakulta
Ustav teoretické fyziky

V Holesovickach 2

18000 Praha 8

www: http://fykos.cz
e-mail: fykos@fykos.cz

FYKOS je také na Facebooku 3
http://www.facebook.com/FYKOS

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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