Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ReSeni XXXII.IIL5

Uloha IIL5 ... bodova 8 bodii; priamér 5,32; Fesilo 22 student

Uvazujme hmotny bod umistény v jednodimenzionalnim prostoru. Jeho pocatecni pozice i rych-
lost je nulovd. Bod se dokdze pohybovat s libovolnym zrychlenim z intervalu [—a , a]. Nazvéme
M (t) mnozinu vSech moznych stavii (z,v) takovych, Ze bod se v ¢ase t miize nachdzet na pozi-
ci x s rychlosti v. Sestrojme graf zavislosti v na x v ¢ase t. Mnozina M (t) v tomto grafu vytvor{
plochu S(t). Analyticky popiste kfivky ohranicujici S(t).
Bonus Najdéte funkéni zavislost obsahu S(t).

Jdchym chtél jistou trividini ulohu resit jako specidlni pripad této.

Nejdiive podotknéme, ze pokud je mozné néjakého bodu (z,v) dosdhnout v Case t, zFejmé
je mozné ho dosdhnout i v jakémkoli vétsim case tim, ze se pred zacdtkem pohybu budeme
odpovidajici ¢asovy rozdil pohybovat s nulovym zrychlenim. Z toho vyplyva, Ze mnozina M se
v Case pouze zvétsuje.

Zvolme néjaky konkrétni cas t. Nyni si predstavme, ze se po celou dobu od pocatku do
Casu t pohybujeme pouze se zrychlenim a. Neni tézké spocitat, ze dosdéhneme rychlosti vmax =

= at a polohy
1

2
Tmax = —at” .

2
Toto je zfejmé nejveétsi rychlost a ziroven nejvétsi vzdalenost, které muzeme v daném case
dosahnout, takze musi byt soucasti okraje mnoziny. Obracené, nejdale v zaporném sméru se
miuzeme dostat do bodu ve vzdéalenosti Tmin = —Zmax S rychlosti Umin = —VUmax-

Daéle zkusme najit, jakou nejvétsi rychlost mizeme mit na soufadnici x. Pro kazdy bod
0d Tmin dO Tmax tak najdeme horni hranici mnoziny pro rychlost bodu. Situace je zrejmé
symetrickd vuci soucasné zméné znaménka u rychlosti a polohy, takze dolni hranici rychlosti
najdeme pouhym bodovym zrcadlenim vysledku vzhledem k pocéatku.

Abychom pti pohybu z klidu dosdhli néjaké rychlosti, musime zrychlovat a pfi tom nutné
urazime néjakou vzdalenost. Mizeme si rozmyslet, ze pokud bychom se pohybovali s mensim nez
maximalnim zrychlenim, jakékoli rychlosti bychom dosdhli na vétsi vzdalenosti nez v pripadé
pohybu s maximalnim zrychlenim. Jinak feceno, chceme-li na co nejkratsi vzdalenosti dosdhnout
co nejvétsi rychlosti, musime se pohybovat s maximalnim zrychlenim.

Snadno spocitame, ze pro zrychleni z nuly na v musime urazit vzdalenost

U2

Ar = —.
. 2a

Jakou maximéalni rychlost tak mtizeme mit napriklad v pocatku, tedy v bodé x = 07 Jednoduse
musime nejdiive zrychlovat na opacnou stranu, ¢imz se dostaneme do zadpornych hodnot osy x.
Potom mizeme zacit zrychlovat v kladném sméru, ¢imz se postupné vratime zpét do pocatku,
tentokrat uz s kladnou rychlosti v.

Nyni zase vyvstava otdzka, jak se v co nejkratsim case dostat co nejdale od pocatku,
abychom se pak mohli vratit s co nejvétsi rychlosti? Odpovéd je stejné prostd, jako cely zby-
tek tlohy — pohybem nejdiive s maximalnim zapornym zrychlenim a hned poté s maximalnim
kladnym zrychlenim.

Pojdme konecné tivahy vyse prepsat do rovnic. Pro dany cas t si zvolime bod = a maximalni
rychlost, kterou v ném mizeme mit, oznacime v. Po ¢as t1 budeme mit zrychleni —a a po dalsi
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Cas t1 zrychleni a. Tim dosdhneme bodu (y,0). Odtud se budeme pohybovat se zrychlenim a
po dobu t2 a koneéné dorazime do bodu (z,v). Dostdvame rovnice

1 1
Y= —7at? + (—at? + aat%) = —at? ,

2
1
—y = —at
r—y 2@2,
v =ata,
t =2t +to.

Zndme a, ¢t a x, neznadme v, t1, ta a y. Ctyfi rovnice pro étyfi nezndme jsou presné tolik co
potiebujeme, abychom si z nich vyjadrili v. Nicméné zjistime, ze se neobejdeme bez odmocnin.
Néam ale stac¢i najit vztah pro hrani¢ni body v Case t, teda zbavit sa pomocnych nezndmych t1,
t2 a y. Dostat mizeme naptiklad rovnici
T = ﬁ (1)2 + 2vat — a2t2) .
Coz je samoziejmé parabola. Jeji osa je rovnobézna s osou z, kterou parabola protina v bo-
dé (z1,0), kde
1

1 = ——at?
1 1 )

coz je nejvzdalenéjsi bod v zaporném sméru, kam se muzeme dostat s nulovou kone¢nou rych-
losti. Odtud vede hranice az do bodu (Zmax, Umax ), ktery jsme uréili diive. Parabola samoziejmé
pokracuje i dal, tam vSak nemd fyzikdln{ smysl (pfislusny cas t1 by vySel zdporny). Nicméné
stale jesté jsme nenalezli druhou hranici mnoziny od bodu (Zmax, Umax) Zpét na osu z.

Pokud se budeme pohybovat polovinu ¢asu ¢ se zrychlenim a a druhou polovinu se zrychle-
nim —a, skon¢ime opét na ose x, tedy s nulovou rychlosti, na souradnici

1 /t\? 1 o 1 [/t\? 1 5
“—5“(5) +(4“t_2a(2) =37

Bod (z2,0) tak zfejmé predstavuje nejvétsi vzdalenost, kam se mizeme od pocdtku na ose x
dostat. Hranice mnoziny musi vést z bodu (Zmax, Umax) do bodu (z2,0).

Nyni stojime pfed podobnym problémem jako v prvni ¢asti reseni — snazime se najit nejmensi
rychlost, kterou muzeme mit pro dané x mezi 2 a Tmax. Jednodussi vsak bude opacny postup
— zkusme pro danou rychlost mezi 0 a vmax najit nejvétsi z, do kterého se miizeme v case ¢t
dostat.

Jisté je pravda, ze maximalniho x dosdhneme tehdy, pokud se v kazdém bodé trajektorie
budeme pohybovat s nejvétsi rychlosti, s jakou to bude pravé mozné. Zacnéme tedy zrychlovat
se zrychlenim a, a to az do Casu 7. V Case T naopak zacnéme brzdit se zrychlenim —a, takze
v case t budeme mit rychlost v. Prvni ¢ast drahy se pohybujeme s maximalnim zrychlenim
a tedy i maximalni moznou rychlosti. Naopak ve druhé ¢asti brzdime nejvice jak to jde, a tedy
kdybychom méli jesté o néco vétsi rychlost, uz bychom to do ¢asu ¢ nedokézali ubrzdit na
rychlost v.

Jednoduchou tvahou jsme ukézali, Ze tento zptisob pohybu ndm pro danou koncovou rych-
lost v zajisti nejvétsi moznou urazenou vzdélenost. Opét dostavame sadu rovnic

T = %U,TQ—F (a7‘(t—7’)—%a(t—7‘)2> ,

v =ar—a(t—7)=a(21—1t).
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Nyni méame jen dvé nezndmé, a sice x a 7. Mlzeme si tak vyjadrit

T = ﬁ( 2t2+2vat—v2) .

Pokud nédm tento vysledek ptijde povédomy, tak zcela opravnéné. Jedna se o parabolu, kterd
nam vysla jiz v prvni ¢asti, bodové prevracenou podle pocdtku. Jak jsme zminili vyse, ze
symetrie situace vyplyva, ze tato parabola tvori dolni hranici mnoziny od bodu Zmin do bodu
T2, zatimco prvni parabola vytvari dolni hranici od bodu Zmin do bodu ;.

Abychom shrnuli predchozi ivahy, mnozina vsech bodt, ve kterych se muzeme v case t na-
chézet, je ohranicend dvéma parabolami, bodové symetrickymi vici pocatku. Jejich analyticky
predpis je

T = ﬁ (v2 + 2vat — a2t2) s

1 /99 2
T = g(a t° + 2vat —v ) .
Pro tplnost dodejme, ze pro kazdy bod uvniti ohrani¢eného prostoru muzeme najit takovy
Cas 7, ze T < t a zaroven dany bod lezi na jedné z hranic¢nich parabol pro cas 7. To je podle
vibec prvni poznamky tohoto reseni dikazem, ze celd plocha nem4 zadné vnitini hranice kolem
oblasti, které by do hledané mnoziny nepatrily, ale zaroven by byly uvniti vnéjsich hranic.

A

X2 ' Tmax

VUmin

Obr. 1: Hranice vysledné mnoziny M v néjakém case t.
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Bonus

Pokud jste to docetli az sem, tak jisté tusite, ze bonus je jiz jen trividlni zalezitosti. Staci vhodné
zvolit podle ¢eho integrovat, abychom si zbytecné nepridélavali praci. Definujme prvni parabolu
jako z = f1(v) a druhou jako z = f2(v). Potom pro obsah plochy S zfejmé plati

S =2 o (fo(v) = fi(v))dv = L (a®t* —v®) dv = Llaze, - Gl =2
o o a 3 3

a
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