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Serial: Elektro-triky

Uvod
Tento dil seridlu je zaméreny na tipy a triky pro feseni elektrickych obvodia a nékterych tloh
v elektrostatice. Za¢neme ale s obecnym fesenim nekonecnych problémi, které se muze hodit
i jinde. Ukédzeme si, Ze je mozné vyuzit Gausstv zdkon i v gravitacnim poli, pouze s jinymi
konstantami. Ackoli je dstfednim tématem tohoto dilu elektfina, rozhodné to neni jediné téma.
Pro dalsi ¢teni doporucujeme knihovnicku Fyzikdlni olympiddy. Téchto témat se tykaji
zejména M. Jaresova: Elektrické obvody (SteEjnosmérny’ proud)! a P. Sedivy: Obvody stridavého
proudu s linedrnimi jednobrany a dvojbranys

Matematické hratky s nekoneCnem

Nez se vrhneme na samotné nekonecné obvody, mohli bychom se podivat na matematickou
stranku véci. Uvédomme si zédkladni princip, ktery se v téchto tlohéch uplatnuje a diky kterému
jsou tyto ulohy daleko jednodussi nez stejné tlohy s konec¢nym poctem prvkia. Kdyz uz se vam
néco ,stejné zopakuje“ trikrat ¢i ctyrikrat, zacénete si snad sami ¢asem ftikat: ,,Proc¢ to tam
radéji neni nekonecnékrat?

O jaky princip jde? Pokud mame néco nekonecnékrat, tak je to to samé, jako kdyz to mame
nekonecnékrat a jesté jednout Mozné to stile zni docela divné. Proto se podivejme na néjaké
matematické priklady. Jakou hodnotu m4 naptiklad tato nekone¢nd soustava odmocnin?

T = 1+\/1+\/1+\/1+\/ﬁ

Na prvni pohled tézko fict. Mohli bychom zkouset postupné ¢im dél tim vice koneénych prvki.
Tedy muzeme zacit

s =Vi=1, 22=V1+VIi=v2=1414, z3=\1+V1+Vi=V1+v2=1554.

Tato metoda muze vést ke spravnému vysledku, pokud fada konverguje. Jinak feceno, pokud

se limitné blizi k néjakému konkrétnimu cislu. Je ale vidét, ze jde o hodné pracny zpusob. Také

jen tézko odhadneme, jaké by mélo byt presné feseni tilohy pro nekoneéné mnozstvi prvki.

Pokud bychom pokracovali dale, po osmém kroku bychom zjistili, ze pfi zaokrouhleni na Ctyti

platné cifry ndm uz vysledek zustava stejny. Ale tézko ovéiime, zda to bude platit pro nekoneéné

mnoho dalsich prvki této rady. Mizeme pouzit kalkulacku, ale ta také brzy prestane stacit.
Trikové feSeni spociva v tom, Ze si uvédomime, Ze miZzeme psat

r=+vV1+ax,

thttp://fyzikalniolympiada.cz/texty/elobvody.pdf

2http://fyzikalniolympiada.cz/texty/stprl.pdf

3Piipadné jesté dvakrat. Nebo znovu koneéné-krdt. Dokonce i nekoneéné-krat. Ale pri vypoctech si to
nebudeme zbytec¢né komplikovat, vétsinou je nejrychlejsi pridat si pravé jeden prvek.



http://fyzikalniolympiada.cz/texty/elobvody.pdf
http://fyzikalniolympiada.cz/texty/stpr1.pdf
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coz je skrytd kvadratickd rovnice. Tu briskné vyiesime

1++5

m2:1—|—:p = 22 —x—-1=0 = T2 = D)

Protoze odmocnina je definovdna jako kladné ¢islo, sprdvnym fesenim bude koren s + (v pfipadé
opacné definice by feSenim byl kofen s —). Vysledkem je tedy = = (1 + \/5) /2 = 1,618. Toto
Cislo se nazyva zlaty rez, obvykle se znaci ¢ a najdeme jej na mnoha mistech v prirodé.
Stejny postup muzeme pouzit naptiklad u nekonecnych fetézovych zlomku
1 1
y = 1 = )
14— 119
1
+ 14+

-1++5

3 .
V tomto pripadé vyhovuji obé feSeni. Nicméné, pouze to s + je stabilni. Sami si vyzkousejte,
ze pri malé vychylce se feseni s 4+ po nékolika iteracich opét vrati k ptivodni hodnoté, zatimco
feSeni s — bude ¢im dél tim vic kolisat. Spravné feseni je podminéno tim, ze k nému vyraz
konverguje, kdyz jde pocet zlomki do nekonecna. To spliiuje pouze y = (\/5 - 1) /2 = 0,618.
Shodou okolnost{ je to opét ¢islo se vztahem ke zlatému fezu, konkrétné y = — 1 iy = 1/¢.

v +y—1=0 = Yi,2 =

Shodnost potenciali

vvvvvv

dvé mista v obvodu, kterd maji stejny potencial, nepotece mezi nimi zadny proud.

Podivejme se, co to znamend pro podminku na jedno z nejjednodussich moznych usporadani
rezistoru, kterou mizeme mit. Mame dvé varianty zapojeni, a to zapojeni po dvojicich paralelné
(obrazek [If) a druhé, kde priddame jesté pricku, kterd nemd odpor (obrézek ).

R }—{ Rp
Re | Fo

Obr. 1: Prvni zapojeni.

Ra |+ BRp
R

Obr. 2: Druhé zapojeni.
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V prvnim pripadé uréime odpor snadno jako

(Ra+ Rp) (Rc + Rp)
Rs+ R+ Rc+Rp

R. =

V druhém ptipadé je to
RasRc RpRp

" Ra+Rc Rp+Rp’
Jak vidime, obecné ndm mohou vyjit rizné velikosti celkovych odpori. Pokud bychom si ale
s vyrazem chvili hrali, tak si uvédomime, ze pokud plati

Ra _ Re
Rz Rp’

Rs

pak budou vyrazy shodné. Tedy napiiklad, pokud vyjddiime Rp = RpRc/Ra a dosadime,
dostaneme

(RA+RB)(RC+RC§—§)_ %(R,24+RARB+RARB+R%) _
Ra+Rp+ Ro+ Rof2 g7 (R4 + RaRp + RaRc + RpRc)

__ Rc(Ra+Rp)®  Rc(Ra+Rp)  Ra+Rs
(Ra+ Rc) (Ra+ RB) Ra+ Rc 1+% ’
n_ RaRc RpRc#E RaRc RsRe
5 _ _

~ Ra+tRe RB+RC%7RA+RC Rs+Rc

_ Rc(Ra+Rp) _ Ra+Rs
Ra+ Rc 1474 '

Sice jsme podminku nedostali analytickym postupem, ale pokud ji odhadneme a ovérime, ze
pri ni plati to, co potfebujeme, tak nemusime fesit, odkud se vzala.

Tuto zdménu, kde si priddme ¢i odebereme néjaka vodiva spojeni, muzeme s vyhodou pouzit
predevsim ve slozitéjsich tlohach. Napriklad si jde takto zjednodusit feseni ilohy FYKOSu 22-
VI-1¥ kde se urcoval odpor n-dimenzionalni draténé krychle mezi nejvzdalenéjsimi vrcholy.

Prevody zapojeni trojihelnik — hvézda

V komplexnéjsich obvodech, kde si nevysta¢ime s pouhym jednoduchym sériovym a paralelnim
zapojenim, se ndm muze hodit transformace trojihelnik — hvézda a zpét. O co jde? Pokud méme
mezi néjakymi tfemi uzly v obvodu t¥i rezistory zapojené do hvézdy (viz obrézek ), pak toto
zapojeni je ekvivalentni dobfe zvolenym odporim zapojenych do trojihelniku (viz obrizek H).
Pokud si zvolime oznaceni, kde je rezistor ve strané trojuhelniku oznacen stejnym indexem jako
protilehly paprsek hvézdy, pak se daji vztahy i snadnéji zapamatovat® Plati

TBTC

Ra=rp+rc+ ,
TA

“https://fykos.cz/_media/rocnik22/ulohy/pdf /uloha22_6_1.pdf
5Napiiklad oproti srovnani se vztahy uvedenymi v knihovniéce FO.


https://fykos.cz/_media/rocnik22/ulohy/pdf/uloha22_6_1.pdf
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_ ReRc

Rs+Rp+Rc’
V obou vztazich samoziejmé plati cyklickd zdména. Pficemz pro odpory mezi dvéma uzly
(napf. 1 a 2) mdme

TA

Ra+ Rp
Ra+ Rg+Rc’

kde opét plati cyklickd zdména (s upgradem, ze musime cyklit i 123).

Ri2=ra+7rp=Rc

1

3 2

Obr. 3: Zapojeni ve tvaru hvézdy.

35 e

Obr. 4: Zapojeni ve tvaru trojuhelniku.

Princip superpozice

V elektrickych obvodech i v elektrickém poli se uplatnuje princip superpozice, ktery jsme jiz
zminovali. Konkrétni aplikaci mohou byt nekonec¢né elektrické sité. Naptiklad ctvercova sit, kde
mé kazdy dratek odpor R. Pak je odpor mezi sousednimi uzly R/2Y Pokud méme trojihelniko-
vou sit, kde z kﬁidého uzlu jde Sest hran do sousednich uzll, odpor mezi sousednimi uzly bude
analogicky R/3"

8Viz priklad 8 v Elektrickych obvodech v knihovni¢ce FO.
"Viz tloha EG ve FYKOSim Fyziklani 2018.
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Zrcadlovy naboj

Zrcadlovy néboj je metoda vyuzivand v elektrostatice. Pouzit ji mtzeme, pokud umistujeme
elektrické ndboje do blizkosti uzemnéné desky. Uzemnéni znamen4, Ze je na ni nulovy potencial.
Tim, ze k ni priblizime néboj, zpisobime zménu potencidlu. Deska na to reaguje tak, ze ze zemé
prijme ¢i do ni odevzda elektrony, které na ni opét vynuluji potencidl.

Tomuto jevu se iika elektrostatickd indukce. Vysledné elektrické pole bude souctem pole
puvodniho ndboje a pole od indukovaného nédboje. Pfesny vypocet vypada velmi obtizné, ale
nastésti mame k dispozici trik. Vyuzijeme toho, ze elektrostatické pole je jednoznacné urceno
svymi okrajovymi podminkami. Jinak fe¢eno, pokud najdeme pole, které dava na okraji néjaké
oblasti takovy potencial, jaky tam ma byt, nasli jsme skutecné pole v dané oblasti.

Nyni si predstavme dva stejné velké opacné naboje. Snadno spocitdme potencial vysledného
pole. Pokud jeho hodnotu v nekonec¢nu polozime rovnou nule, zjistime, Ze je nulovy také v roviné
dané body, které jsou od obou naboju stejné daleko. Tim jsme ale nasli pole, které presné
odpovida nekonecné velké uzemnéné desce, neboli roviné s nulovym potencidlem.

Z téchto tvah vyplyva, ze kdyz umistime nad uzemnénou desku bodovy néboj, vysledné pole
bude souc¢tem pole skute¢ného niboje a pole od jeho obrazu, tedy od stejné velkého opac¢ného
naboje, ktery se nachazi na druhé strané desky, pricemz je od ni stejné daleko. Tento naboj je
samoziejmé pouze imaginarni, ve skutecnosti je pole generovano niabojem, ktery se indukuje
primo na desce.

Na zakladé tohoto muzeme velice jednoduse urcit silu, kterou je naboj pritahovan k desce,
jako silu, kterou na sebe ptisobi tyto ndboje. Dalsi ukdzkou aplikace tohoto principu miuze byt
tloha FYKOSu 22-VI-2 — aték z koule®

Oblast na druhé strané desky je ohranic¢end nekonénem a deskou. Na celé hranici této oblasti
je tak nulovy potencidl a to dokazeme trivialné splnit nulovym elektrickym polem. Tim jsme
dosli k zavéru, Ze nekonecna uzemnénd deska dokonale stini elektrické pole.

Gaussiiv zakon

Dalsi metodou, kterou pouzijeme v elektrostatice ¢i v gravitacnim poli, je Gaussuv zdkon. Ten
nam dava vztah mezi intenzitou pole vychézejici z povrchu néjaké oblasti a ndboji uvniti dané
oblasti. Za¢neme s obecnym vztahem pro elektrostatiku ve vakuu

/ Eas=%,
av €o

kde V' je ndmi vybrany objem ohranic¢eny dvourozmérnou plochou, kterou zna¢ime 0V — takto
se obvykle znac¢i hranice mnoziny= Integrujeme intenzitu elektrického pole E pies plosné ele-
menty dS = ndS, kde n je normalovy vektor k plose dS. Skaldrni sou¢in mé vyznam priamétu E
do sméru n. Uvedeny vzorecek plati obecné pro libovolné komplikované plochy s tim, Ze nesmite

8https://fykos.cz/_media/rocnik22/ulohy/pdf/uloha22_6_2.pdf

9V obecném piipadé plati
/ D-dS=Q,
v

kde D je elektrickd indukce, coz zohlednuje i nevakuova prostiedi.
19Tedy AX je hranice mnoziny X. Pro X interval to jsou hraniéni body pocatku a konce intervalu. Kdyby
byla mnozina X Ctyfrozmérnd, tak by jeji hranice byla tfirozmérnd. Integrovat obecné miuzeme pfes libovolné-


https://fykos.cz/_media/rocnik22/ulohy/pdf/uloha22_6_2.pdf
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zapomenout na jejich orientaci, tedy ze vektor m mifi smérem ven z dané oblasti. Dile @ je
celkovy elektricky naboj v oblasti a €9 je permitivita vakua.
Pro vysoce symetrické problémy si vzorec prepiseme do zjednoduseného tvaru

Bs=2.

€0

Co znamena ta vysoka symetrie? Potfebujeme vzdy vybrat takovou plochu, na které ma elek-
trickd intenzita konstantni velikost a zaroven je v kazdém bodé na tuto plochu kolma a miri
smérem ven z oblasti. Pro ndzornéjsi vysvétleni si ukazeme par ptikladt. Pokazdé budeme hle-
dat intenzitu elektrického pole na zdkladé zndmého rozlozeni naboju, ale postup lze v ptipadé
potieby samoziejmé otocit.

Priklad — pInda homogenné nabita koule

Predstavme si, ze mame kouli o poloméru R, do které nékdo rovnomérné nastf"ﬂelEI elektrické
naboje, které se nemohou hybat. Koule je tak homogenné nabita s hustotou naboje p. Hleddme
intenzitu elektrického pole v celém prostoru.

Vsimnéme si, ze situace je sféricky symetricka. Stejné tak musi byt symetrické i elektrické
pole. Vektory E tak musi vzdy mifit ve sméru primky prochazejici stfedem koule.

Nejdiive uvazujme, ze jsme ve vzdalenosti r od stfedu, kde r > R. Predstavme si kouli
s polomérem r a se stredem ve stfedu nabité koule. Z predchoziho pozorovani vyplyva, ze E je
kolméa na jeji povrch, zaroven ma na ném diky symetrii vSude stejnou velikost, oznacme ji E.
Mizeme tak pouzit zjednodusujici vzorec

Bs=9.
€0
Plochu spoéitdme jako povrch myslené koule S = 4nr?, dosazenim dostdvime

Q 1 Q R

€0S  4dmeor?  3eor?’

coz je Coulombiv zdkon pro bodovy ndboj. Vyslo ndm, Ze pole vné rovnomérné nabité koule
s celkovym nabojem @ je stejné jako pole od bodového naboje Q. To je ale logické — Gaussuv
zakon tika, ze integral E pres hranici néjaké oblasti je prfimo iimérny naboji uvnitt. Pokud bude
néboj sféricky symetricky, integral se zméni na pouhy soucin velikosti intenzity a povrchu koule.
Potom uz nezédvisi na konkrétnim rozlozeni ndboje — muzeme jej klidné zmensit do libovolné
malé oblasti, napriklad do jednoho bodu.

Podivejme se na zajimaveéjsi situaci pod povrchem koule, neboli kdyz r < R. V tom pripadé
je sice vzorec pro plochu stéle stejny, ale pod touto plochou je mensi mnozstvi ndboje, konkrétné

T’3

= Q-

q

Pro intenzitu tak dostdvame
g _ 1 Qr_ or
&‘075 - 4Tt€0 ﬁ o E '
S rostouci vzdalenosti od stfedu koule roste intenzita elektrického pole lineadrné. Je rozumné
ocekavat, ze s rostouci vzdalenosti musi intenzita riust z nulové hodnoty na tu, kterd odpovida

HTechnologicky je mozné takto do plastu nastiflet relativné dobfe definované niboje i do hloubky.
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intenzité na povrchu koule zvnéjékugE Dosazenim r = R do obou vzorcu vidime, Ze tento
predpoklad je splnén.

Jesté jednou zduraznéme to, ze pokud méame sféricky symetricky nabitou kouli, tak do
elektrického pole v libovolném bodé pod jejim povrchem nijak nezasahuji vrstvy, které lezi ve
vétsi vzdélenosti od stfedu. Toto tvrzeni se di pripadné dokazat i pomoci prosté integrace
intenzity, ale zduvodnéni na zdkladé Gaussova zdkona je mnohem jednodussi.

Priklad — pIny homogenné nabity valec

Oznac¢me polomér vilce R a nabojovou husotu g. Pro jednoduchost predpokladejme, ze je nas
valec nekone¢né dlouhy. Potom ze symetrie vyplyva, Ze vektor E bude v kazdém bodé kolmy
na osu valce, a tedy i na jeho povrch.

Zacneme opét vnéjsim reSenim. Predstavime si vdlec s polomérem 7 a s vyskou h, ktery je
souosy s nabitym valcem. Opét mizeme pouzit jednodussi verzi Gaussova zdkona, kde tentokrat
za plochu dosadime povrch plasté S = 2nrh. Naboj, ktery je uzavien myslenym valcem, je Q =
= nR2ho. Dostavame tak

QR
" Seo 2reo

Intenzita elektrického pole klesd primo imérné s rostouci vzdalenosti od stfedu nabitého valce.
Analogicky mizeme prozkoumat vnitini oblast

_ a4 _re
SEO 260'

Intenzita uvnitf také roste linedrné se vzdéalenosti od stfedu, obdobné jako u plné koule. Mozna,

ze se nekonecCny valec muze zdat jako sci-fi, ale v pripadé, ze zkoumame chovani nabité castice
v blizkosti nabitého klasického draténého vodice, jde o dobré priblizeni.

PFiklad — nekonecné rozlehla rovnomérné nabita rovina

Predstavme si nekonecné rozlehlou a pritom velice tenkou nabitou rovinu s ploSnou nabojovou
hustotou ¢. Zajima nds, jakd bude intenzita elektrického pole v celém prostoru (kromé samotné
tenké desky). Vzhledem k tomu, Ze jde o ploSnou ndbojovou hustotu, rovnou tuSime, ze zde
nastane skokovd zména intenzity. Jako oblast pro Gaussovu vétu si opét zvolime valecCek, kte-
ry umistime tak, Ze jeho hlavni osa bude kolmé k roviné (takze podstavy budou rovnobézné
s rovinou). Zaroven budeme chtit, aby véalecek prochazel deskou. Kdyz si, obdobné jako u ne-
konec¢ného vilce, uvédomime, Ze skrz plast valecku nemuze téct zadné elektrickd intenzita, pak
je jasné, ze zalezi jenom na podstavach. Oznacime-li plochu podstavy S, bude ve valci celkovy
naboj @ = So. Pro elektrickou intenzitu dostdvame

_Q _ o
725507280.

Pfi vypoctu jsme si zvolili smér intenzity od desky, a to na obou stranach. Vzpomenme si, ze
orientaci plochy (resp. vektoru n) jsme si definovali jako kladnou, pokud mifila smérem ven
z oblasti. Na kazdé strané je smér ven z vélce stejny jako smér od desky, coz je smér elektrické
intenzity. Opét jsme tak mohli pouzit jednodussi verzi Gaussovy véty.

21ntenzita elektrického pole obecné nemusi byt spojita. Kazdé nespojitost je vak zptisobena plosnymi
naboji, které v tomto pripadé nemame.
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Vyslo nam, ze elektrické intenzity maji na obou strandch stejnou velikost, ale opacny smér.
To je opét zptsobeno symetrii — obé strany musi byt vici sobé zrcadlové prevracené. Celkovy
»skok* v intenzité tak bude

AE=2E=2.
€0
Pokud bychom desku umistili do prostoru s homogennim elektrickym polem Ep, vysledné pole
bude souctem vnéjstho pole Ep a pole desky. Tim se narusi symetrie a vyslednd intenzita uz
nebude na obou stranich stejné velkd. Dulezité ale je, ze skok v intenzité zustane zachovan.

Dale si vSimnéme, ze vysledek nezavisi na vzdalenosti od desky. To je ddano tim, ze jde o 2D
nekonecnou desku umisténou v 3D prostoru. Tok se tedy se vzdalenosti nemuze nijak zredit,
na rozdil od toku od bodového naboje ¢i od nekonecného vélce.

Pokud bychom chtéli, tenkou desku bychom mohli nahradit deskou kone¢né tloustky s ho-
mogennim nabojem o hustoté ¢ a tim odstranit skok v intenzité. Ziskali bychom tim spojitou
zménu intenzity uvnitt desky. Tato situace se d4 pouzit jako aproximace pole v blizkém okoli
nabitych vodivych téles, uvnitt vodice se ndboje muzou volné pohybovat, a tedy se ndboj umisti
jen na jeho povrchu. Navic uvniti vodivého télesa je elektrické pole nulové, je pravé odstiné-
né indukovanymi ndboji na svém povrchu. V blizkosti povrchu je tedy pole pravé o/eo kolmé
k povrchu vodice.

Poznamka k analogiim

Elektrostatické pole je ekvivalentniE gravitacnimu poli. Vztahy pro silu jsou analogické. Jedi-
ny podstatny rozdil je v tom, ze zatim kazda zndmd latka m& hmotnost, kterd se navzajem
pritahuje, kdezto elektricky ndboj muze byt kladny i zdporny. Kvuli tomu také nelze odstinit
gravitac¢ni pole, ale elektrické odstinit mtzeme. Dalsi rozdily jsou pak uz jenom v konstantdch
a v tom, ze ,gravitacni ndboj* a konstanta imérnosti mezi silou a zrychlenim je ta samé velicina
(hmotnost), zatimco u elektrického pole se jedna o dvé ruzné veliciny. Jinak mizeme pouzivat
vSechno, co se nau¢ime pro jedno pole, také v druhém.
Gaussuv zdkon pro gravita¢ni pole ma tvar

/ K-dS = —4=GM,
l°A%

kde K je intenzita gravitacniho pole, G je gravitacni konstanta a M je celkovd hmotnost uvnitt
nasi oblasti. Pracujeme s nim stejné jako s elektrostatickou verzi.

Analogie se ndm pak mohou hodit k reseni tloh. Naptiklad mechanické kmitani a vinéni je
analogické elektromagnetickému kmitani a vlnéni.

Z3avér a upoutavka na pristé

Probrali jsme nékolik vztahi, které lze pouzit pti reseni tloh s elektrickymi obvody ¢i v elek-
trostatice. Také jsme si vysvétlili zakladni smysl Gaussova zdkona. Pfi feSeni tiloh nezapominejte
dodrzovat to, co jsme si fekli v prvnim dilu seridlu — zaokrouhlovat spravné, davat odpovédi
na otazky ze zadani, snazit se o grafickou dpravu. V pristim dile se podivime na extrémy.

13 Alespori, co se klasické fyziky tyka.
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Vétsinu fyzikalnich problému lze totiz prevést na hledéni extrému. Naptiklad soustavy ,,chtéji“
zaujmout stav s nejnizsi energii nebo svétlo se vzdy pohybuje po draze s extrémnim casem.

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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