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Uloha VL3 ... ov&3ena 5 bodii; (chybi statistiky)

Jak tézké zavazi miZeme zavésit na konec raminka vésaku bez
toho, aby se prevrhnul? Vésék je tvoren hackem z velmi lehkého
dratu, ktery je pripevnén ke stredu rovné drevéné tycky o dél-
cel =30cm a o hmotnosti m = 200g. Hacek ma tvar kruZnico-
vého oblouku s polomérem r = 2,5 cm a s ithlovym rozpétim 9 =
= 240°. Vzdalenost stredu oblouku a stfedu tycky je h = 5cm.
Veskeré treni zanedbejte. Dodo shdni nedostatkové zbozi.

Veésacek se bude naklanét vlivem momentt tihovych sil pisobicich na raminko a zavazi.

Obr. 1: Vésacek naklonény o thel .

Oznacme tyto momenty po fadé 7., a 7as, priCemz M je hledand hmotnost zavazi. Velikost
momentu 7y pak lze vypocitat jako

™ = Fyrv = Mgru,

kde Fi je velikost tihové sily puisobici na zévazi o hmotnosti M a rj je rameno této sily (neboli
kolm4 vzdalenost vektorové ptimky sily od osy otéceni).

Analogicky pro druhy moment 7,, = F,7m = mgrm.
V dloze neuvazujeme tfeni. Proto tihovou silu plisobici nahoru musi kompenzovat pouze
normélova sila v bodé dotyku. Hacek vésacku je proto v bodé dotyku vodorovny a vzdy ori-
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entovany tak, ze stfed kruznicového oblouku, ktery jej tvori, je pfimo pod bodem dotyku. Pfi
ndklonu o libovolny dhel ¢ mus{ pro ramena r, a ra platit (viz obrazek)

rm = hsinp,

l
T'm +TMm = icosgo.

7 cehoz vyplyva
l
TM = 5 COSp — hsing.
Ve statické situaci se musi momenty sil vyrovnat, ¢ili
T™m = TM ,
mgrm = Mgra .
Odtud mtzeme vyjadrit hledanou hmotnost zdvazi jakozto funkci dhlu ¢

hsi
L (1)
M 5 cosp — hsing gy L

Intuitivné bychom cekali, ze maximalni hmotnost vésacek udrzi pravé pro maximdélni dhel
néklonu, tedy v nasem piipadé ¢max = ¥ — 180° = 60°. Pro tento dhel je maximéln{ hmotnost
zéavazi
m
M(Somax) = 171 ~ 0,27kg,
2h tg Pmax

coz je opravdu i spravny vysledek. Dukaz, ze vésacek udrzi nejvétsi hmotnost pravé pro ma-
ximalni dhel ale neni az tak pfimocary. Na pomoc budeme potfebovat trochu matematické
analyzy.

Hleddme maximum funkce M () na intervalu (@min, Pmax) = (—180°,60°) (vésacek se ziej-
mé preto¢i a spadne pro uhel pmin = —180°). Maximum obecné funkce se mize nachézet ve
tfech typech bodi, a to tam,

1. kde je derivace nulova,

2. kde derivace neexistuje a
3. na krajich intervalu, na kterém problém resime.
Derivace nasi funkce je (za pouziti fetizkového pravidla pro derivaci slozené funkce)

dM(so)——m( ! —1>_21d1 2 - 2"
de 2htg e 2hdetee st (griz; —1)° (M52 —sing)”

Derivace zrejmé nikde neni nulové, takze prvni moznost ndm zde nepomuze. Derivace nebude
existovat, pokud je jmenovatel roven nule, coz nastava pravé kdyz

lcos p . _ l
5, = sine = tggath. (2)

Teoreticky bychom méli zkontrolovat, jestli nedélime nulou, ale pokud cos = 0, tak jisté
sin ¢ # 0, takze se vyrazy nerovnaji a zkoumany jmenovatel neni roven nule, takze tento pripad
nés nezajima.
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Dosadime-li do posledni rovnice nase hodnoty [ a h, méame

oo L 03,
8Y = o T 2005

coZ nastava pro ¢ & 71,6° > @max. Tento thel je vétsi nez maximalni uvazovany thel, takze pro
nas tento vysledek nehraje roli. Nutno ovsem podotknout, ze funkce tangens je m-periodicka,
takze se rovnd tfem i pro thel ¢ &~ 71,6 — 180 = —108,4° (a nekone¢né mnoho dalsich, ale ty

uz jsou mimo uvazovany interval).

Pro nazornost si zde pomtzeme grafem E

-180 —150 —100 —50
i

Obr. 2: Zavislost hmotnosti na thlu otoc¢eni raminka

Oblast (—108,4,0) odpovida situaci, kdy jsou hmotny stfed raminka m i zdvazi M ve stejné
poloroviné od stfedu hacku (a raminko je vzhiiru nohama). V takovém pfipadé je pro vyrovnéni
momentu potfeba zdpornd hmotnost, protoze pro kladnou hmotnost oba momenty mifi na
stejnou stranu.

Vidime, ze pokud ¢ — —108,4° (éteme ¢ jde k —108,4°) zprava, pak M — —oo.

Pokud ¢ — —108,4° zleva, pak M — oo. To odpovida pfipadu, kdy je raminko opét vzhiru
nohama, ale tentokrat jsou hmotné stiedy v rtuznych polorovinach. Pokud se pak bod M blizi
do bodu presné nad stfedem hacku, jde maximélni hmotnost k nekonecénu. Spravné je tedy
i odpovéd, ze raminko udrzi libovolné velkou hmotnost.

Tato rovnovéha je ovsem nestabilni a pfi malém vychyleni se raminko pretoc¢i. Pokud chceme
stabilni rovnovdhu, musime se podivat na tfet{ moznost —kraje intervalu. Hodnotu M (¢max) uz
jsme vypocditali. Z grafu je ziejmé, Ze kdyz ¢ — —180°, pak M — 0 (sami si muzZete ovérit, ze

primo pro —180° hodnota M neni definovéna).
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Jedinou nadéji na stabilni maximum je tedy dfive vypocitand hmotnost M (pmax) =~ 0,27 kg.

Abychom vysettili (ne)stabilitu rovnovdhy, budeme potfebovat zjistit, jak se méni celkovy
moment sily pusobici na systém 7. v bodé ¢pmax. Oznaéme Myax = M (max) pevné zvolenou
hmotnost zévazi, ddle ozna¢me smér momentu 7as za kladny, pak

ax% cos ¢ — (Mmax + m)hsin ap) ,

Te =T — Tm = §MmaxTv — gmry, = g (Mm
kde jsme vyuzili dfive ziskané vzorce pro r., a ra.
Pripomenme, Ze pro ¢max je celkovy moment nulovy. Zménu celkového momentu vysetiime
pomoci derivace

dr.
de

Pro @max je %Ta ~ —0,46. Derivace je tedy zaporna. To znamend, ze pokud vésacek malinko
vychylime z rovnovazné polohy zidpornym smérem, pak vysledny moment sily bude pusobit
kladnym smérem a vésacek se bude vracet do rovnovazné polohy. Obdobné by to platilo pro
vychyleni v kladném sméru, ale v nasem pripadé by samozirejmé vésacek pri takovém vychyleni
spadl. Zda se tedy, Ze rovnovazna poloha je stabilni z jedné strany. Bohuzel pti vychyleni
v zaporném sméru se vésacek sice bude vracet do rovnovazné polohy, ale prekmitne a stejné
spadne. Zd4 se, zZe stabilni rovnovazna poloha zde tedy neexistuje.

Pozndmka na konec: VSimnéme si ze vztaht (P)), Ze pokud by se vésdcek mohl otocit na dhel
vétsi nez 60° nebo bychom zvétsili h ¢i zmensili [, pak by mohla nastat situace, kdy ¢, které
by tento vztah splnovalo, by spadalo do uvazovaného intervalu, a pak by se maximum nutné
nemuselo nachédzet na kraji intervalu. V takovém piipadé by pro nas systém mohla existovat
stabilni rovnovazna poloha. Pro obecny vésacek tedy nas vysledek neplati.

=g (fMésincpf (M+m)hcos<p) ,

Martin Vanék
martin@fykos.cz

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.


mailto:martin@fykos.cz
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/

	3: ověšená

