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Serial: Treni a vnéjsi sily

V tvodnim dilu seridlu jsme se zabyvali dokonalymi kmity — na nase zdvazi na pruziné nepusobil
odpor vzduchu, kyvadlo kmitalo v bezvétii a kuzel se potapél v dokonale stojaté vodé. V realném
svété ovSem casto musime pocitat s tim, Ze na nase zdvazi pusobi kromé sily zpusobované
pruzinou i dalsi sily. V tomto dile se budeme zabyvat tim, jak s takovymito externimi silami
pracovat, a predstavime si dulezity dusledek povahy oscilatorti v poli vnéjsich sil — rezonanci.

O co se sily snazi?

Uvazujme nyni kmitajici systém, ktery popiSeme vychylkou = a hybnosti p = muv, kde v je
rychlost zmény vychylky. Oznac¢ime-li zrychleni vychylky jako a, d4 ndm druhy Newtonuv
zékon rovnici

F=ma,

kde F' je soucet vSech sil ptisobicich na systém. Prozatim budeme uvazovat pouze pohyb v jedné
dimenzi. V minulém dilu ndm stacilo pracovat pouze se silou, kterd se snazila vratit systém do
rovnovazné polohy a méla vyjadieni

Fo = —kx 5

kde = byla vychylka odpovidajici rovnovazné poloze. Nyni k této sile pfipo¢teme obecnou externi
sflu zavisejici na Case, coz lze reprezentovat zapisem

Fe = Fe(t).
Vyslednd rovnice ma tvar
F.(t) =ma+kx. (1)

Obecné Feseni této rovnice je slozité, provedme proto zpocatku aproximaci — predpoklddej-
me, ze hmotnost je natolik mald, ze kinetickd energie systému je vzdy zanedbatelna ve srovnani
s potencidlni energii systému. Rovnice ([f) se tim zjednodusi na

F.(t) = kx.

Vidime, ze v tomto pripadé se sila vracejici systém do rovnovazné polohy pfesné vyrovna s ex-
terni silou a vychylka nésleduje bez jakéhokoliv zpozdéni externi silu. Pokud by zévislost externi
sily na Case byla naptiklad Fe(t) = Feq cos(wt), pak by se vychylka v ¢ase ménila jako

z(t) = F;zo cos(wt),

kde Feq je amplituda externi sily.

Normaélni systém ovsem nulovou hmotnost nemé — to zpusobi, Ze systém mé nenulovou
hybnost ve chvili, kdy se externi sila vyrovna se silou Fp, a tim paddem pokracuje v pohybu
i mimo tuto vychylku. Externi sila tak vlastné urcuje novou rovnovaznou polohu, do které se
systém snazi dostat, ale kterou vzdy ,prestreli®
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Tuto ideu muzeme realizovat formélnéji na nasledujicim prikladu. Uvazujme silu s casovym
prubéhem F,(t) = FeqO(t), kde ©O(t) je tzv. Heavisideova funkce, pro kterou plati

_Je@=1 t>0
Q(t)_{@(t):o t<0

Jedné se tedy o konstantni silu, kterou v case t = 0 ,zapneme*. Pro cas ¢t < 0 je rovnice (m)
shodnd s rovnici harmonickych kmiti. Pro jednoduchost uvazujme, ze systém ma pro ¢t < 0
nulovou vychylku, a tim paddem je v klidu. Pro £ > 0 je pak pohybova rovnice

Feg =ma+ kx,
Feo
Ozma—i—k’(m— ° ) .
k
. o v N~ . v s . v s F, o s s
Zde si mtzeme uvédomit, ze pokud udidvime polohu v soufadnicich ¢’ = = — 20, zistava
/ ’ ’
rychlost v = % = % = v’ nezménéni a plati

0=ma + ka'.

Vidime, ze systém v tomto pripadé vykonava jednoduché harmonické kmity, ovsem okolo nové
P . Feg A . s s ,
rovnovazné polohy, kterou je —32. Dilezité je, ze tyto kmity probihaji s pfirozenou thlovou

frekvenci systému
k:
wo = — .
V m

Feq

>

t

Obr. 1: Systém vlivem vnéjsi sily za¢ne kmitat okolo nové rovnovazné polohy.

Systém pod vlivem externi sily mizeme kvalitativné popsat nasledujicim zpisobem — externi
sila se snazi dostat systém do nové rovnovazné polohy dané velikosti sily, avSak oscilacni povaha
systému mu bréani setrvat v klidu v blizkosti rovnovazné polohy.

Povolené ztraty

Mimo externi sily musime v redlnych systémech uvazovat také treci sily. Ty jsou obecné pomérné
slozité, nicméné pro relativné pomalé oscilace lze tfeni vznikajici odporem tekutiny piiblizné
modelovat jako silu

Fy = —ymu,
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kde v je koeficient t¥eni (md rozmér s™', tedy stejny jako frekvence). Tento model t¥eni ma
znac¢nou vyhodu v tom, ze je linedrni. Pokud je nas pohyb slozen ze dvou rychlosti vi a va,
vyslednd treci sila je

Fy = —ym (v1 + v2) = —ymu1 — ymus = Fyy + Fia
Pokud tuto silu vhimame jako externi silu, rovnice (m) vede (opét pro neslozeny pohyb) na
—ymv = ma + kx . (2)

Tento vztah neni zcela trividlni, jelikoz a, x i v se v ¢ase méni. Abychom odhalili zékladni
fyzikalni principy, uvazujme opét zjednoduseni, kdy koeficient v je relativné maly vzhledem
k prirozené frekvenci oscilaci wy = % V takovém piipadé je nase rovnice vlastné opét rovnici
harmonickych kmitt, avsak s malym vlivem tfeni. Kvili tomuto tfeni bude systém ztracet
energii. Mnozstvi ztracené energie lze odhadnout, budeme-li predpokladat, ze systém osciluje
pouze harmonicky, tj. plati

z(t) = o cos(wot) ,

v(t) = —woxo sin(wot) ,
a(t) = —wixo cos(wot) .
Vykon ztraty energie je dan jako
P = Fov = —ymzaw] sin2(wot) .

S pouzitim vzorce pro goniometrické funkce

1 — cos(2wot)

sin®(wot) = 5

dostavame 1 1
P= 7§'ymmgwg + iymxgwg cos(2wot) .

Pramérny vykon ztraty energie za jednu periodu kmitt je pak ddn pouze prvnim ¢lenem, jelikoz
cosinus se zprimeéruje na nulu. Zména energie systému za jednu periodu je tedy

AFE = PT = PQ—T[ = —n’ymwoxg.
wo

Tato zména energie se projevi jako pokles amplitudy kmitani zo, kterd bude po jednom cyklu x,
pricemz z rovnovahy energie plyne

1 2 1
ik (a:f)) = Ekajg - n'ymwomg ,
2
(a0)" =3 (1- 20w ) =ad (1= =) =af (1= T)
k wo

a provedenim approximace pro malé y

Igzxm/l—'yTza:o (1—%T> .
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Nezapomeiime, zZe jsme v nasem odvozeni uvazovali pouze malé hodnoty +, a tedy vyraz 1 — 3T
miize byt pouze priblizenim urcité funkce pro nizké koeficienty tfeni. Pti ditkladnéjsim postupu
se ukazuje, ze spravné reseni obsahuje exponencidlni funkci, kterou pro malé hodnoty v mizeme
vyjadrit jako

tedy plati
z)(t) = zoe 2. (3)

Pri jesté diukladnéjsim zkoumani se ukéaze, ze pouhy exponencidlni pokles amplitudy neni jediny
efekt treni, ale méni se i frekvence oscilaci. Pfi velkém tieni se muze dokonce stat, Ze systém
vibec oscilovat nebude. Témito zpresnénimi a odpovidajicimi priklady se vSak zatim zabyvat
nebudeme. Nyni ndm staci si pamatovat, Ze tfeni zpusobuje exponenciadlni pokles amplitudy
kmit.

Vsechny sily dohromady

Nyni se budeme zabyvat tim, jak ideu tfeni a ztrat energie v systému zkombinovat s ideou ex-
ternich sil, které se snazi se systémem pohybovat. Pro tento tcel budeme uvazovat jednoduchou
harmonickou externi silu

F.(t) = Fsq cos(wt),

kde w se muze lisit od wo. Zaroven zapoc¢teme v kmitech vliv tfeni, ¢imz ziskdme vyslednou
pohybovou rovnici
Feq cos(wt) = ma + ymv + kx . (4)

V systému, ktery tato rovnice popisuje, souperi nékolik vlivi. Externi sila kontinudlné méni
rovnovazny bod, kolem kterého se systém snazi oscilovat, zaroven vsak tfeni zabranuje prilisné
rychlosti systému, jehoz oscilace tak ztraci energii. Vysledkem téchto vlivii muze byt velmi
komplikovany pohyb, ovsem tfreni zajisti, ze vétsina slozek tohoto pohybu nakonec vymizi.
Nés bude zajimat ta ¢ast pohybu, kterd s plynoucim ¢asem nezmizi, tzv. staciondrni resend.
Z tvaru rovnice () muzeme tusit, ze aby byla platnd, musi systém néjak oscilovat, ale konkrétni
amplituda a relativni faze vzhledem k oscilacim externi sily nejsou jasné. Budeme predpokladat,
ze systém osciluje podle rovnic

z(t) = xo cos (w't — <,00) s
v(t) = —w'zo sin (w/t — goo) ,
a(t) = —wz0cos (w't — <po) .
S pouzitim scitacich vzorcu pro goniometrické funkce dostavame
cos (w’t — gpo) = cos(po) cos(w't) + sin(ypo) sin(w't)
sin (w’t — <p0) = sin(w't) cos(wo) — cos(w't) sin(po) .
Tim padem m& rovnice tvar
Feo cos(wt) = cos(w't) (lmo cos(o) + ymw'mo sin(po) — mw'xo cos(goo)) +

+sin(w't) (k:xo sin(po) — ymw'zo cos(po) — mwxo sin(wo)) .
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Aby tato rovnice platila v jakykoli ¢as ¢, ¢len obsahujici sin(w’t) musi byt nulovy neboli musi
platit

kxo sin(po) — ymw' xg cos(po) — mw'2zo sin(yo) =0,
2 12 . i
(wo —w ) sin(po) = yw' cos(vo) -

Tato rovnice je trividlné spnéna pro v = 0 a 9 = nr, kde n je celé ¢islo. To znamenad, ze pokud
je treni nulové, fazovy rozdil mezi silou a oscilacemi systému bude bud nulovy, nebo budou sila
a systém presné v protifdzi. V ostatnich pripadech mame

2 2
Wy —w
— ()

cot(0) =

Vidime, ze tento vyraz replikuje predpovidané chovani pro v — 0, jelikoz pro malé hodnoty
7 dostavame naopak velkou hodnotu funkce kotangens, kterd odpovida bud takika nulovému

fdzovému posunu (pro kladnou velkou hodnotu), nebo protifizi (pro zdpornou hodnotu). Tim
padem je pohybova rovnice dana jako

Fo cos(wt) = cos(w't) (kmo cos(po) 4+ ymw'zo sin(po) — mwzo cos(goo)) =
= 20 cos(w't) sin(po) (k cotg(po) + ymw' — mw’ cotg(@o)) .

Nyni by mélo byt zfejmé, Ze dalsf podminkou platnosti rovnice v kazdém éase je w’ = w. Diky
tomu uz zname jak frekvenci, tak fazovy posun kmit. Jesté nds ovsem zajima amplituda kmiti.
Substituci v rovnici (ff) dostdvdme

2 2 2 2 2
. wi — w Tw o W wi—w
Feo = zok —_—t | =
0 = Zo sm(g00)< o +w(2) prR— )

= mokisln(gog) (wo — wiw® +7w® + w* — wf) =
Yww,

sin(eo) 2 212 2 2
:mOk’YTW(Q) ((wo—w )+ 7w ) .

Na tomto misté pouzijeme dalsi goniometrickou identitu

.
sin®(ip0)

1+ cotg®(po) =

s jejiz pomoci vyjadiime

1
. _ [ 1
sin(o) 1+ cotg? ¢

takze
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Pokud nds zajima pouze absolutni velikost amplitudy (relativni fazi uz zndme), mame jednoduse
1 Fuo

M (W = w?)” o
Vsimnéme si, ze pokud za predpokladu malého t¥eni (y < wo) zvolime frekvenci externi

sily w blizkou wp, vyslednd amplituda oscilaci je obrovskd. Tomuto jevu se ¥kd rezonance (viz
obrazek P).

(6)

o =

Obr. 2: Amplituda jako funkce frekvence vnéjsi sily. Grafy odpovidaji tfecim koeficientiim
L =10,2, 0,5, 1,2 s klesajicim vrcholem pro rostouci v. VS§imnéme si, Ze pro v, které jiz neni

wo
mnohem mensi nez wp, se maximum amplitudy presouva pry¢ od wo.

Rezonanci 1ze pozorovat v mnoha systémech a d& se velmi dobte vyuzit, kupiikladu pomoci
rezonanc¢nich obvodu lze zvyraznit nékteré frekvence signali oproti jinym. Samoziejmé existuje
mnoho prikladu rezonance v akustice, napriklad jednotlivé tény. Jak je mozné, ze systém mé
vice nez jednu prirozenou frekvenci, budeme fesit v pozdéjsich dilech seridlu, zabyvajicich se
vIinénim. Prozatim ndm postacéi zkoumat vlastnosti rezonance jednoduchych oscilatoru.

Vratme se ke vztahim pro fazovy rozdil a amplitudu oscilujictho systému s externi silou.
7 kvalitativniho hlediska nés zajimaji limity w — oo, w — 0 a w — wo. Pokud je frekvence sily
vyrazné nizsi nez frekvence prirozenych oscilaci, plati

Feo Fey

To — =
mw? k

Zaroven cotg(po) — 00, takze o — 0 a opét méame situaci, ve které vychylka presné nésleduje
silu. To dava smysl, jelikoz predpoklad w — 0 odpovida systému, na néjz pusobi jen velmi
pomalu se ménici vnéjsi sila, a ten je diky tlumeni schopen tuto silu nasledovat. Efektivné
to také odpovidd predpokladu wo — oo, coz je ekvivalentni s pripadem m — 0, ktery jsme
diskutovali na zacatku textu.

Pro pfipad w — 00, cotg(po) — —o0, a tedy ¢ — —n je vychylka systému v presné protifdzi
k oscilacim sily. Amplituda oscilaci je
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V této situaci jsou oscilace vnéjsi sily tak rychlé, ze se systém nestihd rozpohybovat.
V poslednim pfipadé (pii rezonanci) plati cotg(po) — 0 ¢ili po — 3. Sila je shodnd se

smérem rychlosti, oscila¢ni amplituda

FeO

Yw
je urcdena trenim, resp. ztratami v systému. Déale vidime, Ze pro malé ztraty muze amplituda
rust bez omezeni, v praxi vsak casto dojde k nelinedrnim efektim, jako je napiiklad poskozeni
systému.

To —

Zavér

V tomto dile seridlu jsme se zabyvali tim, co se stane, kdyz do naseho systému pridame vice sil.
V pristim dile zjistime, co se zméni, kdyz priddme vice oscildtoru! Budeme zkoumat chovani
pruzin se dvéma zavazimi, kyvadel, kterd se mohou pohybovat vice sméry, a podobné problémy.

Fyzikalni korespondenéni seminar je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematiku a fyziku.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.
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