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Uloha VL5 ... téZka pruZina 9 bodi; (chybi statistiky)

Méjme homogenni pruzinu s tuhosti k a hmotnosti m, jejiz sitka je zanedbatelna vici jeji délce.
Pruzinu uchytime na jednom konci tak, aby kolem néj mohla rotovat, a nasledné ji roztocime
thlovou rychlosti w. Kolikrat se tato pruzina pri rotaci prodlouzi? Vliv tihového pole neuvazujte.

Jachym meél velmi tézky den a chtél se o nej podelit © s ostatnimi.

Definujme proménnou z jakozto vzdédlenost od osy otdceni na puvodni pruziné a vzdalenost
na prodlouzené pruziné jako r(z). Pod¢atecni délku pruziny ozna¢me zo. Vezméme si maly tsek
pruziny dr, kterému odpovida tsek na puvodni pruziné dz s hmotnosti dm = Adx, kde A =
= m/zo je délkovd hmotnost. Aby se rotujici isek stdle pohyboval po kruznici, vyslednice na
néj pusobicich sil musi odpovidat dostredivé sile

dFy = Wirdm = \o*rde.
Déle muzeme fict, ze tuhost daného tseku lze vyjadrit jako

— X
k:dm—kdx.

Usek se prodlouzil o (dr — dz), coZ zpiisobi silu pruznosti

dr — dx

F = ka, (dr — dz) = kzo W

= kxo (r' — 1) ,
kde ' znaéi derivaci r podle z. Zména této sily podle z je

— = kxor”.
dx

Na zvoleny tsek pusobi sily pruznosti od obou sousednich ¢asti pruziny. Jejich rozdil je tak
hledanou vyslednici pusobici na dany tsek, proto se podle iivahy vyse rovnd dostiedivé sile.
Uvédzime-li jesté smér pusobicich sil (popfipadé si rozmyslime fakt, ze sila pruznosti s rostou-
ci vzdéalenosti klesa ¢ili jeji zména je zdpornd, ale velikost dostiedivé sily musi byt kladnd),
dostaneme dF' = — dFy. Dosadime ze vztaht vySe a mame

" 2
kxor' = —Aw’r,
coz neni nic jiného nez obycejna linearni diferencidlni rovnice druhého rfadu

" 2
ro=—-Kr,

o [ _w M
- kxo_xo k.

r(z) = Ae'™® + Be™iFT

kde

Ta mé obecné reseni ve tvaru

K urceni konstant A a B potifebujeme dvé podminky. Na upevnéném konci pruziny pla-
t17(0) = 0, zatimco na tom volném lze psat F(zo) = 0. Z prvn{ podminky dostdvame A+ B = 0,
diky ¢emuz muzeme celou rovnici upravit na

r(z) = 2iAsinkz .
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Druh4 je potom splnéna pro 7’ (xo) = 1, z éehoz vyplyva
2iAkcoskxro =1,

coz vede na findlni FeSeni ve tvaru

1 sinkx
riz) =—-————.
K COS KXo

N4és pritom zajima relativni prodlouzeni

r(zo) 1 sinkwo _ tg(w\/%)

o KTo COS KTo wy/™ ’

Vsimnéme si, ze v limité nulové rychlosti otd¢eni w — 0 vychézi r(z) = x, coz je presné to, co

bychom cekali. Naopak pripad
Lok
“ 2V m

vede na nekonecné velké prodlouzeni. To se sice na prvni pohled muze zdat pochybné, ale dava
to smysl. Predstavime-li si naptiklad nehmotnou pruzinku s tuhosti k a zdvazim o hmotnosti m
na konci, odst¥edivi sila poroste s polomérem jako F, = mw?r, zatimco sila pruznosti bude F' =

= kr. Je ziejmé, zZe pro
| k
w>A—
m

se bude pruzina nekonec¢né natahovat, naopak pro mensi hodnoty tthlové rychlosti zustane jeji
délka nulova. Tento model je sice jen velmi zjednodusenou verzi hmotné pruziny, ale vidime
na ném, ze k nekoneé¢nému prodlouzeni muze dojit pro konecné velké hodnoty w. Samoziejmé,
v redlném svété se nic takového nestane, protoze Hookuv zdkon ve tvaru F' o< r plati pouze pro
malé hodnoty prodlouzeni pruziny.
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