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Uloha IIL.4 ... laskavy p¥iboj 8 bodit; primér 4,63; fesilo 40 studentii

Blizko pobrezi je rychlost morskych vin ovlivnéna pritomnosti dna. Predpokladejte, ze rychlost
vin v je funkei tihového zrychleni g a hloubky moie h. Plati v = Cg*h?. Pomoci rozmérové
analyzy uréete rychlost vin v zavislosti na hloubce vody. Cislo C je bezrozmérni konstanta,
kterou touto metodou urcit nedokdzeme.

Kromé rychlosti vin ale koupajiciho se Jindru jesté zajima, z jakého smeéru k nému viny
dorazi. Definujme souradnicovou soustavu, ve které hladina vody lezi v roviné xy. Linie pobrezi
ma rovnici y = 0, ocean lezi v poloroviné y > 0. Hloubka vody h je funkci vzdéalenosti od
pobrezi h = vy, kde v = konst. Na Sirém ocednu, kde je rychlost vin ¢ konstantni (nenf ovlivnéna
hloubkou), postupuji rovinné vlny, jejichz cela sviraji s osou x tihel 0y. Najdéte diferencidlni
rovnici

dy_
@*f(y)

popisujici tvar ¢ela viny v blizkosti pobrezi, ale nepokousejte se ji resit, neni viibec trivialni.
Spocitejte, pod jakym iithlem narazeji cela vin na pobrezi.
Bonus Vyreste diferencidlni rovnici a najdéte tvar c¢el vin v blizkosti pobrezi.

Jindra miluje jednoduchou rozmérovou analyzu a tézké diferencidlni rovnice.

Jednotkou tthového zrychleni je [g] = m-s™2, jednotkou hloubky je [A] = m a jednotkou rychlosti
je v] = m-s~ 1. P¥i rozmérové analyze se snazime najit takové exponenty « a 3, aby veli¢ina v =
= ¢°h® méla rozmér rychlosti. Dosadime do rovnice jednotky zminénych tfech veli¢in

ms ' =m®s 2% m? = m* P72,

Rozmérova analyza vede vzdy na soustavu linedrnich rovnic. V nasem ptipadé z rovnosti
exponenti na levé a pravé strané vznikne soustava

1:Oé+/8,
—1=—-2a,

s TeSenim o = 1/2 a 8 = 1/2. Z4vislost rychlosti vln na hloubce vody je

=C\/gh,

kde C je bezrozmérnd konstanta, kterou bohuzel z rozmérové analyzy zjistit nemuzeme.

=
Nl

v=Cg2h

Jelikoz hloubka more je linearni funkci vzdalenosti od pobtezi h = «y, rychlost vin je v =
= C/g7y. Vlny se &iii v souladu se Snellovym zdkonem. Uhel, ktery sviraji cela vin s pobiezim
je stejny jako tihel mezi paprsky (kolmymi na vinoplochy) a kolmici na pobrezi. Necht ¢elo viny
ve vzdalenosti y od pobfrezi svird s linii pobtezi thel 6. Ze Snellova zékona odvodime

o sind— vsin g _ C\/g7ysin Oy _

v & C &

sinf _ sinfo

kde a je konstanta pro zjednoduseni zapisu. Vztah mezi derivaci a thlem 6 je

@_tge_ sin 6
dx V1—sin20’
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Za sin # muzeme dosadit z predchozi rovnice, ¢imz dostaneme

dy _ V@
dz  VI—ay’
Pobrezi se nachazi na soutradnici y = 0. Dosazenim do rovnice zjistime
dy _ 0
dCE y=0 a 1-0
neboli ¢ela vin jsou rovnobéznd s linii pobrezi. To je zajimavé zjisténi. Az budete nékdy u more
nebo u jiné velké vodni plochy, v§imnéte si toho, Ze viny vzdy dorazeji na bfeh kolmo nezavisle
na sméru vin dal od bfehu.

Mozné vas zarazilo, Ze nase diferencidlni rovnice (m) nedéava smysl pro prilis velké hodnoty vy,
ponévadz vyraz pod odmocninou by se stal zapornym. To nevadi, protoze pro velkd y tato
rovnice neplati. Odvozeny vztah pro rychlost vin v o< /gh je pouzitelny jen pokud je hloubka
vody mnohem mensi nez vlnova délka A\ vlny (rozumné pouzitelny je pro h/A < 0,05).

Naopak pro velké hloubky vody (hranice je pfiblizné h/X > 0,5) plati pro rychlost vin jiny
vztah v ~ g/ (2nf), kde f je frekvence vlnéni. P¥itomnost dna uz rychlost neovliviiuje. Pro
sinusoidéalni vlnu je tudiz rychlost konstantni. Pfechod mezi témito dvéma rezimy je obtiznéjsi
popsat, to nds vSak nemusi trapit. Snelliv zdkon totiz ikd, Ze pomér sinf/v musi byt pro
kazdou vlnu vsude stejny, takze mtizeme propojit rychlost a tthel vlny na Sirém mofti s rychlosti
a uhlem u pobrezi. Zajemci o dalsi informace o vodnich vindch mohou zacit napriklad na anglické
wikipediit

(1)

=0

Bonus

Diferencidlni rovnici separujeme a integrujeme

& [

Tato rovnice vypada na prvni pohled nefesitelné. Jeji feseni je sice dlouhé, avsak existuje. My
si ho krok za krokem ukdzeme.
Reseni integralu na pravé strané je trividlni

/ﬁm:m+p, (2)

kde D je integrac¢ni konstanta.

Levé strané se vSak musime vénovat podrobnéji. V integralech se ¢lenem pod odmocninou
byva uziteéné zbavit se sikovnou substituci oné odmocniny. Tvar ,néco minus jedna“ napovi-
da, ze sikovnou substituci by mohlo byt pouziti druhé mocniny hyperbolického kosinu misto
,néceho*

1
— =cosh®¢, y>0, >0,

ay
_ 1
" acosh?¢’
2 sinh
dy = ——————
a cosh” 1

1 attps://en.wikipedia.org/wiki/Dispersion_(water_waves)


https://en.wikipedia.org/wiki/Dispersion_(water_waves)
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Po dosazeni ziskdme

/ /——1dy——7/\/cosh2—smhw —2/Sinhz¢d¢.
a cosh” v

Ani novy integral bohuzel neni na prvni pohled fesSitelny, muzeme jej vsak dédle zjednodusit
pouzitim per partes, kde oznac¢ime

12
sinh” ¢ —
cosh®
pro funkce
1 1
u =sinhy, v=-—= T
2 cosh®
v =coshi, o = smhsw )
cosh® ¢

Tim integral prevedeme do tvaru

2 [sinh®¢ . 2 ( 1sinhy | 1 1 _ 1sinhy 1 1
_E/cosh3¢dw__g (_2cosh21p +§ coshwdw N acoshzw a coshz/)dw’

ktery uz je nastésti resitelny substituci

¥
tgh — =t
g B s
P = 2argtght,
2
dy = ——dt.
i 1—¢2

Tato substituce s hyperbolickym tangens je analogickd casto pouzivané substituci pro slozité
vyrazy s goniometrickymi funkcemi tg 5 = t. Vztah mezi hyperbolickym tangens s poloviénim
argumentem a hyperbolickym kosinem je

P coshy — 1 1 +t2
t=tgh- =/ ——— hy = .
815 coshyp + 1 = coshg == t2
Po dosazeni substituce do integralu vyjde

1 1—¢2 2 1 [coshy — 1
dy = | — = —=dt =2 | —— dt = 2arctgt = 2arct .
/coshw ¥ /1—!—1&21—1,‘2 /1—1—7&2 arcte arcte coshy + 1

Integracni konstantu nemusime psat, protoze jsme ji napsali uz do integralu (E) z pravé strany
rovnice. Koneény vysledek je

2 S
1 ldy = 2 smhaw dy = 1 51nh2¢ 2 arctg coshyp — 1 ‘
ay a | cosh® acosh“y a coshy + 1

Nyni jesté misto substituéni proménné 1) musime dosadit ptuvodni proménnou y

1 1 2 11—/
— —1ldy =y, /— — 1 — —arctg 7@.
ay ay a 1+ /ay
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Reseni pravé strany v rovnici (E) spojime s pravé odvozenym reSenim levé strany. Vztah pro
tvar Cela vlny v blizkosti pobftezi je

/1 2 1-/a

Cislo D je integra¢ni konstanta. Vyraz z + D ndm k4, Ze miZeme Fefeni libovolné posunout
v soufadnici z, coz dava smysl. Na souradnici x totiz rychlost vln ani jejich tvar nijak nezavisi.
Tvar &el vin v blizkosti pobfe#i je vykreslen na obrézku [Il. A¢koli konstanta ¢ mé jednotku m~?,

miizeme ji povazovat za bezrozmérnou, pokud to samé udélame i s osami = a y.
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Obr. 1: Tvar vln dorazejicich na pobfezi pro a = 1 a rtzné hodnoty D.

Jindrich Jelinek
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