Fyzikalni korespondenc¢ni seminatr MFF UK ReSeni XXXV.IIL.5

Uloha IIL5 ... kovaiska 10 bodi; primér 4,94; fesilo 36 student

Skritci se rozhodli ukovat dalsi magicky mec. Vyrabéji jej z tenké kovové tyce o poloméru R =
= lem, na jejimz jednom konci udrzuji teplotu Th = 400 °C. Ty¢ je obklopena obrovskym
mnozstvim vzduchu o teploté Ty = 20 °C. Soucinitel prestupu tepla onoho bdjného kovu je a =
=12W-m~2.K~! a koeficient tepelné vodivosti ma hodnotu A = 50 W-m~1-K~1. Ty¢ na vyrobu
mece je velmi dlouhd. Kde nejblize zahrivanému konci mohou skritci ty¢ chytit holyma ruka-
ma, nemé&-li teplota v misté doteku prekrocit To = 40 °C? Proudéni vzduchu a tepelné zareni
neuvazujte. Matéj Rzehulka si spdlil prsty o kov.

Pro popis tyce zvolime védlcové souradnice, jejichZ osa z bude rovnobézna s osou tyce. Prvni
konec (s teplotou T4 ) umistime do poéatku, druhy nékam v kladném sméru osy z. Zadani po nds
chce najit zavislost teploty na vzdédlenosti T'(z). Diky pfedpokladu tenké tyde mizeme uvazovat,
ze teplota opravdu zavisi jen na 2%

Podivejme se na bilanci energie v libovolném tiseku tyée (viz obrézek m) Hustotu tepelného
toku v axidlnim sméru ¢, odvodime z Fourierova zakona vedeni tepla

qa = —AVT = _>‘d£ .
dz

Vztah 1ika, ze teplo v pevnych latkach potece ve sméru nejvétsiho poklesu teploty, coz lze
intuitivné ocekédvat na zdkladé 2. termodynamického zdkona (teplo se samovolné nesiii z chlad-

néjstho télesa na teplejsi). Konstantu timérnosti A lze chapat jako mnozstvi tepla, které projde
sténou jednotkové plochy a tloustky za c¢as 1s, pokud je rozdil teplot na jejich okrajich 1 K.

tap
P(2) g:: P(z +dz)

Obr. 1: Usek tyée od z po z + dz. Z predchoziho tiseku do n&j tece vikon P(z), do
nésledujictho pokrac¢uje P(z + dz) a ptes rozhrani se vzduchem unikd dP.

Vykon, prochazejici kolmym fezem tyci ve vzdalenosti z, bude

dT
P(2) = Sauz) = —=RASL (2) = =BT ()
Pii infinitezimalnim posunu podél tyée o dz se vykon zméni na P(z + dz) = —nR2*AT'(z + d2).

Pfestup tepla mezi dvéma latkami (zde z kovu do vzduchu) lze popsat Newtonovym vztahem
dP = (T —Tp)dS = 2na (T — Ty) Rdz,

kde Tp znaci teplotu dostatecné daleko od tyce, kde jiz teplota neni tyci ovlivnéna.

Tento vztah je jen zjednodusenim — v redlném piipadé bychom museli modelovat prirozené
proudéni vzduchu okolo horkého vilce, coz by bez pocitace témér neslo. Zde jej ,skryjeme* do
konstanty « a slozity pribéh teploty nahradime teplotou Tp.

1Kdyby ty& nebyla tenka, museli bychom uvazovat, Ze teplota zavisi jesté na vzdéilenosti od osy r. Teplota
by zifejmé smérem ven klesala, protoze ty¢ je na okrajich chlazena vzduchem.
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Jelikoz predpoklddame ustdleny stav, energie se nemize nikde hromadit. To znamend, zZe
vykon, ktery do tseku tece, z néj musi také vytékat

P(z) = P(z+dz) +dP.
Druhy ¢len v rovnici presuneme na levou stranu a za vSechny c¢leny dosadime
—nR°\ (T/(z) —T'(z+ dz)) =2na (T —To) Rdz,

T'(24d2) =T'(2) _ 2na
dz " RA

(T —T) .

Ve vyrazu na levé strané ihned poznavame vzorec pro druhou derivace funkce T, neboli T".
Tim jsme ziskali diferencidln{ rovnici pro T'(z), kterou uz sta¢i jen vyfesit. Pro zjednoduseni
pouzijeme substituci t = T — Tp. Z¥ejmé t"' = T", takZe mame
2na
t'="Tt=ct = t
RA
kde jsme vSechny parametry schovali do konstanty c.
Jednd se o homogenni linedrni diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty. Charakteris-
ticky polynom je

11

—ct=0, (1)

kK"—c=0 = k=4,
feseni hledame ve tvaru
t=Ae""+Be ™™ = T=t+To=Ae""+Be "+ 1.
Nezname konstanty ur¢ime z okrajovych podminek. V pocatku je teplota T ¢ili plati
Th=T(zz=0=A+B+Tp.
Naopak velmi daleko se teplota tyce vyrovna s teplotou vzduchu, ktera je konec¢na

lim T(z)=Ty, = B=0.

zZ—>00

Potom ziejmé A = T1 — Tp. Kombinaci obou podminek dostdvame vysledny vztah
T(z) = To + (Ty — To)e VARZ
ze kterého uz staci jen vyjadrit souradnici, kde teplota klesne pod T»
Z2 = &ln(iTl_To)
" Noo \ -7,/
Dosadime-li do vztahu ¢iselné hodnoty, vyjde zo = 42,5 cm.

Pozndmka: Zname-li rovnici vedeni tepla pro homogenni izotropni prostiedi

A gep, P _OT
PCp pCp ot
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milZeme rovnici (ﬂ) odvodit jednoduchym dosazenim nulové pravé strany (protoze jde o staci-
ondrni stav) a ,zdporného objemového zdroje tepla“

P _ @S _ 2nRla(T —To) 20 (T — To)
VTV T TR2l - R '
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