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Uloha V.5 ... st¥idavy trojihelnik 8 bod; (chybi statistiky)

Postavime si konecny Sierpitiského trojuhelnik stupné N (tedy pro N = 1 to bude jen troj-
tihelnik, pro N = 2 to budou uz ¢tyfi trojithelniky atd.). Na spodnich strandch budou vzdy
rezistory o odporu R = 15082, na levych stranach civky o indukcénosti L. = 0,4H a na zbylych
strandch kondenzéatory s kapacitou C' = 20uF. Mezi levym a pravym dolnim rohem trojiihel-
niku méfime impedanci. Uhlové frekvence zdroje je w = 50s™'. Najdéte rekurentni vztahy,
které tuto impedanci vycisli, a urcete jeji hodnotu pro N = 7. Naleznénte rekurentni vztah
pro situaci, kdybychom civky a kondenzatory nahradili odpory R a vycislete ji pro N = 15.
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Obr. 1: Schéma obvodu.

Tuto tlohu bychom mohli resit standardnim stredoskolskym zptisobem, ale mnozstvi aritmetiky,
které bychom museli provést, by bylo zbytecné veliké. Misto toho pouzijeme pokrocilejsi, ale
velmi uzitecnou metodu, kterd ndm problém vyrazné zjednodusi.

Metoda komplexni impedance

Jak nazev napovidd, budeme pouzivat komplexni ¢isla. Nejprve se zaméfime na reprezentaci
st¥idavého napéti. Jeho pribéh muzeme popsat nasledujicim vztahem.

u(t) = Up cos(wt + 6) .

Uzitim Eulerova vzorce pro komplexni exponencidlu e’ = cos(wt) + isin(wt) miiZzeme tento
vzorec prepsat na o
u(t) = Re(t) = Re Upe™"*,

kde Re z je redlnd ¢ast komplexniho &isla, 4(t) je komplexni napéti a Up je komplexni amplituda
napéti.

Pokud mezi sebou nasobime dvé komplexni ¢isla z1 a z7, absolutni hodnota vysledku bude
souc¢inem absolutnich hodnot z; a z2. Argument vysledku® bude souétem argumenti z; a zo.
Maximalni hodnota napéti tedy bude Umax = |Ug| a pocéitecni fazovy posun bude § = arg(Uo).

Pokud pripustime i komplexni impedanci, dostaneme podobné chovani — absolutni hodnota
komplexni impedance ndm da pomér maximalni hodnoty napéti a maximalni hodnoty proudu

1Argumentem komplexniho ¢isla nazyvame orientovany thel o mezi redlnou osou a vektorem komplexniho

éisla. Argument spocitdme jako o = arctg(}{“ﬁ).
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a argument nam d& fazovy posuv proudu vici napéti. Zbyva pouze najit zpusob, jak komplexni
impedanci spocitat.

To provedeme tak, ze civky a kondenzatory nahradime odpory s imagindrni impedanci.
Civky budou mit impedanci Z; = iwL a kondezatory Z¢ = fi. Hodnotu odporu ménit
nebudeme — bude mit redlnou impedanci Zr = R.

Reseni obvodu

Kli¢ovou uvahou je fakt, ze libovolnou iteraci obvodu mizeme zjednodusit na konfiguraci
hvézda. Predpokladejme, Ze se nachdzime v n-té iteraci a ze zndme impedance Z7', Z3', Z3', kde
horni index nezna¢i mocninu, ale ¢islo iterace. Vezmeme tii kopie tohoto obvodu a postavime
z nich iteraci n+1, kterou prevedeme do tvaru hvézdy s rezistory o impedancich Z{L“, Z;LH, Z;f“,
viz obréazek P.

n+1 n+1
Zl Z2

zr Z3 Z3

Obr. 2: Zjednoduseni n-té iterace obvodu.

Dostaneme soustavu rovnic

1 1 L 1
Zyt 4+ Z8 = 20+ 25+ — " - ,
Z7+2y U Zp 427y +Zy
1 1 1
Zyt + Z8Y = 28 + 75 + — " - ,
Zy+zy T Zyt2zy+Zy
1 1 1
Zytt 23T =20 + 25 + — -

7T+ 7Z] + 271225+ 23
Pravou stranu soustavy mutzeme upravit do tvaru
(Z0)? +2(20 25 + 27 25 + 25 2%) + (Z5)?
2(Z7 + 25 + Z3) !
(25)° +2(Z0 285 + 27 25 + 23 Z5) + (Z5)°
2027 + 23 + 23) ’
(Z1)° +2(Z0 28 + 20 25 + 23 Z5) + (Z5)°
2027 + 23 + 23) '

ATzt =20+ 25+

Zyth Zitt = 20+ 75 +

Zntt ezt = 2y 7+
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Po vyreseni soustavy a nékolika tpraviach dostaneme rekurzivni vztah

377 VA2
Zn+1 _ 1 + 2 43 ,
! 2 2(Zp+ Zr+ Zy)
375 VA
n+1 2 143
22 = + n n ny ?
2 2 (Z1 + Z2 + Z3 )
n n n
Z§L+1 = 3Z3 + n Z2 Zr? ny °
2 2 (Zl + Z2 + ZS)

V dalsim kroku dopocitdme pocateéni podminky pro nas rekurzivni vztah. V prvni iteraci
méame konfiguraci trojihelnik. Pouzijeme tedy transfigura¢ni vzorec, abychom dostali hodnoty
impedanci rezistoru v konfiguraci hvézda. Tyto vzorce se pro komplexni impedanci nebudou
nijak lisit, protoze ,,pfedstirdme®, ze civky a kondenzatory jsou pouze rezistory, jenom za jejich
odpory na konci vypoc¢tu dosadime prislusné imaginarni hodnoty. Dostaneme

iwRL .

zi=——WBL (5991154 0457830) ©,

R+i(wL— =)
i

Zy = ———wC = (149,557 — 22,891i) 2,

R+1i (wL - i)
L
Zy=——C9 = (3,0522+19,9410i) Q.

T Rti(wl- %)

Nyni uz médme vse potfebné pro vycisleni libovolné iterace obvodu. Pokud bychom vsak méli
rucné spocitat impedanci sedmé iterace, byl by to dlouhy a neprijemny vypocet. Doporucujeme
si na to napsat skript, napt. v Pythonu, ktery podporuje aritmetiku komplexnich ¢isel. Po
chvilce pocitani dostaneme vysledek

Z{ = (230 4 510i) Q,
Z3 = (1640 — 210i)
Z3 = (220 + 540i) Q.
Celkovou impedanci obvodu ziskdme souctem
Z = 7Z{ + Z3 = (1870 4 300i) Q.

Komplexni impedanci muzeme podle diskuse vyse interpretovat nasledovné. Zapisme ji v goni-
ometrickém tvaru
Z = |7| e ™8F) = 1890e™ 19 Q).

Okamzitou hodnotu proudu muzeme popsat podobné jako okamzitou hodnotu napéti (tj. kom-
plexné). Plati pro ni

i(t) = Rei(t) = ReIe™",

U Te159
7 1890Q °
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Podle pravidel pro ndsobeni komplexnich ¢isel muzeme vidét, ze pomér amplitud napéti a prou-

du bude roven
Umax

Imax

=|Z| =18909,

a fazovy posun ¢ bude
© =0,159.

Napéti tedy predbiha proud a cely obvod se chova jako civka s rezistorem.

Obvod pouze s odpory

Pokud vSechny soucastky nahradime rezistory o odporu R, situace se velmi zjednodusi. Ze tii
rekurentnich vztaht dostaneme jeden, konkrétné

5
Rn+1 _ 2 Rn .
3
Pfes vzorec pro transfiguraci opét dopoéitdme R' jako

1
1—7
R 73R.

V tomto pripadé mizeme rekurzivni vzorec prevést na explicitni vyjadieni odporu n-té iterace
1 /5\"! 1 /5\"
3\3 5\3

R' = 425R.

coz po dosazeni vyjde jako

Toto je odpor jedné ¢asti, pro celkovy odpor mezi dvéma sousednimi vrcholy (vSimnéme si, ze
nyn{ je jiz cely trojihelnik symetricky) mdme podobné jako v pripadé komplexnich impedanci

R =R"Y + R" = 851R = 128kQ.

Jan Benda
honzab@fykos.cz
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