FYKOS Reseni XXXVI.V.4

Uloha V.4 ... Dark Side Time 8 bodii; priamér 6,94; fesilo 53 student

FYKOS planuje vyslat do vesmiru vlastni druzici. Ta bude pohdanéna soldrnimi ¢lanky, po-
trebujeme proto, aby se ve stinu Zemé nenachdzela prilis dlouho. V jaké vysce nad povrchem
bude doba priiletu stinem Zemé nejmensi? Pri svych vypoctech uvazujte (stejné jako organiza-
tori), ze Zemé je dokonale kulatd, sluneéni paprsky jsou v jejim okoli paralelni a Slunce, Zemé
a trajektorie druzice se nachazi v jedné roviné.

Bonus Béhem reseni narazite na analyticky neresitelnou rovnici. Nepouzivejte online resice,
ale naprogramujte vlastni reseni. Honzovi se v Kerbalovi vybily baterky.

Nejprve vypocteme tihlovou rychlost obéhu satelitu w.
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kde M je hmotnost Zemé, m hmotnost satelitu, r vzdélenost satelitu od hmotného stiedu
Zemé. Déle potfebujeme zjistit, jakou Cast trajektorie stravi satelit ve stinu Zemé. Spocteme
tedy thlovou velikost 6 kruhového oblouku schovaného ve stinu Zemé.

Obr. 1: Nakres situace. Zde R je polomér Zemé.

Z nacrtu situace lze vycist, ze
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Tento cas chceme minimalizovat vhodnou volbou parametru r. Zderivujeme ho tedy podle r
a ziskany vyraz polozime rovny nule.
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Rovnice, kterou jsme dostali, vypada velmi nepfijemné. Pouzijeme tedy prvni trik — upravime
ji do bezrozmérného tvaru. V tomto pripadé to bude jednoduché, nebot mame pouze jednu
neznamou, jeden parametr a oba maji rozmér délky. Muzeme tedy problém preformulovat tak,
ze se zbavime jednoho parametru a ziskdme novou rovnici, kterd je bezrozmérna. Zavedeme
tedy normovanou vzdalenost u, dosadime ji a vyraz upravime.
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Tuto rovnici nelze fesit analyticky. Pouzijeme tedy programy Desmos nebo Wolfram Alpha.
Ziskame vysledek

u = 0,823.
Po vraceni substituce dostaneme R

"7 0,823

r=1,215R.

Vzhledem k tomu, Ze r je polomér orbity méfen od stfedu Zemé, odeCteme od obou stran
rovnice R. Tim na levé strmé dostaneme vysku nad povrchem h a na druhé strané hodnotu
v nasobcich R

h =0,215R.

Po dosazeni R = 6378 km dostaneme kone¢ny vysledek

h=1370km.

Zatim vime, ze jde o lokalni extrém funkce. Chtéli bychom vsak védét, ze jde o globalni
minimum. Spoc¢itdme tedy druhou derivaci ¢(r).
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Vidime, Ze je kladnd, funkce je tedy konvexni a nasli jsme lokdlni minimum.
Jelikoz nemame zadné dalsi kandidaty na extrém, zbyvé nam jesté vysettit krajni body

defini¢niho oboru funkce. V' R nabyva funkce hodnoty ©t coz je oc¢ividné vyssi nez funkéni
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A jelikoz arcsin(x) & = pro x = 0, chovd se funkce t(r) v nekone¢nu jako

t(r) = 2arcsm GM \/> R\/i

a v limité do nekonecna tedy roste nade vSechny meze. Opravdu jsme nasli globalni minimum.
Samozrejmé misto tohoto vypoctu bylo mozné si funkci nechat néjakym programem nakreslit.

hodnota v ndmi nalezeném bodé 2,589

Bonus
Bezrozmérnou rovnici upravime do tvaru
%arcsin(u) — # =0.
Méme-li rovnici tvaru
flz)=0,

pak lze za jistych predpokladt nalézt jeji kofeny uzitim tzv. Newtonovy metody, kterd funguje
nésledujicim zptsobem.
Nejprve se pokusime odhadnout hodnotou zo. Tento odhad budeme déle zprestiovat pouzi-
tim rekurentniho vzorce
f(z)

f(@e)’
ktery bude v nasem pripadé po dosazeni a ipravé vypadat
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Pokud byl nas pocatecni odhad dobryﬂ, budou se nové prvky takto ziskané posloupnosti svo-
ji hodnotou priblizovat hodnoté feseni puvodni rovnice. Pro pocateéni podminku ug = 0,9
dostaneme posloupnost

Z tabulky [ll vidime, ze uz ve 3. iteraci se dostaneme na pozadovanou presnost.

Par poznamek na zavér

Pokud bychom polevili na nasich predpokladech, dostaneme dalsi dvé moznd reseni.
Tim prvnim bﬁ byla heliosynchronni draha. Nedokonale sféricky tvar Zemé zpusobuje po-
malé staceni orbit® druzic, ¢ehoz lze pro nase ucely vyuzit. Pokud bude mit obéznda draha nasi

! v nasem piipadé musi byt pocdteéni hodnota v intervalu (0.696, 1), jinak Newtonova metoda nebude

konvergovat k danému korenu, ale k 0.
2odborné nazyvané precese
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Tab. 1: Hodnoty vysledku v jednotlivych iteracich.

Uk

1
0,9000
0,829 4
0,8236
0,823 4
0,823 4

o

= w N = O

druzice ty spravné paraumetryE7 bude mit perioda tohoto staceni délku jednoho roku. Lze tedy
zaridit, aby rovina obéhu druzice méla neménnou orintaci vuci spojnici Zemé a Slunce. Kdyz
zvolime takovou orbitu, kterd do stinu pri prvnim obéhu nezachézi, nevstoupi do stinu Zemé
dlouhodobé.

Druhym fesenim by bylo dat druzici do jednoho z Lagrangeovych bodu. Avsak toto feSeni
je ponékud problematické. Prvni t¥i nejsou stabilni, pfesto jsou (prvni dva z nich) vyuziviny
mnoha druzicemi jako druzice SOHO pozorujici Slunce v bodé L1, ¢i dalekohlad Jamese Webba
v bodé L2. Bod L3 je na opa¢né strané od Slunce nez Zemé, s potencialni druzici v okoli tohoto
bodu by bylo obtizné komunikovat. Body L4 a L5 jsou od Zemé vzdaleny 1 au, takze by druzice
taktéz nejspise byla prilis daleko na to, aby mohla plnit sviij tcel.
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Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.

3Zde je dilezity sklon roviny, ve které druzice obih4, viiéi roviné rovniku Zemé. Pro zajemce detaily kupii-
kladu na https://en.wikipedia.org/wiki/Sun-synchronous_orbit.
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