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Uloha VL5 ... gadoliniova koule 9 bodt; pramér 2,97; resilo 34 studentt

Jaké nejmensi mnozstvi gadolinia 148 je nutné dat k sobé dohromady, aby se svym jadernym
rozpadem zahrivalo tak, ze by doslo k lokdlnimu taveni? Uvazujte, Ze probihaji pouze rozpady o
a Ze material je ve vzduchu pokojové teploty.

Karel premyslel nad prvky a Matéj Rz. ho zménil.

Uloha kombinuje vice jevii
1. jaderny rozpad,
2. interakce zareni s hmotou,
3. sdileni tepla.

Teorie

Teorie tykajici se jaderného rozpadu a interakce zafeni s hmotou potiebnd k této tloze, je
v uloze T.5 z Fyziklani 20219E Jadro '8Gd je nestabilni a rozpada se. Jelikoz jde o tézké jadro,
rozpadd se a rozpadem!

1#5Gd — iHe + Hi5m.

Pii rozpadu se uvoliiuje znaéné mnozstvi energie (v literature zndmé jako ,,Q-value“) — v nasem
pripadé 3271 keV na 1 rozpad*

P1i jaderném rozpadu je nutno zminit, ze dcefiné jéudroE se také muze rozpadat. Zde toto
vlastné viibec nemusime Fesit, protoze zadani ¥ka, ze koule je z ***Gd. Kdybychom zadali, Ze je
potfeba uvazovat ¢asovou zavislost, problém by se trochu zkomplikoval. Zde méme ten jedno-
dussi pifpad — 8Gd se rozpadéd pouze rozpadem alfal a dcefiné 144Sm je stabilni V p¥ipadé,
ze bychom méli kaskddu po sobé jdoucich rozpadu

Ay Ag Ag A
7 X1 — 72 Xo — 7i X3 — 12Xy,

dostali bychom soustavu diferencidlnich rovnic, tzv. Batemanovy rovnice.E Jejich fesenim bychom
dostali Casové zdvislosti mnozstvi jader N;(t), resp. jejich aktivit A;(¢) a z nich pak tepelny vy-
kon v case.

Céstice a jsou tézké a nabité, proto interaguji s hmotou intenzivné, a tedy se rychle zasta-
vuji. Konkrétné zde mame na mysli elektromagnetickou interakci ¢dstice o (s ndbojem +4e)
s nabitymi ¢astmi okoln{ hmoty (jadra, elektrony), kterd vede k ionizaci okolnfho prostiedi. Pro
predstavu toho, jak rychle ¢astice « interaguje, uvedme, ze jeji stredni volna draha ve vzduchu
je sotva 20 cm nebo se (dle zndmé poucky®) d4 zastavit listem papiru. Z tohoto divodu mizeme
predpoklddat, ze vzniklé a ¢astice se zastavi jesSté v materidlu (Gd) a predaji mu energii. Sou-

1https://fyziklani.cz/download/2021/reseni.pdf
2http://nucleardata.nuclear.lu.se/toi/nuclide.asp?iZA=640148
3http://nucleardata.nuclear.lu.se/toi/nuclide.asp?iZA=640148

4 matefské jadro“ je pivodni (na levé strané rovnice), ,dcefiné® je nové vzniklé (na pravé strané rovnice)
Shttp://nucleardata.nuclear.lu.se/toi/nuclide.asp?iZA=640148
Shttp://nucleardata.nuclear.lu.se/toi/nuclide.asp?iZA=620144
"https://en.wikipedia.org/wiki/Bateman_equation
8https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Alfa_beta_gamma_neutron_radiation.svg
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Cet, energii vSech rozpadu pak vede k nezanedbatelnému tepelnému vykonu a tedy k zahfivani
materidlu¥ Tepelny vykon na jednotku objemu Py pak mizeme odvodit piimo z definice

A
= Al M

Py
kde @Q je Q-value, p je hustota, M je moldrn{ hmotnost, A = (In2)/T je rozpadovd konstanta
a Na je Avogadrova konstanta. Souc¢in ANxy mé vyznam aktivity 1 molu materidlu, tj. kolik
jader se rozpadne za 1s v 1molu latky.

Prenos tepla se realizuje

e kondukci (neboli vedenim),

 konvekei (neboli proudénim),

« radiaci (neboli zdrenim).

Kondukce je realizovana srazkami atoma nebo kmity krystalické miriikyE — proto je typicky
vyraznéjsi v pevnych latkach, hlavné v kovech. V tekutindch existuje také, ale vétsinou je
zanedbatelnad kvuli vétsim meziatomarnim vzdélenostem. Pro obecny popis kondukce slouzi

rovnice vedeni tepla
ovir 4 Bv 4T , (2)
PCp dt
kde a = \/pcp je soudinitel teplotni vodivosti (A je soucinitel tepelné vodivosti, ¢, je mérna
tepelna kapacita), T je teplota, p je hustota materidlu a ¢ je ¢as. Rovnice popisuje bilanci tepla
v systému. Vstupnimi veli¢inami jsou vlastnosti materidlu a geometrie, fesenim pak ziskdme
teplotni profil, tj. zévislost T'(x,y, 2, t).

Konvekce je realizovana presunem hmoty — tj. atomy skutecné méni svou rovnovaznou polo-
hu, pohybuji se casto po komplikovanych trajektoriich. Z tohoto duvodu o ni hovofime u tekutin.
Podle ptisobeni vnéjsich sil odliSujeme nucenou konvekci, kde je proudéni tekutiny hnano né-
jakou vnéjsi silou (napf. praci ¢erpadla), a pfirozenou, kterd funguje diky vztlakovym sildm
vznikajicim v dusledku teplotni roztaznosti tekutiny — horka tekutina ma mensi hustotu, proto
vlivem vztlakovych sil stoupa vzhiru.

Z hlediska mnozstvi tepla odvedeného z jednotkové plochy je vyraznéjsi nucend konvekce,
v absolutnim méritku je pak vyznamnéjsi prirozend, nebot se realizuje i ve velkych systémech
(jako je zemskd kura nebo hvézdy).

Sdileni tepla radiaci je realizovino pfimo uvoliiovanim fotont. Kazdy predmét s nenulovou
(absolutni) teplotou vyzafuje. Zafivost (mnozstvi energie pfedané radiaci za 1s jednotkovou
plochou) je dand vztahem

M. =oT", (3)

kde 0 = 5,67-1073 W-m~2.K~* je Stefan-Boltzmannova konstamta&E Konstanta o je mald, ale
¢len T* roste rychle, proto je pro vysoké teploty radiace dominantni. JelikoZ vyzaiuji vSech-
ny objekty, musime k ziskani energetické bilance od vyzarené energie odecist energii ptijatou
absorpci zafeni z okolniho prostiedi

4 4
Me,ef - Me,plocha - Me,okoli =0 (Tplocha - Toko]i) .

9Ne zcela — &astice vzniklé blizko okraje materidlu, které jsou emitovany smérem ven, mohou uniknout
a tedy svoji energii predaji okoli (zde vzduchu). Jelikoz se tato vrstva d4 omezit uréitou hloubkou, jeji vyznam
klesa s tloustkou materidlu.

107 tohoto diivodu muizeme Fict, ze se tepelné vzruchy §i{ rychlosti zvuku, nebot mechanismus je stejny.

1 Odvozeni je nad ramec této tlohy. Pro zvidavé fesitele prozradme, Ze vztah vznikl integraci Planckova
vyzarovaciho zdkona pfes vSechny vlnové délky a pres prostorovy thel.
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Vyse uvedeny vztah potiebuje jesté korekci na odrazivost — ne vsechno dopadajici zafeni se
absorbuje — néco se odrazi. Pomérnou ¢ast absorbované energie vyjadiuje absorbance «

4 4
Me,ef = Me,plocha - aMe,okoli =0 (Tplocha - aTokoli) .

Vypocet
K taveni potifebujeme, aby teplota v nejteplejsim misté byla vyssi nez teplota taveni. Z taubulekE
zjistime teplotu taveni Tiet = 1585 K. Zamysleme se nad tim, v jaké geometrii dosdhneme
v daném mnozstvi materidlu nejvétsi teplotu ve stiedu. Tu ziskame, pokud

e minimalizujeme plochu, protoze zmensenim plochy snizime prestup tepla, tedy k ustaleni

rovnovahy se objekt bude muset vice zahtat,

e maximalizaci vzdalenosti ,nejvic vnitiniho“ bodu od okraje — protoze teplota roste smé-

rem od povrchu.

Bez dikazu pouzijme fakt, ze vyse uvedené vlastnosti splnuje koule. Jelikoz je koule pevna,
bude pfestup tepla realizovan hlavné vedenim — proto feSme rovnici vedeni tepla (B) v kulové
geometrii. Chceme Fesit staciondrni stav (tj. stav, ktery nastane po dostateéné dlouhé dobé,
kdy bude systém v rovnovdze a uz se nebude ménit v ¢ase). Proto bude pravd strana rovnice
rovna nule
Py

PCp

aV>T + 0. (4)

Pro dalsi ulehéeni muzeme celou rovnici vydélit a a dostaneme
P
VT4 =L =0. (5)
A
Laplaceuv éperétor v kulové geometrii (za predpokladu, ze problém je zdvisly pouze na radidlni
soufadnici®) je
v, .9 20 10 (ﬂﬁ)
g2 T rar T r2or or) "’

Dosazenim do (B) dostavdme

1 0 (50T Py
ma () + X =0

9 (,ﬁ@i) __Pve

or or) X

20T Py 4
ar = a o
Jako okrajovou podminku volme, ze uprostred koule je maximum, t;j.
orT

Sr=0)=0=Cy.

12 attps://www.webelements.com/gadolinium/thermochemistry.html
13Coz zde neni zcela pravda, viz diskusi.
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Pokracujeme dalsi integraci

20T _ _Pv 3
or 3
or _ _Pv
or EPN
Py 5
T —— C
(r) o T
Nakonec pouzijeme okrajovou podminku na znamou teplotu ve sttedu T'(r = 0) = Tin
Py 5
T Tin — — 17,
(r) o
pro teplotu na okraji pak plati
Py o
T(R)=Tin— —R". 6
(R) & (©)

Teplotu na okraji ur¢ime z podminky, ze cely tepelny vykon koule musi byt odveden. Pocitat
prirozenou konvekci by bylo slozité, proto udélejme pro zacatek odhad, ze vsechno teplo je do
okoli predavano radiaci a ze absorbance je 1, tj. vSe, co na kouli dopadne, je pohlceno. Pak

PyV = SM = So (T — Th) - (7)

Dosazenim za objem a povrch koule a za teplotni prubéh v kouli dostaneme

Py o 4Py
Tin = —R —~R+TA, . 8
6\ + 30 + out ( )
Explicitné vyjadrit R tak, aby Tin = Tmeit by bylo ndrocné, muzeme si pomoct vykreslenim

grafu Tin(R) a najdeme, kde nastane Tin = Timelr. Postupné pouzijeme Ty, = 74,6 y (z Nuclear
Data Search™) na ziskdni rozpadové konstanty A, ddle pak @ = 3271,21keV (tentyz zdroj),
Na = 6,022 - 10723 mol™! (Avogadrova konstanta), p = 7900kg-m~* (z Wikipedie!d) a M =
= 0,148 kg-mol ™! (nic lepsiho jsme nenasli) do vztahu ([ll) a ziskdme Py . Déle Tou, = 293,15 K
(ze zadéni) a A = 10,6 W-m™'K~! (taktéz z Wikipedie) do (E) a dostaneme zévislost na obr. [If.
Oblibenou numerickou metodou nebo hrubou silou zjistime

R=70lcm.

Z toho vyplyva m = 11,4 kg.

Vliv prirozené konvekce
Pojdme vyhodnotit vliv pfirozené konvekce — ve vypoctech vyse jsme ji zanedbali, ale nijak
jsme to neobhdjili. Do bilanéni rovnice ([]) pfiddme ¢len za pfirozenou konvekci geonv

PyV =S5 (O' (T;lurf — T;lut) + qconv) . (9)

Tento ¢len gecony musime urcit. Pro prenos tepla mezi 2 médii se obecné pouziva Newtoniv
vztah
Qconv = X (Tsurf - Too) )

4http://nucleardata.nuclear.lu.se/toi/nuclide.asp?iZA=640148
15https://en.wikipedia.org/wiki/Gadolinium
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Obr. 1: Zévislost teploty Tin ve stfedu koule v zavislosti na poloméru za predpokladu, Ze teplo
je predavano do okoli pouze radiaci.

kde Tw je ,,teplota dostatecné daleko v okolnim médiu“, nebot tekutina v bezprostiedni blizkosti
horké koule bude mit teplotu vyssi. Potfebujeme najit soucinitel o — ten je dan typem povrchu,
tvarem a typem proudéni — které je zase ovlivnéno teplotou stény, takze mame problém s prilis
mnoho neznamymi. Obecné « roste s rozdilem Tyy s — Too, protoze vyssi nahiati stény zpusobi
vétsi rozdil hustot okolniho vzduchu, coz ve vysledku zpusobi intenzivnéjsi prirozené proudéni.
Presny analyticky vypocet neexistuje. Miizeme bud pouzit numerické reseni Navier-Stokesovych
rovnic s prenosem tepla, coz umi vétsina modernich CFD softwartt~ nebo pouzit podobnostni
teorie a empirické korelace. Ukazme si tedy odhad pomoci podobnostni teorie (necht ndm
teoretici odpusti). Pro vypocet o muzeme pouzit Nusseltovo podobnostni ¢islo definované jako
Nu = % ,
kde L je charakteristicky rozmér — v pripadé koule prumér. A Nusseltovo ¢islo Nu mame
z korelace

Nu = (20,816 +0, 15Ra%277)1/0,816 7

kde Rap je Rayleighovo podobnostni ¢islo, definovano jako

Rap = ﬁ (Tsurf - Tout) D3 5
va

6CFD je z Computational Fluid Dynamics — typicky zaloZeno na metodé koneénych objemut. Priklady
pouzivanych kédia jsou ANSYS Fluent, Siemens StarCCM+ nebo OpenFOAM.
17https://thermopedia.com/content/786/
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kde g je tihové zrychleni, 8 je koeficient teplotni objemové roztaznosti, v je kinematicka viskozita
a D je charakteristicky rozmér — zde prumér. Po vSech dosazenich dostaneme

A
g (Ts4urf - T(jlut) + ﬁ (Tsurf - Tout) .
98 0,277\ 1/0,816
27818 40,15 ( 2= (Tuurr — Tout) - SR ~ZPyR=0, (10)
va 3

zde bychom jesté méli dosadit ze vztahu (E) pro prevod Tuus na Tin, nakonec vyjadrit Tin
v zéavislosti na R a zjistit, odkud bude Tin > Tmetw — anebo obracené, dosadit Tin = Tmelt
a vyresit pro R. Rovnice je uz tak velmi osklivd, dosadme Ti, = Tmelt, na pocitaci vypoctéme
levou stranu rovnice ([LJ) pro riznd R a najdéme, kdy bude rovna nule. Dostaneme

R=12,42cm,

¢emuz odpovidd hmotnost 63,34 kg. Méjme vSak na paméti, ze vztahy jsou priblizné a vzdy
bychom se méli zajimat o jejich podminky platnosti.

Ukézali jsme tedy, ze puvodni pfedpoklad o dominantni radiaci byl Spatny. Mizeme si
jen pro zajimavost dopocitat, ze povrchova teplota koule je 374 K, coz vskutku neni mnoho —
mezi slupkou koule a vnitikem je rozdil pres 1200K, coz je dtsledek kombinace objemového
zdroje tepla a spiSe Spatné tepelné vodivosti (pro priklad uvedme, Ze oceli maji zhruba 8 —
60 W-m~ 1K1, hlinik dokonce pfes 200 W-m~1-K~!; naopak izolaéni materialy jako polysty-
ren 0,3W-m~"K™1).

Nakonec jesté okomentujme predpoklad ze zadéani, Ze nedochézi ke $tépeni. To nemuzeme
Fict zcela jisté — jen je problém, e pro §tépeni nemdme dost dat, protoze izotop *8Gd se
v pfirodé bézné nevyskytuje ani se bézné nepouzivd (Gd se bézné pouziva jako vyhofivajici
absorbétor do jadernych reaktort, ale tam se uplatiiuji hlavné **°Gd a °"Gd).

Kvuli vzécnosti tohoto izotopu je také tiloha neredlné — je tézko predstavitelné, ze by se nékde
nachézel a zfi¢ v tak velkém mnozstvi. KdyZ uz, &lo by o velmi mald mnozstvi. Uloha byla
inspirovana radioizotopovymi termoelektrickymﬁenerétory, kde se a zarice skutecné pouzivaji
k vyrobé tepla — napf¥. izotop **Pu v MMRTG na roveru Curiosity.

Dodatek — jaderna data

V tloze jsme data brali z ,riznych®, nékdy az ,prilis otevienych zdroji“. Pro tlohu do FYKO-
Su to neni problém, ale v akademickych pracich by uvedené zdroje nemusely byt brany jako
»,dostatecné vérohodné“. Déle v komplikovanéjsich vypoctech by bylo potfeba jesté vice dat —
ruzné polocasy rozpadu, druh a energie produkti rozpadu; v pripadé neutronickych vypoctu
pak i G¢inné prufrezy. Z vyse uvedenych divodi je vhodné mit vSechna data na jednom misté
a nékym ovérena.

Proto existujil ENDF (Fvaluated Nuclear Data File). Pro jednotlivé izotopy existuji ENDF
soubory obsahujici rizna data — i¢inné prurezy, produkty rozpadu, parametry jadra,. .. Existuji
celé knihovny ENDF soubori jako napft. evropskd knihovna JEFF nebo americkd ENDF/B.
Knihovny se typicky povazuji za duvéryhodny zdrojt

8 attps://en.wikipedia.org/wiki/Multi-mission_radioisotope_thermoelectric_generator
19Pofad se lisi mnozstvim dat a obecné poskytuji trochu jiné vysledky. Akademici pak maji své favority,
takze ,vhodnost* dat pouzitych na vypocet muze byt predmétem dlouhych debat.
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Ukazme si na této tloze, jak v jadernych datech vyhleddvat. Jednim z dostupnych néstro-
ju je JANIS= Na hlavni strdnce volime tlac¢itko ,,Browse“, dile ,Radioactive data®. Zvolime
knihovnu — nap¥. JEFF-3.3. Déle ,Radioactive decay data“, ,Gd“, ,*8Gd“ Otevie se ndm
prazdné okno vizualizéru a dole v tabulce rozklikneme seznam ,Decay data“ a v fddku ,Dis-
crete Alpha® volime T. V okné vizualizéru by se méla otevrit nova zélozka s tabulkou s jednim
radkem 3182800 €V, tedy nami pouzitd hodnota se trochu lisila. Podobny postup bychom mohli
pouzit pro jind data tykajici se néjakého izotopu a jeho rozpadu a reakci.

Matéj Rzehulka
matej.rzehulka@fykos.cz

Fyzikalni korespondencni seminai je organizovan studenty MFF UK. Je zastfesen Oddélenim
propagace a medidlni komunikace MFF UK a podporovan Ustavem teoretické fyziky
MFF UK, jeho zaméstnanci a Jednotou Ceskych matematikt a fyzikl. Realizace projektu byla
podporena Ministerstvem skolstvi, mlddeze a télovychovy.

Toto dilo je sifeno pod licenci Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 Unported.
Pro zobrazeni kopie této licence navstivte https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/.

20JANIS je pouze k prohlizeni a vizualizaci jadernych dat, nejde o knihovnu. Je dostupna na https://oecd-
nea.org/janisweb/
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